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Borrede J 


Ga würde mich nicht Teig. zur Herauegehe eines Hand⸗ 
buches der Differential⸗ imd Integral⸗Rechnung entſchloſſen 
haben, wenn nicht Das langſt gefühlte und ausgeſprochene 
Bedürfniß meiner Zuhßren ander hieſigen allgemeinen Baus 
ſchule mich dazu veranlaßt, und die hohe vorgeſetzte Behörde 
dieſer Anſtalt ein ſolches Unternehmen für zweckmäßig er⸗ 
achtet; Daher auch zur Befscherung deſſelben Sich bewogen 
gefunden hätte: Nach einmal gefaßtem Entfehluffe wünfchte 
ich jedoch nicht, ein gar zu dürftig ausgeſtattetes Compen⸗ 
dium zu liefern, ſondern hatte bie Abficht, dem Buche einen 
gewiſſen Brad von Bollftändigkeit zu geben, welcher baffelbe 
nicht allein für meine Vorträge brauchbar‘ machen, : fondern 
ihm vielleicht auch noch andere Lefer gewinnen follte. Zwar 
läßt Vich nicht annehmen, daß Anfänger in der Differential 
Rechnung diefes Buch, ohne Hülfe eines Lehrers, fofort mic 
einiger Leichtigkeit zu leſen im Stande fein werden, ba Dass 
felbe vielmehr beſtimmt ift, durd) Vorträge feine Erläute⸗ 
zung zu erhalten; vieleicht aber Eönnten einige Lehrer fü ich 
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deſſelben bei ihrem uͤnterrichte bedienen, oder es könnten 
auch Leſer, die ſchon einige Uebung beſitzen, daraus Nutzen 
ziehen. 


Was den Inhalt betrifft, fo habe ch, um die Diffe⸗ 
rential⸗Rechnung nicht fofort, wie jeßt wieder häufiger ge: 
fchieht, auf die Dorftellung des Unendlich» Kleinen zu grün 
den, den Differentialquotienten als ben ‚Werth eines gewillen 
Berbältniffes, deffen Glieber velde Null werden, erklärt, 
‚ nachher aber auch, in 8. 3., die Bedeutung dieſes Werthes 
durch eine beſtinnnte Definition die ſich etwa der Newton⸗ 
ſchen Fluxionemheotje am, meiſten annaͤhert, feſtzuſtellen ‚ger 
ſucht. Es würde der Darſtelumg bei einigen Gelegenhei⸗ 
ten förderlich geweſen fein, neben; Dem von. Herrn Crelle 
- fehr paſſend gewählden Namen „Ahleitung“ noch einen an⸗ 
Deren, jener Definition mehr entſprechenden, zu beſitzen; lei⸗ 
der aber boten. ſich mir, hei Aufſuchung eines ſolchen, nur 
ſchwerfällige Zuſammenſetzungen dar. Da übrigens die aus 
der Vorſtellung Des: Unendlich⸗Hleinen herſtammende Bezeich- 
nung und die gewöhnliche Rechnung mit Differentialen; unter 
allen Umſtänden beibehalten und gerechtfertigt werben mußte, 
fo iſt an verfchiedenen Stellen darauf aufmerkſam gemarht 
werden, bag man ammer nur mit Berhältnifien verſchwinden⸗ 
ber Zunahmen, d. h. mit Ableitungen rechnet. An ber Ins 
tegral ⸗ Rechnumg führt. dieſer Gang allerdings für. den. An⸗ 
fänger möglicherweiſe den Anſchein ‚herbei, als ob das Ius 
‚tegral [fx dx Null -fein müfle; allein derfelbe wird bei einis 
em Nachdenken leicht bemerken, baß, wenn dx als Null 
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angeſehen wird, das Integral /Ixdx ein Product von ber 
Form @.0O, alfo 2 iſt, deſſen Werch zu finden, eben bie: 
Aufgabe der Integrals»Rechnung fl. Ju der: Folge ‚habe‘ 
ich) das Unendlich» Kleine, bei: geomerifchen Anwendungen, 
wo es fich, mie von ſelbſt, als die einfachfte und kürzeſte 
Berrachtungswelfe Darbieter, ſowohl in die Conftruction als 
in Die Rechnung eingeführt. . Es ſchien mir: nicht "erlaubt, 
meinen Lefern die Nachweiſung eines fo wichtigen Hülfsmit⸗ 
tels vorzuentbalten, welches oft faft unmittelbay; Reſultate 
giebt, Die man, nach): anderen Methoden, nur mit Hülfe weit⸗ 


laufiger Zurüftungen hinterher zu beweiſen vermag, ohne bie: 


Annahme des- Unendlich »Kleinch aber vielleicht n niemals ge⸗ 
funden haben würde. 


Bon Büchern, deren ich mid) bediente, nenne ich be⸗ 
ſonders die Funetionen⸗Lehre von Lagran ge, von welcher 
ich die Ueberſetzung mit Anmerkungen von Crelle benutzte; 
die lecons de calcul infinitesimal und den Calcul dif- 
ferentiel von Cauchy; Die analyse infinitesimale von 
Fine (Paris 1834), wovon ich, aber den zweiten Theil, 
welcher die Integral» Rechnung enthalten foll, bis jetzt nicht 
geſehen habe; die disquisitiones circa superſicies curvas 
von Gauß; verſchiedene Abhandiungen in Crelles Sour 
nal; Die Supplemente des Klügelfchen Wörterhuches von 
Grunert; unter den Lehrbüchern befondes das von La; 
eroir, fo wie die höhere Geomerrie von Brandes. Man 
wird indeflen auch verfchiedene, dieſem Buche eigenthümliche, 
Darftellungen bemerken Fönnen. Die Rückficht auf die 
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Stetigfeit der Functionen iſt mehr, als in den meiften Lehr⸗, 
büchern gefhieht, nach dem. Vorgange von Tauchy, na 
mentlih auch: in der Integral⸗Rechnimg bei der Beſtim⸗ 
mung der Conſtanten, als unerläßlich hervorgehoben wor⸗ 
den. In die Lehre von den ausgezeichneten Puncten ebener 
Curven habe ich etwas mehr Logik zu bringen geſucht, als 
ih in den mir bekannten Darſtellungen derſelben hatte. 
wahrnehmen Fünten; doch war für eine vollſtändige Unter. 
fuchung nicht Plaß. vorhanden. Da üherhaupt bei ganz 
fpeciellen Gegenftänden nicht lange verweilt werben durfte, 
fo Eonnten 3. B. die verfchiedenen Transformationen, welche 
man zur Berechnung des Integral» Logarichmen aufgefun⸗ 
den hat, nicht mirgetheilt werden; doc) fah ich mich im 
Stande, durch eine höchſt einfache Meflung des Fehlers, 
welcher bei der Berechnung der Conftante aus der in 
8.100. mit fu bezeichneten Reihe begangen wird, der Dar⸗ 
ftellung eine gewiſſe Abrundung zu geben. Don beſtimm⸗ 
. ten Integralen wollte id) nur wenige aufnehmen, weil dieſer 
Gegenſtand ſchon einigermaaßen über die Grenzen meines 
Unternehmens hinaus zu liegen ſchien; indeſſen bewog mich 
die Einfachheit und Strenge einer Methode, welche mir 
Here Profeſſor Dirich let vorſchlug, deſſen einſichtsvollem 
Rathe ich auch bei mehreren anderen Gelegenheiten gefolgt 
bin, zu dem Uebrigen noch die Haupteigenſchaften der 
Funetion T Hinzuzufügen. Sin der Lehre von der Integra⸗ 
tion der Differentialgleihungen, worüber Lacroix ausführlis 
cher üjt, habe ich mich auf einige der einfachiten Sätze und 
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auf Beifpiele beſchränkt, wor MAlem aber nach. Klarheit für 
dei Anfänger geſtrebt. Auch . Die. Variations⸗Rechnung 
babe ic) in aller Kürze möglichft Flar barzufteflen nüch ber 
mäht, und dabei :ebenfalls auf eine. gewifle Allgemeinheit 
verzichtet, welche für Anfänger nicht: vefprießlidy zu fein 
fhin. Die, Theorie ber Curven bes fürzeſten Umringes, 
als Beifpiel in die Variariod Rechnung aufgenommen, gab 
zugleich Gelegenheit, die Säge von Lancret über. Die Abs 
wickelung krummer Linien von Flächen mitzurheilen, Deren 
Herleitung hier auf denjenigen Grad der Einfachheit ges 
bracht fein dürfte, deffen fie, mie Hülfe bes Unendlich; Klei, 
nen, fähig iſt. Sch will jedoch Lei Erwähnung diefer Ein 
‚jelnheiten, Denen noch andere beizufügen wären, nicht länger 
verweilen, ſondern überlafle Kennen, die etwa vorhandenen 
Eigenthümlichkeiten des Buches zu bemerken und zu be 
urtheilen. 


Gern hätte ich auf bie Verbeſſerung des in ſehr kur⸗ 
zer Zeit ausgearbeiteten Buches, nicht allein in Betreff 
dee Sachen, fondern auch der Darftellung und des Aus 
drudes, noch längere Zeit gewendet; aber die Rückſicht auf 
das Bedürfnig meiner Vorträge veranlaßte mich zu baldis 
ger Herausgabe. 

Obgleich ich dem mühfamen Geſchäfte ber Correctur 
viele Sorgfalt gewidmet habe, fo fit doch leider nod) eine 
große Anzahl von Fehlern ſtehen geblieben. Durch ein 
genaues Verzeichniß, welches ich meine Lefer nicht zu über 
ſchen, vielmehr ſchon vor dem Lefen zur Berichtigung zu benutzen 
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dringend: ‚Biete, habe ich diefem Uebelſtande, ſo vlel als 
möglich, abzuhelfen geſucht. Die Hinten’ angehängten Zus 
- füße, die zur ‚Erläuterung einiger Stellen dienen, in wel: 
chen ich, fiir meine Lefer, nicht ausführlich genug: gewefen 
zu fein glaubte, Bitte ich gleichfalls nicht zu überfehen: 
Der zweite bie Mechanik betreffende Theil ‚pt Im 
Laufe des Fünftigen Jahres erfcheinen. 
| Berlin i im Auguſt 1836. | 
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Differential - Rechnung. 


1. Dogteic der Zwe der Differential: Rechnung am. 
Harften aus ihre felbft und ihren zahlreichen und tichtigen An: 
wendungen erfannt wird, fo läßt fich Darüber doch vorläufig 
im Allgemeinen fagen, daß diefelbe bei mathematifchen Betrach- 
tungen immer nur dann eintreten fann, wenn einige der vorkom⸗ 
menden Größen ald des Wachfens oder Abnehmens fähig, über 
haupt als veränderlich gedacht werden, und es Darauf 


. ankommt, zıs unterfuchen, welchen Einfluß die Veränderung ge- 


wiſſer Größen auf die Werthe anderer, von jenen abhängiger 
Größen ausübt. In fo fern der Werth einer veränderlichen 
Größe durch den Werth einer anderen veränderlichen Größe be> 
fimmt wird, oder von diefem abhängt, nennt man jene eine Kun: 
ction von diefer. So find z. B. x", logx, sinx Functionen von 
x, d. h. fie ändern ihre Werthe, wenn x den feinigen ändert, und 
zwar jede nach einem ihr eigenthümfichen Gefege. Diejenigen 
Größen aber, deren Werthe ald unveränderlich angenommen wer⸗ 
den, heißen beftändige Groͤßen oder Konftanten. 

Eine Function von x wird entweder Dusch einen anderen 
Buchſtaben, 3.8. y, oder auch durch f(x), 9(5) u. dgl. bezeich- 
net. Es ift einleuchtend, daß eine Größe auch von mehreren 
Veränderlichen 3. B. x, 2, t abhängen kann; eine ſolche wird 
duch fCx,z,t) bezeichnet. Won den hier als befannt vorauszu⸗ 
fegenden Arten der Functionen entfteht ein beträchtlicher Theil 
dadurch, daß dic veränderlichen und die beftändigen Groͤßen durch 

j 1 


2 


die Operationen der Addition, Eubtraction, Multiplication und 
Diviſion mit einander verbunden, und daß die veränderlichen 
Größen, entweder einzeln, oder in Verbindung mit beftändigen, 
zu Potenzen vonunveränderlichen Erponenten erhoben wer: 
den. Vorausgeſetzt daß die Anzahl der nöthigen Operationen diefer 
Art eine endliche ift, oder Doch darauf zurückgeführt werden Fann, fo 
heißen diefe Functionen algebraifche, und, wenn nur ganze Poten- 
zen vorhanden, rationale, wenn aber gebrochene Erponenten vor: 
handen, alfo Wurzeln angezeigt find, die nicht auf rationale Functio⸗ 
nen zurüchfommen, irrationale Functionen. So find z. B 
a Va-r-x? algebraifche Functionen, die erfte rational, 
die zweite irrational. Außer dieſen werden noch die logarithmi⸗ 
ſchen, exrponentiellen und trigonometriſchen Functionen als vor: 
laͤufig bekannt angenommen, von denen log x, a”, sinx und 
. cos x die einfachften Formen find. 


Im Allgemeinen bedeutet alfo f(x), oder auch, ohne Klams 


mern, fx eine Größe, die durch eine gewiſſe Reihe von Operatio⸗ 
nen aus x und aus beftändigen Größen gebildet wird. Wenn 


die Bezeichnung diefer Operationen irgend eine Unbeftimmtheit 


übrig laͤßt, wie z. B. V x in Hinficht des Zeichens == zmweideu: 
tig iſt; fo ift auch, für denfelden Werth von x, die Funetion fx 
mehrerer Werthe fähig, oder das Zeichen fx ftellt mehrere 
Functionen zugleich dar, welche, um alle Unflarheit zu befeitigen, 
nach Umftänden von einander zu fondern find. — 


Sunctionen von einer veränderlichen Grösse. 


2. Wenn die Größe x, von welcher eine Zunction fx un: 
terfucht werden fol, um k zunimmt, alfo in x-+k übergeht, 
fo verwandelt fx fich in f(x-+-k), ändert fih alfo um 

Sx-+k)— fx. 
Diefe (pofitive oder negative) Zunahme von fx wird offen⸗ 


- 
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bar Null, wenn k=0 wird, mie aud) die Function fx uͤbri⸗ 
gend befchaffen fei; fo lange diefelbe aber ftetig bleibt, hat fie 
die Eigenfehaft, daB ihre Zunahme ICx-+k)— fx kleiner als 
jede gegebene Größe gemacht werden kann, indem k mehr und 
mehr der Null genähert wird, ohne jedoch mit diefer zufammen- 
zufallen. ft dies dei irgend einem Werthe von x nicht der Kal, 


‚d.h, gefchieht irgend einmal die Zunahme der Function fprung- 


neife; fo müfien, in der jeßt folgenden Unterfuchung, ſolche befondes 
n Werthe als ausgeſchloſſen betrachtet werden. 3. B. die Function 


J = fpeingt plöglih von — in oo über, indem, x duch 


| —* geht. Hier findet alſo eine Unterbrechung ber Stetigkeit 


, 1 4 —k 
Statt, indem die Zunahme Fre d. i. 5 ſich 
nicht mit k zugleich der Null nähert, wenn x=0 if. Sie ift 
vielmehr, fobald xx, allemal =-=-}, wie klein 


auch k fei. 

Indem die Zunahmen k und f(x-k)—fx Beide zugleich 
fleiner al8 jede gegebene Größe genommen werden, hören fie 
zwar, jede einzeln, auf, einer Zahlenbeflimmung fähig zu fein; 
deſſen ungeachtet aber kann Ihr Verhältniß,; d. h. der Quotient 

fx-+k)— fx 
ko. 


fortwährend, mie ein auch Zähler und Nenner deffelben werden 
mögen, eine befiimmte Groͤße haben. 


Es fei z.B. fx—axr-+b, fo wird fa--kK)=ak-+-k)+rb, 
daher ren 


verhält fich zu der von x, mie groß oder wie Elein diefelbe auch 
genommen wird, immer wie a:i. Man Fanıt daber fagen, 
daß, während x gleichmäßig waͤchſt, ax-+-b ebenfalls gleichmaͤ⸗ 
big, ımd zwar immer a mal fo ftarf wächft als x. 

Es fi k=x?’, fo wird ei 


—a; d. h. die Zunahme von k=ax-+-b 


4 
fx--kK)—fk 
— — 


r 


—2ı+k. NAlfo verhält ſich die Zunahme von x 


zu der von x, d. i. f&+k)— frik immer wie 2x-Fk:1. 
indem man fich wieder x als gleichmäßig wachfend vorftelft, fo 
waͤchſt x? nicht mehr gleihmäßig, fondern das Verhältniß zwi⸗ 
ſchen zwei zufammengehörigen Zunahmen von x? und x ift ver- 
änderlich, und man ſieht zugleich, daß es dem Verhältniffe 2x:1 
beliebig nahe gebracht werden Fann, weil man fich die Zunahme 
k fo Flein denfen kann, ald man will. Diefer Örenzwerth, wel 
chem ſich das Verhaͤltniß beider Zunahmen defto mehr nähert, 
je Eleinee k wird, d. i. das Verhältniß 2x1 zeigs an, daß x? 
defto ftärfer waͤchſt, je größer x ſchon geworden ift, wenigſtens 
fo lange x pofitio bfeidt. Betrachtet man aber“ die Zunction x? 
in ihrem ganzen Umfange, indem man fih x von —co Bid 
-+co beftändig gleichmäßig wachfend denft, fo wird das Ver⸗ 

haͤltniß 2x:1 negativ, fo lange x negativ ift; d. h. während x 
von —co bis O wächft, nimmt x? ununterbrochen von Ho 
bis O ab, aber defto ſchwaͤcher, je näher x der Null fommt, bis 
bei 550 das Verhaͤltniß 2x:1 fein Zeichen mechfelt, und in: 
dem die Abnahme von x? in Zunahme übergeht, während x von 
0 bis -+co gleihmäßig zu wachfen fortfährt, x? ebenfalls zu: 
nimmt, und zwar mit wachfender Stärfe, weil das Verhaͤltniß 
2x:1 pofitiv und in beftändigem Zunehmen ift. — 


AGa-+-k)—fx 
k 


3. Allgemein drückt der Quotient das Ver: 


hältniß der einander entiprechenden Zunahmen von fx und x aus, 
Es ſoll ſofort an mehreren Beifpielen, und nachher in größe: 
- ver Allgemeinheit nachgewiefen werden, daß das Berhältniß 
en dd: fich einer beftimmten, von k unabhängigen 
Grenze defto mehr nähert, je kleiner k genommen 
wird. (In dem obigen Beifpiele war fx=x*, und die Grenze, 
der das Verhältniß der beiden Zunahmen fich. näherte, 2x:1). 
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4 Inmerfung Der Begriff. und; die ängegebene Be⸗ 
zeichnung eines Differentials. find von Leibnitz in: die Mathema: 
tif eingeführt worden, der ſich unter cinem „Differentiale, wie 
ds, dfx, eine Größe dachte, die, in beftändiger Annäherung. go⸗ 
gon Null begriffen, kleiner ats pie gegetenen Oette⸗ d. * un⸗ 
endlich klein wird. nn R 

Da nun das Deidätnip; der beiden —88 von ni 
x ſich dem Werthe fx defto mehr nähert, je.Eleinge.. beide genom⸗ 
men werden, fo ſoll, wenn x die unendlich kleine Zunahme dx 
erhält, die entfprechende unendlich kleine Zunahme von fr, vi: 
dix durch Fx-dx ausgedruͤckt werden. Vergleſcht man uber deit 
in 8. 12. gegebenen attgemieinen Yusdrud det Zunahme 
Ka+)—fx, ſo fieht min; baß fr- k nur das etſte Glied bie! 
ſes Ausdruckes iſt, und daß mithin fxk, wie kiein auch k fer, 
niemal® genau die Zunahme‘ von fx angiedt. Died, um“ din 
ſchon Hier verftändliches Beiſpiel zu geben, die Zunähne von’ x? 
if nicht 2xk, fondern 2xk-+k?. indem .aben.k als .eine un: 
endlich Fleine Größe gedacht wird, fo wird der Einfluß des zwei: 
ten Gliedes K?- gegen das. erfig immer unbedeutender; mai Täßt 
daher k? als eine unendlich kleine Groͤße der zweiten Ordnung, 
gegen das die erſte Potenz von k enthaltende Glied 25kK., ein 
unendlich Klänes der erſten Ordnung, hinweg, und druͤckt vie 
Zunahme d(x?) blos durch 2xdx aus. Wegen dieſes Weglaſſens 
gewiſer Glieder, eignet fich dieſe Anſicht weniger Fire eine fteenge 
Darftellung der Differentiafrehnung, weshalb bieſelbe in dieſem 
kehrbuche nicht zu Grunde gelegt worden iſt. Indeſſen ift zu 
bemerken, daß fie, gehörig verftanden, immer zichtige Refultate 
lefert, und befonders die Anwendung dee Rechnung auf Geome⸗ 
trie und Mechanik fehe erleichtert; daher -fie auch aus diefem 


Lehrbuche nicht gänzlich ausgefchloffen, fondern vielmehr, jedoch 
erft fpäter, nach vollftändiger Begrändung der Differentialcech- 
nung, gebraucht werden fol. Kür jest alfo bleibe der Lefer bei 
den Beſtimmungen der vorigen $. ſtehen. 


5. Die Ableitung .einer beftändigen Größe a ift offenbar 
Null, weil ihre gar feine Zunahme beigelegt werden fonn; alſo 


=, wofuͤr man auch ſchreibt da=0. — Denn ferner 


die. Ableitung von; fs, d. i. fix. gegeben iſt, und a einen eonſtan⸗ 
ten Sactor bedeutet, fo ſieht man leicht, daß al'x die Ableitung 
upn afz,. oder daß .Kaf)=adir—afrdx iſt. 


um aber nachzuweiſen, daß der Quotient HD 


welcher que Abkuͤrzung, weil er eine Function von x und k ift, 
mit F(x,k) ‚bezeichnet teerden mag, für, k=0 mwirflih im All: 
gemeinen einen beftimmten Werth hat, "ober daß es eine Ablei⸗ 
tung ben. fx giebt, fol jetzt gezeigt werden, daß, wenn die 
beiden Zunctipnen fx und px Ableitungen haben, 
auch. ihre, Summe, Differenz, ihr Product und Quo: 
kient Anleitungen haben. | 


f( er fx 


Fuͤr en beliebiges x fei =FGN=F, und - 


——— = o, fe find F und ®: zwei Functio⸗ 


nen von x und L, von denen bekannt iſt, daß ſie, fuͤr k=0, | 
in, die beftimmten und gegebenen FZunctionen fz und Q'x 
ühergehen. 
a Um bie Ableitung der Summe oder Die fr px 
j MM “finden, hat man: zuerft 


+ 
DENE) ro; a alfo, für k—=0, 


=fıtpsz, d. h. dit Ableitung der Summe oder Dif⸗ 
ferenz zweier Zunctionen ift die Summe oder Diffes 


1 


venz der Ableitungen dieſer Functionen. Mithin ift 
dis-gn) _dix_ , dx _ | 
„dx =” de 7 
ftatt der Ableitungen Differentiale fchreibt: 
dk) dire gide. 
b. Die Abfeitung des Productes fx · ꝙx iſt der Werth 
des Quotienten 


 Kx-rk)- p(x-+k)— fx-Qx fir k=0 
— — — =(. 


—=fıtpx; oder auch, wenn man 


Nah dem Dbigen ift aber Kx->k)=fx-+-kF, 
Yırk)=gpxr-+kP; fegt man diefe Werthe in den vorftehens 
den Quotienten, fo wird derfelbe: 

wur ®+-y9x-F-+rk-F-®; 
mithin, für k=0, indem F in fx, O in 9'x übergeht, 
kox--yıfı= un, . 


Afo: Die Ableitung des Productes zweier Fun: 
etionen ift Die Summe der beiden Producte, welche 
entftehen, wenn jede der Functionen in die Ableitung 
der anderen multipliciet wird. Daher, ift auch: 


DEP 
‚“ Die Ableitung des Quotienten— — — ft der Werth von 


—1 J für k—0. Schreibt man wieder fuͤr k), 


Aı4-k) ihre obigen Werthe, fo geht diefer Ausdruck, auf eis 
nerlei Nenner gebracht, Aber in: 

oxs-F—fs-® 

gr ya+h) 


N os-fx—Ix- px —E 
aber, für k=0, in u — dr . 


40 


Mithin ft auch al reiben J 


Alſo: Die Ableitung eines Quotienten wird g 
funden, wenn man den Renner mit der Kbleitung .d 
Zählers, den Zähler mit der Ableitung des Nenne: 
multipliciet, das leßtere Product von dem erfter 
abzieht, und den Unterfchied durch das Quadrat dı 
Nenners dividirt. 

6. Es fei ferner eine Function einer Function 9(ſx) geg 
ben; ſo laͤßt ſich die Ableitung derſelben folgendermaßen finde 
wenn ꝙ5'x und fx befannt find: 

Man ſetze, wie fruͤher, I(X ——, und 


—EE—— 
ren, 


Nun ſei fx—=y, kF=h,: fo wied 
a9 y, FE 


Dffenbar aber wird, für k—0, zugleich h=0, mithi 


ING Yı und zugleich F—f x; foiglic 


=go'y-fx, to yazkı. \ 

Alfo: Um die ‚Ableitung von 9(ſx) zu finden, betradht 
man zuerft 9(ſx) als eine Sunction von y=fx, und nehme di 
Ableitung von py nach y; diefe Ableitung p'y mit der Ablei 
tung fx von fx multipficiet, giebt p'y-fx pls die geſucht 
Ableitung von PfxJ=gyy. Man hat alfo f “ 


= % N-gyfs; oder dey)=p'y- dix—=g'y-Fx-dx 


3. B. die Ableitung von x? war 3x2, und die von Vx wa 


7 | | 
gr; Run fi y=h>r, und gy=Vy, alfo gy=plx 


3 | 41 1 
*V x? Man hat ee VE VZEH und . 


11 
=, foigig EI. =, tiv; 


folgtih ſt AV )=4V dx, oder dl?) (x? Jar. 
7. ermittelt diefer Saͤtze foll zunaͤchſt die Ableitung oder 


dad Differential don x” beftimmt werden. — Zu dem Ende 
nehme man das Differential des Productes fx:ox nah 8.5.b. 
Es war dlfx-yx)=fxdpyx-+- px dfx. 


Dividirt man auf beiden Seiten mit fx-yx, fo Fommt 
difx-9x)__dfxs dꝙx \ | | 
m = =. + Tri — Es fe nun px ſelbſt das Pro⸗ 
duct zweier Functionen, deren Differentiale bekannt ſind, und die 
mit v und w, fo wie fx mit u, zur Abkürzung bezeichnet wer: 
den follen; fo folgt: 
d(u- vew)_ du d(v-w)__ du dv dw 
UVWw UN vw =,r7,t77 
Die in vorftehender Formel enthaltene Regel für die Bil: 
dung des Differentiald eines Productes gilt offenbar für eine be: 
liebige Anzahl von Factoren. Sind diefe fammtlichen Factoren 
einander gleich, und ihre Anzahl n, fo erhält man 


de de, Ma, ‚nt —, mithin d(u)=nu"-!du, 


un u u 
Iſt insbefondere u=x, fo m das Differential davon dx 
(oder die Ableitung ift =1); mithin ift er _ =n =, wenn 





n eine pofitive ganze Zahl; oder —— dx. 
Es ſei ferner — ein Bruch, Zähler p und Nenner q 


1 ® 
ganze pofitioe Zahlen; man fege z=x1, Fer: fo 


ergiebt fih der Werth des Quotienten 7, für k=0, mie 


— 


folgt: Man ſetze iu, HT =urh, fo wird, da 
k=x-$k—x=(u-+-h)T-— u, 











r = an h ho’, 
Sür k=0 wird aber auch h=0, mithin, dapımd q 
P__ 
ganze pofitive Zahlen find, u pn? —A, 
uſ 
u u; folglich wird, für k=0, 
2—ı up" 1 
E = ten „alſo 


P P_ | | 
da). . ax, oder de)=nartde 

. Um ferner das Differential von x— zu finden, mo n wie⸗ 
Nach 8.5. c. findet man 


hiervon das Differential, wenn man fx 4, gsx", mithin 
dis=0, dpx=nx""!dx fegt; woraus fich ergiebt 
1 )= dx")__ nx’—1dx 


der pofitiv, fege man für x”, 2 


Hieraus geht hervor, daß allgemein, der Erpoment n mag 
pofitiv oder negativ, ganz oder gebrochen fein, de) =nx"idz, 
d(x") 





oder die Ableitung * —=m"-1 if, 


Alſo: Die Ableitung von x” ift das Product des Erponen⸗ 
ten n in die (n—A)te Potenz von x. 


8 Mit Hülfe vorftehender Säge Fann man das Differen- 
tial (oder die Ableitung) jeder algebraifchen Function finden, 
d. h. diefelbe differentiiven. Es ſei z. B. y=lar+bıp, 
fo fege man a-+-bx”—z, y=zP; alsdann wird dy=pzP""dz, 
dz =bnx" "dx, folglich dy=pbn:zP"'.x""dx 
—pbn(a-+bs")P x" -1gx, — Andere, zum Theil etwas ver- 
wicfeltere Beifpiele, wofür aber die im Vorigen enthaltenen Re⸗ 
geln hinreichen, ſind: 


ln 
g 13 


ir, VII), 
day ——— (V 1?) — 


dx-+V i?)= Ve [x+V 1-r°?] . 





IXVIM dx 
Vi-+-x— Vi] VA) (ViHr— Vi)” 
— —-dx — dx 
- 
9. Wenn der Quotient —— für k=0 einen 


bekimmten Werth erhält; fo wird diefer die Ableitung von fx 


oder die zweite Ableitung von fx fein, und foll mit f’x’ bes 


dfx - 


- zeichnet werden. Mon _hat alfo fs, oder dix=f’x- de. 


Um aber die Entftehung der zweiten Ableitung aus der urfprüng- 
fihen Zunction fx anſchaulicher darzuftellen, betrachte man zu⸗ 


naͤchſt die Differenz Afsx ſ(xAx)-fx. — Laͤßt man in 


derfelben x nochmals um Ax wachſen, fo erhaͤlt fie eine Zu: 
nohme, welche ald Differenz einer Differenz,. oder zweite Diffe: 
ten; mit AAfx, oder Fürzer mit A?fx bezeichnet werden kann. 
Diefe Zunahme ift offenbar: 

Akk=[fx-F2Ax) —fa&-FAx)] — IIGAx) — fx] 
Oder A?fx=f(x-F2Ax) — 2f(x--Ax) +fx. 
Dividirt man A?fx mit (Ax)?, fo Fommt: 


HAN —ICHAR _ HAN — tx 


[1 LS Ax 
(Au)? — Ax 


Indem nun die Differenz Ax nur in ihrem Verſchwinden bes 
trachtet wird, fo geht fie in das Differential dx Aber; Damit 


verwandelt füch der Zähler auf der rechten Seite in das Diffe: 


mtial von fx, und folglich der ganze Quotient auf der rechten 
Ecke in 2- x. Dies iſt alfo der Werth, welchen der 
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GHIZE _grrk. Alfo verhält ſich die Zunahme von x? 
zu der von x, d. i. f&-+k)— fx: k immer wie 2x-+-k:1. 
indem man fich wieder x als gleihmäßig wachfend vorftellt, fo 
wächft x? nicht mehr gleichmäßig, fondern das Verhaͤltniß zwi⸗ 
fchen zwei zufammengehödrigen Zunahmen von x? und x ift ver: 
änderlich, und man ſieht zugleich, daß es dem Verhältniffe 2x:1 
beliebig nahe aebracht werden kann, weil man fich die Zunahme 
k fo flein denfen fann, ald man will. Diefer Grenzwerth, wel: 
chem fih das Verhaͤltniß beider Zunahmen defto mehr nähert, 
je. Pleinee k wird, d. i. das Verhältnig 2x:1 zeigt an, daß x”? 
defto ftärfer waͤchſt, je größer x ſchon geworden ift, wenigſtens 
fo lange x pofitiv bleibt. Betrachtet man aber‘ die Function x? 
in ihrem ganzen Umfange, indem man fih x von —co big 
-+co beftändig gleihmäßig wachſend denft, fo wird das Ver⸗ 
hältniß 2x:1 negativ, fo lange x negativ ift; d. h. während x 
von —co big O waͤchſt, nimmt x? ununterbrochen von -Fco 
bis O ab, aber defto ſchwaͤcher, je näher x der Null fommt, bis 
bei x—=0 das Verhäftnißg 2x:1 fein Zeichen wechſelt, und ins 
dem die Abnahme von x? in Zunahme übergeht, während x von 
0 bi8 -+co gleichmäßig zu machfen fortfährt, x? ebenfalls zu⸗ 
nimmt, und zwar mit wachfender Stärfe, weil das Verhältniß 
2x:1 pofitiv und in beftändigem Zunehmen iſt. — 
————— das Ver⸗ 
haͤltniß der einander entſprechenden Zunahmen von fx und x aus. 
Es ſoll ſofort an mehreren Beifpielen, und nachher in größes 
rer Allgemeinheit nachgewiefen werden, daß das Verhaͤltniß 
fx-+k)— fx 
k 


3. Allgemein druͤckt der Quotient 


ſich einer beſtimmten, von k unabhängigen 


Grenze deſto mehr nähert, je kleiner kK genommen 
wird. (In dem obigen Beijpiele war fx=x*, und die Grenze, 
der das Verhaͤltniß der beiden Zunahmen ſich näherte, 2x:1). 
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Diefelbe giebt den Werth, an, welchen der Quotient —— 


fr k=0 erhaͤlt, indem fein Zähler und Nenner zugleich vers 


ſchwinden. Diefer Werth von iz für k—=0 drüdt 
offenbar nicht mehr das Verhaͤltniß zweier Zunahmen von fx 
und x aus, fondern er kann nur angefehen werden ald das 
Maaß der veränderliden Stärfe, mit mwelder fx 
wähft, während x gleihmäßig waͤchſt. Er iſt pofitio, 
wenn fx und x beide zugleich. wachfen, negativ, wenn ‚fx ab⸗ 
nimmt, indem x waͤchſt. Man nennt ihn die Ableitung von 
fx, und bezeichnet ihn mit £(x), oder auch ohne Klammern fx, 
fo daß die Ableitung Nx ber Weg“ MR, welchen der Quotient 


u mai für k=0) erhaͤlt. — 


Da k und f(x-+k)—fx, für ein beliebiges k, zwei einan⸗ 
der entfprechende Zunahmen oder Differenzeu von x und fx 
find, fo werden fie oft durch Vorfehung des Buchftabens A be: 
jeichnet, fo daß Ax—k die Zunahme oder Differenz von x, 
Ahle) — kl -+k)—fk die Differenz von fx 
andeutet.: Mach diefer Bezeichnung muß das Verhäftniß 


—e—— durch * ausgedruͤckt werden. Dies fuͤhrt 


auf eine entſyrechende Bezeichnung der Ableitung fx, welche in 
vielen Fällen vorzuziehen ift. Nämlich die Ableitung fx ift der 


. Werth, twelchen das Verhaͤltniß Afx erhält, wenn die Diffe- 


Ax 
renz Ax, und mit ihr zugleich die Differenz Afx verſchwindet. 
Eine im Verſchwinden gedachte Differenz heißt ein Differenz 
tial, und wird zur Unterfcheidung von der Differenz A mit d 
bezeichnet. Demnach ift dx das Differential von x, dfx das 
Differential von fx. Ein Differential ift mithin, für ſich allein betrach⸗ 
tet, Feine Größe mehr, oder es ift, in Hinficht auf feine Quan⸗ 
tität, Null; es hat nur noch Bedeutung in feinem Verhaͤltniſſe 


6 
zu einem Anderen Differential. Das Verhaͤltniß der beiden Dif⸗ 
ferentiafe dfx und dx oder der Differentialguotient “= 
drückt alfo, nur vollftändiger- zugleich feinen Urfprung aus fx 
andeutend, daffelbe aus, was unter der Ableitung fx zu verſte⸗ 
ben ift, oder man hat 5 — “ 
u dk , 

72t8. | 

Statt defien fchreibt man auch oft  dfe=fx-dx, well 

diefe Formel offenbar ebenfalls nur das Verhäftniß der Differen- 
tale dfx nd dr ausfpricht: 

‚Wenn alſo K=axHb if, formwid fra, oder 
m da+b)_,, oder auch dKax-+h)=adı. — Der 


wenn Ix—x?, fo wirt fxm=2x, oder Le ) —2%x, oder 


| auch dx=d(x")==ddı. —' J 


Es fei, um noch andere Beifpiele anzuführen, IxXXx?, fo 
wird f(x-+-k) —k=3s?k +3xk?+k®, alſo 


———— Zst +änkrk?; Daher, für k=0, Freier, 





Alſo iſt — oder 40) ⸗30 dx. 





— 4 ——— it a 
Es fei =, fo wird m Hr) 
= 5 alſo fuͤr k=0, en 1, dem⸗ 
d— Ä \ 
nad \ > 4, oder auch a(2)=— 2. 


Es ſei ſxz x fo wird fark)=Vxrk. Man fins 
aber leicht, daß Viırk—-Vı= Var ift, alfo 


Verk— Vs. 4— te kon, —— 
= —— di fuͤr =, =, 
dVs)_. 1° 





Daher ift 





he ara 

4. Anmerfung Der. Begriff. und:.die. angegebene Be: 
zeichnung eines Differentiald. find: von: Leibnitz in: die Mathemaz 
tif eingeführt worden, der fi unter, einem „Diferentiale, wie 
dx, dfx, eine Größe dachte, die, in beftändiger Annäherung. ges 
gan Mull begriffen, keiner als je gegebene Größe, d. Ar uns 
endlich Flein wie: a! ı SE  hntı. 

Da nun das Beihäftnig, der beiden Zunahmen von aid 
x fich_demWerthe f'x defto mehr nähert, je kleiger beide genom⸗ 
men werden, fo ſoll, wenn x die unendlich Fleine Zunahme dx 
erhäft, die entfprechende unendlich kleine Zunahme von fx, dt‘ 
dfx dur ex-dx ausgedruͤckt iwerden. Vergleſcht man uber den 
in 8. 12. gegebenen altgemeinen Ausdruche Biel Zunahme 
Sa-Hk)—fx, fo fieht mün)“baß fx- . * nur das etſte Glied "dies 
ſes Ausdruckes iſt, und daß mithin fx-k, nid kieln auch k je, 
niemals genau die Zunahme‘ von fx angiedt. Ober, um elii 
ſchon hier verſtaͤndliches Beiſpiel zu geben, die Zunahme von’ x? 
ift nicht 2xk, fondern 2xk-4-k?. Indem aben.k ald.eine un: 
endlich Fleine Größe gedacht wird, fo wird der Einfluß des zwei⸗ 
ten Gliedes k? gegen das. erſte immer unbedeutender; _man'Täßt 
Daher k? als eing unendlich Fleine Größe der zweiten Ordnung, 
gegen das die erſte Potenj' von k enthaltende Glied 2xk‘, ein 
unendlich Kidines der erften Drönung, hinweg, und. druat die 
Zunahme d(x?) blos durch 2xdx aus. Wegen dieſes Weglaſſens 
gewiſſer Glieder, eignet fich dieſe Anficht weniger Fire cine ftcenge 
Darftellung der Differentiafrechnung, weshalb dieſelbe in diefen 
Lehrbuche nicht zu Grunde gelegt worden iſt. Indeſſen ift zu 
bemerfer, daß fie, gehörig verftanden, immer richtige Refultate 
liefert, und befonders die Anwendung dee Rechnung auf Geome⸗ 
trie und Mechanik fehr erleichtert; daher -fie auch .aus diefem 


\ 


Lehrbuche nicht gaͤnzlich ausgeſchloſſen, ſondern vielmehr, jedoch 
erſt ſpaͤter, nach vollſtaͤndiger Begruͤndung der Differentialrech⸗ 
nung, gebraucht werden ſoll. Fuͤr jetzt alſo bleibe der Leſer bei 
den Beſtimmungen der vorigen 8. ſtehen. 


5. Die Ableitung .einer beftändigen Größe a iſt offenbar 
Null, weil ihr gar feine Zunahme beigelegt werden kann; alſo 


20, wofuͤr man auch ſchreibt da=0. — Wenn ferner 


die Ableitung von; fs, d. i. f'x gegeben iſt, und a einen eonftans 
ten Sactor bedeutet, fo fieht man leicht, daß al'x die Ableitung 
von afx,. oder, daß. dia) —adix—afrdx iſt. 


"Um aber nachzuweiſen, daß der Quotient ur) -ie, 


weiße bi Abkuͤrzung, weil er eine ‚Sunction bon x und k tr 
gemeinen einen beftimmten Werth, hat, oder daß es eine Ablei⸗ 
tung von. fx giebt, foll jetzt gezeigt werden, daß, wenn die 
beiden Zunctipnen fx und px Ableitungen haben, 
auch ihre, Summe, Differenz, ihre Product und Quo: 
tient ASleitungen haben, 


Fuͤre ein beliebiges Kk ſei — reαr, und 


Mare. Oz, D=® ſe ſind F und ®: zwei Functio⸗ 


nen von x und k, von denen bekannt iſt, daß ſie, fuͤr k=0, 
in, die beftimmten und gegebenen Functionen fs und x 
übergehen. 

a Um die Ableitung der Symme oder Diferen fx--gQx 
zu finden, hat man: zuerft 


EN EM _ Fo; alfo, für k=0, 


fox, d. h. dir Ableitung der Summe oder Dif— 
ferenz zweier Sunctionen ift die Summe oder Diffes 


) 


ven; der Ableitungen diefer Zunctionen. Mithin ift 
die) _ dix | dpr | 
dx “ dx dx 
ftatt dee Ableitungen Differentiale fchreibt: | 
dk) =dkFdox=fxdtgxids. 
b. Die Ableitung des Productes fx · ꝙx iſt der Werth 
des Quotienten 


‚Krb ger Zuge fuͤr k=0. 


—=fıtoy; oder auch, wenn man 





Nah dem Obigen ift aber Kx--k)=fx-+-kF, 
Yırk)=gsHkP; feßt man diefe Werthe in den vorftehens 
den Quotienten, fo wird derfelbe: 


fx- O-Hpx- F+k-F- 0; 
mithin, für k=0, indem F in fx, ® in p'x übergeht, 
d(fx- px), 


fxpx-+-yıfı= Fe 


Alfo: Die Ableitung des Productes zweier Kun: 
ctionen ift Die Summe der beiden Producte, welche 
entftiehen, wenn jede der Kunctionen in die Ableitung 
der anderen multiplicirt wird. Daher, ift auch: 


d(fx-ox)=fk« dpx+ ” -dfx. 
‚“ Die Ableitung dee Quotienten © — — if der Werth von 


ne für k—=0. Schreibt man wieder für f(x-+-k), . 


90k) ihre obigen Werthe, fo geht diefer Ausdruck, auf ei 
nerlei Nenner gebracht, Aber in: 
ox-F—fx-® 
9s- Park) | 


' fx 
px · fx - ſx · px d ==) 


u — — ©. 


N € on: 
über, für k=0, in — * 
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Mithin iſt auch az Pe eg, = 


Alſo: Die Ableitung eines Quotienten wird ge— 
funden, wenn man den Nenner mit der Kbleitung des 
Zählers, den Zähler mit der Ableitung des Nenners 
multiplicirt, das leßtere Product von dem erfteren 
abzieht, und den Unterfchied duch das Quadrat des 
Nenners dipidirt. u 

6. Es fei ferner eine Function einer Function 9(ſx) gege- 
ben; ſo läßt fich die Abfeitung derfelben folgendermaßen finden, 
wenn px und fx befannt find: Ze 

Men fete, wie früher, Tok)=lx-pkF 5 und 


_ PK) — pl) 
VI u 


Nun ſei f—y, kF=h,: fo wird 
ad, F 


Offendar aber wird, für k—0) zugleich h=0, mithin 


HIN —g y. und zugleich Fr; folglich 


Q=yYy-fx, to yazkı. Ä 

Alfo: Um die ‚Ableitung . von che) zu knden, betrachte 
man zuerft 9(ſx) al eine Function von y==fx, und nehme die 
Ableitung von py nach y; 'diefe Ableitung 9'y mit der Ablei⸗ 
tung P’x von fx multipfieiet, giebt gY'y-Fx pls die geſucht, N 
Ableitung von ET Iy. Man hat alfo f on |} 


d d d / ’ 

I — Frl yls; oder dy)=gy-dik=g'y-ficde. 
3. 3. die Ableitung von x? war 3x?, und die von Vz: war 
Nun fei y-hı-x®, und gy=V’y, alfo py=y(fx) 


2. 1 1. 
= Vx’=x’, Man hat ee Va VZTH und . 


11 
' f _ 
fı=3x?, folglich ALIEN, yfx =375 3. ⸗ W; 


feligich it (0/ ) -3V. ax, oder (23) -3()as. 
7. Vermittelſt dieſer Saͤtze ſoll zunaͤchſt die Ableitung oder 


das Differential von x” beſtimmt werden. — Zu dem Ende 
nehme man das Differential des Productes fx-px nah $.5.b. 
Es war dlix-pgx)=fxdpx-+-yx-dfz. 


Dividirt man auf beiden Seiten mit fx-px, fo fommt 
diix:ox) df dpx „N 
= tn Tri — Es fei nun px felbft das Pro⸗ 
duct zweier gunctionen, deren Differentiale befannt find, und die 
mit v und w, fo wie fx mit u, zur Abkürzung bezeichnet wer⸗ 
den follen; fo folgt: 

du-v-w) du  d(v-w) du dv, dw 

vw UN vw ou +7,17 

Die in vorftehender Formel enthaltene Regel für die Bil: 
dung des Differentiald eines Productes gilt offenbar für eine be: 
liedige Anzahl von Zactoren. Sind diefe fammtlichen Factoren 
einander gleich, und ihre Anzahl n, fo erhält man 
du de + ern, mithin d(u)=nu"-!du. 

ft insbefondere u=x, fo ift das Dfcrentiel davon dx 


(oder die Ableitung iſt =1); mithin ift d(x") 


x 
n eine pofitive ganze 3 oder d(zx")==nx?-1.dx. 





—=n dx wenn 
x 


Es fei ferner — ein Bruch, Zähler p und Nenner q 


P 2 
ganze pofitioe Zahlen; man ſetze z=x1, Z=(rk)T; fo 
ergiebt fi der Werth 











z—ı 
k 9 

4 4 

ſolgt: Man ſetze xi=u, (+k)I=u+rh, fo wird, da 

k=ı$k—x=(u+h)!— u], 


—-u 1 22 — — : 


k — h h Zu 
Fuͤr k=0 mird aber auch h=0, mithin, dapımd q 


P__nP 
ganze pofitive Zahlen find, EZ — pur , 


q_n4 
(u+-h)'— u — qut!; folglich wird, fuͤr k=0, 


— — — — 


— r— P,_ 
2 —7__ mu tm .nd ' alſo 


P r_ | 
a) \.dx, oder dia)—=nı"idr 

Um ferner das Differential von x” zu finden, wo n wie⸗ 
der pofitiv, fege man für x”, z Nah 8.5. c. findet man 


hiervon das Differential, wenn man fx 1, ys=x", mithin 
dix=0, dys=nx"-!dx fest; woraus ſich ergiebt 
n n—1 
a —— )= N eb __n.x-it.de, 
Hieraus geht hervor, daß allgemein, der Eppoment n mag 
poſitiv oder negativ, ganz oder gebrochen fein, d(x")==nx"-Idx, 
dr) | 





oder die Ableitung ni iſt. 


Alſo: Die Ableitung von x” ift das Product des Exponen⸗ 
ten n in die (n—A)te Potenz von x. 


8. Mit Hülfe vorftehender Saͤtze kann man das Differen- 
tial (oder die Ableitung) jeder algebraifchen Function finden, 
d. h. diefelbe differentiiven. Es ſei z. y=la+bı)p, 
fo fege man a+-ber—z, y=z’; alddann wird dy—=pzP""dz, 
dz =bnx" "dx, folglich dy=pbn:-zP"’.x""'gx 
—pbn(a-Hbs")PIs"-1gx, — Andere, zum Theil etwas ver- _ 
wicheltere Beifpiele, wofür aber die im Borigen enthaltenen Re⸗ 
geln hinreichen, ſind: 





ln 
nn 13 
VIEH LE. NINE U, 
Vi+x? Vi—’ 
dx — — 
4x+-V ir?) 777 — 14x 2]. 
V14+x-+-V 1—x — | — 2dx 
V1+—-Vi-] VAr)(V 14— Vi)’ 
_ —dx __% . dx 
 Va-r)a- Vi) xt 52 Vi—x: 
I. Wenn der Quotient —— für k=0 einen 


befimmten Werth erhält; fo wird diefer die Ableitung von [x 


oder die zweite Ableitung von fx fein, und foll mit £’x’ bes 


zeichnet werden. Mon _hat alfo Br, oder dfx —f'x.dx. 


Um aber die Entftehung der zweiten Ableitung aus der urſpruͤng⸗ 
lichen Function fx anfchaulicher Darzuftellen, betrachte man zus 
nacht die Differenn Afx— (x-Ax) —fx. — Laͤßt man in 
derfelden x nochmals um Ax wachſen, fo erhäft fie eine Zu: 
nahme, welche ald Differenz einer Differenz,. oder zweite Diffe: 
ten mit AAfx, oder Fürzee mit A?fx bezeichnet werden kann. 
Diefe Zunahme ift offenbar: 

Ak [f(x+2Ax) - IG.AX)] - IIAx) — fx] 
oder A’fk=fx-+2Ax) — 2lı-H-Ax)-Hfx. 
Dividirt man A?fx mit (Ax)?, fo kommt: 


f(x-+2Ax)— f(x-FAx) _f@+Ax)— fx 
A 


(Ax)? —— — 
Indem nun die Differenz Ax nur in ihrem Verſchwinden bes 


trachtet wird, fo geht fie in das Differential dx über; damit 


; berwandelt fich der Zähler auf der rechten Seite in das Diffe: 


rential von Ex, und folglich der ganze Quotient auf der rechten 
Sein EPs. Dies iſt alfo der Werth, weichen der 


Y 
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Quotient Pen füe ein verfchtwindendes Ax Du Indem man 

aber A mit d vertaufcht, fann man n ihn duch TI bezeichnen, 
2 

ſo daß alſo tr, oder defs—f"xedar. 


Das Zeichen ddfx oder d?fx bezeichnet das Differential der 
zweiten Drdnung, oder das zweite Differential von fx, und 
fein Verhäftniß zu dx? ift die Ableitung von fx oder die 
jweite Ableitung von fx. Um alfo das zweite Differential von 
fx zu finden, braucht man nur das erfte Differential, d. i. 
dfx=fx.ds, fo zu differentiicen, al® ob dx auf der rechten 
Seite ein conftanter Factor wäre. Dadurch erhält man: 

ddfs=dfx-dx, und weil dlx=f'x-dx, 
ddfx—=d’fx=f'x.dx?. 
Hierbei ift angenommen, daf x als gleihmäfig wachfend ge: 
dacht wird; denn nur unter dieſer Borausfegung Fann man 
dx wie einen conftanten Kactor behandeln. — 

Nach derfelben Regel fortfahrend, erhält man das dritte 

Differential - d’fx—=df’x-dx?=f"x-dx?, oder die dritte Ab⸗ 








leitung a —f"z, und allgemein das nte Differential von 
fx, d’fx—f"x »dı", oder die nte Ableitung ee =fiy, — 


Deifpiel. Das erfte Differential von y=xı mar 
dy=nx"-!dx, Hieraus folgt weiter: 
diynIn—1).x. .dx?, Eyan .(n—1)-(n—2)-x"?dx?, 
u. ſ. f.; allgemein 

day—=n: (n—1)-(n—2) +“ (n—m-+1) x" + dım, 
Fuͤr das Zolgende wird eine Fürzere Bezeichnung der Eoefficien: 
ten in diefen Ableitungen nöthig fein, die hier fogleich bemerft 
twerden mag. Man bezeichne das Product aller pofitiven gans 
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jen Zahlen von 1 bis m mit em, fo, daß z. B. 3!:—=1.-2.3 
fü; und ſetze: ‚ 

n_ n-n—1__ 22 _ 

ru an It 
| nen—Ien—2en 3 

1: 2: 3.4.00 # 

n-n—1:n—2 + n— mi II , 
7 RE TER: PETER sh fo erhält man 
die Ableitungen von x” der Reihe nach, wie folgt: an. «x"-1; 
2!n,x°-?;, 3!n,xn-3; allgemein die mte Ableitung von 
x m!n x, — Man bemerfe zugleih, daß 
(m-ni —(1n- m)na, d. h. z. B. 3n3 —(-2)n iſt. — 





allgemein 


10. Wenn man die hoͤheren Ableitungen einer Function zu 
finden vermag, fo läßt ſich mit Huͤlfe derſelben die Zunahme 
x +-k)—fx, fir endlihe Werthe von k, auf eine fehr vor: 
theilhafte und bei vielen Unterfuchungen fogar unentbehrliche 
Weile ausdrücken. Um aber zu diefem Ausdrude zu gefangen, 
it folgender Satz nöthlg, der fich übrigens aus dem Begriffe 
einer Ableitung mit Leichtigkeit ergiebt: 


Wenn fx eine fterige Zunction ift, deren Ableitung fx für 
ale Werthe von x, die zwifchen den Grenzen x, und x, liegen 
(wo x, Pleiner ald x,, d. 5. die Differenz x, — x. pofitiv ift), 
Inter endliche, beftimmte Werthe von gleichen Zei: 


ben hat, fo hat der Quotient ze) nothtvendig das⸗ 
1 


ſelbe Zeichen, wie die Ableitung fx. — Es iſt nämlich ſchon 
im Anfange bemerft worden, daß ein pofitivee Werth von fx 
anzeigt, daß die Zunahmen von fx und x in demfelben Sinne 
geſchehen; ein negativer dagegen, daß beide in entgegengefehtem 
Sinne Statt finden. Wächft alfo x von x, bis x,, und bleibt 
Fr für alle zwiſchen diefen Grenzen befindlichen Werthe von x endlich 
md pofitio; fo wächft auch fx von fx, bis fx,, alfo ift fx größer 
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7 


[4 


als fx,, folglich find —— und fx beide zugleich pofitiv. 
I2 0 


Wenn aber fx überall zwiſchen den angegebenen Grenzen endlich 
und negativ ift, fo nimmt fx von fx, nach fx, hin fortwährend 
ab; alfo ift — negativ, fo wie fx es iſt. — 
j 0 
11. Run fei fx eine Function, deren Ableitungen bis zu 
jeder befiebigen (nten) endlihe Werthe haben und als befannt 
angefehen werden. Man febe x+k =z, alfo k=z—x und 
IcxHk)—fx _ fz — ix 
k 1—Xx =Q 
z=fs +Q(z--x) a). 
Der Quotient Q ift offenbar eine Function der beiden Größen 
x und z, die von einander völlig unabhängig find, weil k ganz 
willkuͤrlich iſt. Es ift daher geftattet, nur eine derfelben, naͤm⸗ 


mithin 


lich x, als veränderlich, die andere z aber als beftändig anzuſe⸗ 


ben, fo daß Q eine bloße Zunction von x if. Mit Hülfe der 
Regeln des 8.5. wird man im Stande fein, beliebige Ableitungen 


von Q nach x zu nehmen, d. h. diefelben durch die Ableitungen 


von fx auszudrüden. Um aber überfichtlihe Formeln zu erhals 
ten, und namentlich Brüche zu vermeiden, bediene man ſich der 
Gleichung a). Da naͤmlich fz—fx und Q(z—x) zwei ganz iden- 
tifche Sunctionen find, fo müffen auch Ihre Ableitungen, nah x 
genommen, während z als beftändig gefeßt wird, identifch fein. 


Diefe Meitungen find -Fx und? Da) Q; mithin if 
—fı= DL a-n)— —Q 


oder . gets -b). 
Wird diefer Werth von Q in die Gleichung a) gefebt, fo fommt : 
r=fx-+Hfı(z—x)+ Ra)! . c). 


> 17 
Rimmt man wieder die Ableitungen auf beiden ‚Seiten von: b), 
welche ebenfalls ganz identifch fein möffen, ſo kommt: 


dQO__ ⸗ m dO 
= st — (2—X) — Bo: oder 


N erı+ — d). 
2 , 
Diefee Werth von Fr in c) gefeßt, giebt 


fra )+ fx (u— —S— 7. e). \ 


4 


Wird von d) aufs Neue die Ableitung genommen und aus der: 
fo folgt: 





f +S an sa), 0 
weiher Werth in e) geſetzt, u 


(z- x) ‚(z—x)? „ 4 d’O (z—x)* 
+ ters. 


Man erfieht hieraus leicht, nach welcher Regel der Ausdruck für 
fz allgemein zu bilden if. Wird nämlich angenommen, daß 
re Han) fei, fo folgt daraus, ‚indem man 


dx» 


die folgende Ableitung nimmt‘: 





h=hk + fx —— 





N 


ar +2 a), 


al 





woraus die Allgemeingältigfeit der Annahme £ ſich ergiebt. Mit 


Hhlfe dieſer Formel folgt dann weiter: 
fx +22 fi Er -+f”x + 
eu, „FE 


„> Ps-— tr p! AT. 


R | 


Il — — — —— 
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denn wenn in dieſer Formel der obige Werth von ‚= geſetzt 


wird, ſo erhaͤlt man einen neuen Ausdruck für fz, der aber wie- 
der diefelbe Form Hat; mithin ift der vorftehende allgemein. 


12. Die Glieder diefes Ausdruckes für fz befolgen ein 
leicht faßliches Gefeg, von welchem nur das lebte, der Reft der 
Reihe, eine Ausnahme macht. Um den Ausdrud für denfelben 
beftimmter zu entwiceln, bilde man die Function 


in welcher C eine beliebige beftändige Größe if. Nimmt man 
die Ableitung von Yx, fo Fommt 


ys= Ki — Ger ern — — —R [z—x]", 


mithin, da I — — —— | var, 
px=[f*l(x) — (n+1)C][2z—x]". 

Es wird angenommen, daß die fämmtlichen Ableitungen f'x, fx, 
u. ſ. f. bis ſeri(x) an und zwifchen den Grenzen x und 
z=x-Hk nur endliche beftimmte Werthe haben. Es fei 
G der größte, K der Fleinfte Werth von fat!(x), ‚zwifchen die⸗ 
fen Grenzen... Set man, (n+1)C=G, fo wisd die Differenz 
f+rl(x)—G für alle zwifchen den angenommenen Grenzen be⸗ 
findlihen Werthe von x negativ fein, und da zugleih z—x für 
alle diefe Werthe von x (indem z unverändert bleibt) fein Zei⸗ 
chen nicht ändert; fo wird auch 9'x beftändig daffelbe Zeichen 
behalten. — Wird dagegen (n+1)C=K gefegt, fo wird 
fe+l(x)—K fortwährend pofitio fein, mithin @'x gleichfalls ein’ 
beftändiges, dem vorigen aber entgegengefegtes Zeichen 
haben. Daher wird, nach dem Sage $. 10. die Zunction 


— . entgegengefegte Zeichen erhalten, wenn man das eine 
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Hal in deihfelben C = das andere Mal - ſetzt. 





Da aber 2 0 iſt, fo folgt, daß — * unter dieſer doppelten An: 


nahme entgegengeſetzte Zeichen chi, mithin daß endlich die bei: 
den, diefen Annahmen entfpegchenden, oo von px, 
G_dQ un 
(H- dx) 2%) ” und (4-3 BE 
etzeueravrte Zeichen haben. Daher liegt die Groͤße 


+0 X. notfiwendig zwiſchen G und K, d.h. zwiſchen dem 


größten nd dem FPleinften Werthe von —R der ſich inners 
haeb der angenomntenen Grenzen befindet. Indem nun frr!(x) 
eine ftetige Function iſt, fo wird es zwiſchen x und z=ı4k 
wegen einen Werth x geben, für welchen genau 
erg — tl) wird, und dieſer Werth ſich ducch 
x+-ek reisen faffen, wenn unter -& eltie Groͤße verſtanden 
wird, die nicht außerhalb der Grenzen O und 1 fallen em! 


Daher erhält man Wr errirchy,” und zugleich, 











tt 








wenn man in der obigen Reihe ei fz, sk ftatt z und k ftatt 
z—x fchreibt: | 


f(x--k)= rl 7 ‚Pix ı+ s... he Pr 


n!. 4 De? | r 


45 —ES 
eine Reihe, welche immer gilt, wenn die AD amtlichen Ableitungen 
von fx, bis zur n-+1ten, für die Werthe x und x-Fk und alle 
zwiſchen ihnen: befindlichen, endlich und ſtetig find. — el 

Der Ausdruck für. den Reft der Reihe laͤßt ſich noch auf 
ine andere Art darftellen. Man bezeichne diefen Reft, der als 
eine Function von x detrachtet werden kann, in fo fern 2 un⸗ 
bderonderlich gedacht wird, mit Px, und ſetze demnach: 


/ 


I) 
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(.— 2 De (z— Ze 


—— KG sr pe ag +92. 


Die Zunction px hat ns de ahenſcheh dag fie für x—z 
verſchwindet, wie offenbar zu fehen if. Ferner wenn man von 
vorftehender Reihe die Ableitung nach x nimmt, dabei aber‘ z 
als unveränderlich anfieht, fo heben ſich Die Ableitungen von fx, 
bis auf eine, gegen einander auf, und. man erhält, mie eine ſehr 
leichte Rechnung lehrt: 


ee, 


woburch der Werth von ꝙx gegeben iſt. Weiter aber Hat ı man 
| 92 * Pat) Px+a—x)p (412 9)), 
wenn unter A. eine Zahl verſtanden wird, die nicht außerhalb der 
Grenzen. 0 und 1. liegen ann, eben fo. wie früher, 9; und da 
pı=V, fo erhält man: 
px=—(z—x)p (sn). 
Man fchreibe hät zur Abkuͤrzung 5 Ran a 
fi 0:00 pe—aeiip'y. . 2). 
Sent man aber in der Gleichung Dy Ha x, fo ergiebt ſich 


— = EM" fe+/(y);.. 


mithin aus 2) a en) 3) 


‚Run fege man k ſtatt z—x, alfo x+Hik ftatt y, und bemerke, daß 
— ift, 

fo folgt aus 3) De REN en) 

Ä welches der. neue Ausdrud des Keftes iſt. Demnach hat man: 

krk)=fshkfsh Enz ce - 


| enger 
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Wem ſich nachweifen läßt, daß einer der Beiden angegebenen 
Reſtausdruͤcke, nämlich 


—* — K+ek) oder —EEE 


mit wachſendem n ſich der Null näher, fo kann man fegen: 
x-H-k)=fx-+kf'x +, Pte Pix in inf., 
d.fman kann f(x-+-k) in eine Reihe nach Potenzen von k ent- 
wien, und die Summe der n erften Glieder der Reihe wird 
der ganzen Summe f(x-+-k) defto genauer gleih kommen, je 
größer mn genommen toird; oder die Reihe ift convergent. — 
Wenn insbefondere fx und deſſen fämmtliche Ableitungen für 
x=0 endliche Werthe behalten, welche durch fO, FO, f’O, u. ſ. f. 
bezeichnet werden, fo laͤßt fx in eine Reihe noch Potenzen von x 
entwickeln, indem man x==0 febt, und ftatt k, x ſchreibt, namlich: 


an (er). 


Die obige unendlihe Reihe für 'f(x-+-k) heißt die Taylorfche. 
Sie bedarf im Allgemeinen der Hinzufügung des Reſtes, deffen 
Ausdruck Lagrange gefunden hat. Die hier befolgte Herlei⸗ 
tung derfelben ift von Ampere, die des zweiten Reſt⸗Ausdru⸗ 
ded von Cauchy gegeben worden. Die Reihe ift für die ge- 
fommte Analyfis von der größten Wichtigkeit. — — 
13. Es fi K=x", ſo iſt Pxnw-i, allgemein 
Fx)=m! nnx®, (8. 9,); mithin erhält man nach dem 
Taylorſchen Sage, wenn der Reſt vorläufig durch BR angedeutet 
wird, folgende Reihe, welche die binomifche Reihe 9 genannt wird: 
x+kjfr=xr.n, x"Ik4-n.x"-2k? BETT ash k=+-R, 
In diefee Reihe werde fofort x—=1, geſetzt, und ftatt k, x ges 
ſotieben; fo bleiben die ſaͤmmtlichen Ableitungen von x", für 
x=1, offenbar endfiche beftimmte Größen, und es ergiebt fich: 
AFP —=14n tn’ nt ee aX HR. 


= xf0+ 0+- + P0+ 
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Der Reft kann entweder nach der erften, oder nad) der zweiten 
Formel ausgedräct werden. Die erfte giebt 

R=n „4(dFoxym—1 xu+l, 
die zweite =(m+N)2. (AP HAxR)e1 xm+l, 
(A—A)x__ 
Man fee ak > 
der zweite Ausdrud, indem man zuglid (m—m)n„ für 
m+l)narı fegt: | ' 

R=(n—m)n„u®-P. 

A-FAX\, U 
Nun iſt u=x(1 — 55) offenbar ein aͤchter Bruch, ſo lange 
x ein ſolcher iſt; und zwar liegt u immer zwifchen O und x, wel: _ 
hen Werth, jreifchenO und 1, A auch haben mag; alfo iſt der pofitive 
Werth des Reftes nothwendig Pleiner als der von (a—m)n„x=-P, 
wenn man x” für um ſchreibt. Man hat ferner 


u, und (AyAxd-Ix=P, fo wird 





m—m)n "== 


, (n—1)x , (n—2)x „-a)% ‚@-e—1)x, ‚(n—m)x . 
n 2 5 er 0 0. m 

In diefem Produete Fann zu immer fo angenommen werden, dag 
—— ä =-x(1-2), fo wit alle nachfolgende Factoren 
des Productes aͤchte Bruͤche werden; und die letzten dieſer Bruͤ⸗ 
che nähern ſich dem Werthe von x deſto mehr, je größer m ges 
nommen wird. Es fei daher v der größte unter den m—ur1 
aͤchten Brüchen von SZER dig en „abgeſehen 
von dem Zeichen derſelben; ſo iſt ihr Product, ebenfalls ohne 
Ruͤckſicht auf das Zeichen, kleiner als va—+l, und nähert ſich 
daher noch mehr, als diefe Potenz, mit wachfendem m der Null. 
Da nun P fortwährend, wie auch m machfe, eine endliche Größe 
bleibt, fo nähert fih das Product (n—m)n„x"+P mit wach: 
fendem m der Null; um fo mehr nähert fich alfo der Reſt R 


ee ER 1 u SEE EEE 
” 
1 
| B 
, - 
. . 


— —— - 





der Rull, oder die Reihe für (1-4-x)" convergiet, wenn fich 
x innerhalb der Grenzen 1 und —1 befindet. ' 


Anmerfung. Wenn n ein Bruch ift, fo ift (1 0 eine 
mehrdeutige Groͤße. Die vorſtehende Reihe giebt nur den einen 
Goſitiven) Werth, welcher Statt findet, in fo fern r—1 ge 


fegt wird. Vgl. 8. 25. Ä 


14. Wird der Ausdrud A— (1 +2)" nach dem bino⸗ 


miſchen Satze entwickelt, ſo findet man | 


_ 1 , m m-1/1\? m-m-1-m-2/4 2 
re) He) HR 


1\1 1 2\ 1 . 
He) ren 
Die vorftehende Reihe bricht nothmwendig ab, wenn ın eine poſi⸗ 
five ganze Zahl iſt. Iſt dieſe Zahl aber beträchtlich groß, ſo 
lift fih zeigen, daß man ſich dem Werthe von A beliebig ans 
nähen kann, wenn man nur eine hinceichende Anzahl (n) von 
Bliedern der Reihe, vom erften an, in Rechnung bringt; welche 
Anzahl n viel kleiner fein darf als m. Man fchreibe nämlich 
den weggelaffenen Reft R wie folgt: 


26) m 5 


n\ 1 n n-+1 1 
are) Et 
Da die Differenzen 12, 1-2, u. ſ. f. alle zwiſchen O und 
1 fiegen, fo iſt der vorftehende Reft ‚offenbar feiner, als der 
Verth, weichen man erhält, wenn man ftatt diefer Differenzen 
iberall 1 ſetzt. Daher ift auch um fo mehr 


4 1 4 
Realita tet | 


MM folglich, wenn man fich die geometeifche Progreſſion in den 


| — — — — — 


Kamern bis in das Unendliche fortgeſetzt denkt und fie ſum⸗ 
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mirt, fo findet man R<- I 


. Wenn nun die Zahl m ſehr 
groß gedacht wird, ſo kann n als beliebig klein, gegen m, ange- 
fehen werden; alſo naͤhern ſich mit zunehmendem m die Brüche 
1.2 ... 2 der Null, und folglich A der Summe: 


m m 
1,1 41 
De Fehler, Welcher begangen wird, wenn n der Werth von A, 


für m=o, Belt Summe gleichgefett wird, iſt pofitio und klei⸗ 


ner als En m n+1, nähert fih alſo mit twachfendem n der Null 


Daher erhält man, für ein unendlich großes m: 
4m 4 1 1,141 .. 
(+) el4H trat jnind 
Die Reihe rechts Hefert offenbar einen endlichen beftimmten Werth, 
der mit e bezeichnet wird; man findet leicht e=2,7182818-. 
fe m Feine ganze Zahl, fo fehreibe man m po flatt m, wo 
a ein pofitiver_ aͤchter Bruch und m tieder eine ganze Zahl iſt. 


Alsdenn liegt offenbar + zwiſchen F | und 


14-1; alfo (4 zwiſchen (1+2)" 


m-+-1’ 
‚ m+l " 1. 
(+5 =(14- il 
m-+i1 


beide Grenzen nähern ſich dem nämlichen Werthe e, mit wach: . 
fendem m; folglich nähert, fih auch 


(14-5) = (+1. —) (4 +) 


“ mit wachfendem m dem Werthe e. Alfo nähert fi immer A 
dem Werthe e, fobald m fehr groß ift. 


15. Entwickelt man ferner den Ausdruck (145) 
dem binomifchen Lehrſatze, fo kommt: 
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(+4)*- 


mk-mk-1/4\?._ mk-mk-1:mk-2/.1\?. . 
144497 (a)+7 7 3-3 (a) +“ 


1\k 1 2\k 
=14+(k-)5;+ G--)-)5i+ | 
zieht man auf beiden Seiten die Einheit ab, dividirt durch k, 
und feßt k==0, fo fommt 
a)“ 1 1 1 
-e1-.t- mtr” 
fir k=0. &e größer m wird, deſto genauer erhaͤlt man auf 





der rechten Seite 1, auf der linfen e ftatt (1+5)" ; alfo iſt 


—E 
m, für k=0. 


* x k__ e 
< le [’ 1 —=e* für k=0, alſo 








Nun ift 


ift er "die Ableitung von e*, oder d(e‘)=e*dx. Hieraus er: 


hält man zufolge der letten Reihe in 5 12.: 
e=in4+y 5) +H rat #R. 
Der Reſt iſt 
wachſendem n * ul (vgl. die Bemerfung über den Ausdruck 
- in $. 18.); d. h. die Reihe convergirt für jeden Werth von x. 





Entwichelt man den Ausdruck (+) nad dem binomiz 


(hen Lehrſatze, und ſetzt hierauf m unendlih groß; fo erhält 


man genau die nämliche Reihe, wie die vorftehende für eꝛ; das 
her ift (1+2) —er, für mo. 


16. Run fei e*=y, fo heißt xder Logarithmus von y, 


iur Grundzahl e, häufig auch der natürliche Kogarithmus, 
welcher durch Zog bezeichnet werden fol, fo daß, wenn y=e“, 


, und nähert fich offenbar, für jedes x, mit 





4— 
le — — —— —— ——— — — — — 20. = — 


| unendlich groß, fo wid 1— 


. . — —ꝰ——77 
—n —⸗—— 
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x=log-y iſt. Da ferner dyeꝛ dx, ſo iſt auch — logy; 
alfo dlogs—= = . Hierdurch erhält man die Ableitungen von log x 


1 2 3! 
der Reihe nach 1, m tz zu u. f. f, die nte 


an! 


Ay ; mithin, nach dem Taylorſchen Sate, wenn 


wieder der Ineite Ausdruck des Reſtes benugt wird: 
el] k kt ko ke 
url tg 
' — (A—A)2-1k» 
Bird x—1, k=x oefe, fo fommt, da log 1=0, 
x? (i— Damen 

bo rg —— 
In diefen Formeln bezeichnet A immer einen pofitiven Achten 
Bruch (oder auch O oder 1); aber Feinesweges dDenfelben in- 
beiden. Die Reihe convergict, fo fange x ein Achter Bruch ift. 
Es läßt ſich aber daraus eine Reihe für log x erhalten, die im⸗ 
mer convdergent gemacht werden kann. Naͤmlich man ſetze 
ı—y=, fo wird logı=mlogy, alſo | 


logı==m log (i--y—1)=m [r- 1 — Tr ]= — 
_ 492 492 
my-D]1-22°+ ———— ]- 


( In 


Es wird vorausgefegt, daß x pofitiv if. Nimmt man nun für 
. 3 


m eine ſehr hohe Potenz von 2, m=2", fo kann ya? 
durch nmmaliges Ausziehen der Quadratmwurzel aus x der Ein= 
beit, alfo y—1 der Null beligbig genähert werden, daher die 
vorftehende Reihe vafch convergiven muß. Denft man fi m 
1 0-4 ; 

5) + -— 3 1, indem 


y—1=0, und man erhält | 


“\ 


1 
log enden), | 
für en unendliched m. Oben war. gefunden Da 


wid x=log y, y=e* gejet, fo fommt y= (14783 & 3," 


Öbeeeinftimmend mit der Sormel logy=m ) die ſo 
eben gefunden worden iſt. Man hat alſo für e* und logx die 


beiden merkwuͤrdigen Ausdruͤcke: e* * 13 =) und 


1 . 
gexı= (ei), für m=o,, welche eine Vergleichung 
diefer Functionen mit den algebraifchen Functionen gewähren, 
indem fi, ihnen gemäß, e* als eine Potenz von unendlich gro⸗ 
fem, log x als eine Potenz von unendlich kleinem Erponenten 
betrachten laͤßt. 

Sehr brauchbare Reihen zur Berechnung der natuͤrlichen 
Logarithmen erhält man auf. folgende Weiſe. In der Reihe 
log (U+x)=x— 1x? p1x8 —1xt zu. ſchreibe man —x 
Ratt x, fo fommt dog A—)=—i— 4x? ir? —Ixt un; 
mithin durch Subtraction: | 


log Gar )*2 [3° FREE PER ↄ...]. 


Man ſetze 8 +, ſo wird x— 





k 
— und 


) 2 +: (2) +3 Hr) +) 


bga4k)=logz-H2 (+: — Hl) * } 


Ä Bird in diefer Reife z=1, k=1 gefett, fo kommt 
| los 22H’ HH He]; 
ft 22, k=1, fommt 
log 3=lbg 2 +2; +3 H)’+3 KHK; 








J 
\ 


für z—=4, kA, 

log 5=2 log 2+2 [HC P’-HHH'44)’+ ee]. 
Um von den natürlichen Logarithmen zu den, gewöhnlichen, de: 
ren Grundzahl 10 ift, überzugehen, berechne man 


. lognat W=lognat 2 + lognat 3= — 2,302585093 ... 


Man febe ferner M= = En r 10 = 043429448-, fo iſt all⸗ 
gemein logvulg x=—=M: -lognat x — Goll endlich die Fune⸗ 
tion a“ Differentitrt werden, in welcher a verfchieden von e, aber 
pofitiv ift, fo fege man eb=a, alfo blog a; dadurd 
wird a2 ebx, und dla)—d(e®")—erbdx—a loga-dx.— 


417. Um die Ableitungen der trigonometriſchen Functionen 
sin x und cos x zu finden, koͤnnte man ſich zwar der aus der 
Trigonometrie bekannten Eigenſchaften derſelben bedienen; da 
aber Hierdurch die Unterſuchung zum Theil auf geometriſche Be⸗ 
trachtungen gegründet werden würde, fo ift vorzuziehen, von den 
trigonometrifchen Kunctionen rein analytifhe Definitionen zu ges 
ben, nachher aser deren Lebereinftiimmung mit den befannten 
Eonftructionen nachzumeifen. Diefes Verfahren wird auch als 
DBeifpiel der Unterfuchung des Ganges einer Function dienen 
fönnen. — In der Reihe für e* (8. 15.) ſchreibe man xi ftatt x, mo 
i die pofitive imaginäre Einheit \ 1 bedeutet. Die auf diefe 
Weiſe entftehende Reihe wird fih, nach der Analogie, duch er 
bezeichnen laſſen, fo daß die Reihe als die Definition des Zeis 
end ei anzufehen if. Man Het alfo: 


392 39 
ri — + + —888 in inf., 








oder, weil i — 1, i s ——i, ter, u. ſ. f. 
x xt xs xt xt . - 
arten” in inf, 


ei 


u 2 5 7 9 
\ Hl Hra+ntn- .... in inf. |- 


> 
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Diefe Reihe zerfällt, wie man fieht, in zwei Theile, deren‘ erfter 
der Eofinus, der zweite, mit Weglaffung des Factors i, der Sir 
nus von x genannt mwerden fol. Demnach Be 


4 


Ss 08x 1 — + - J Hr .... in inf. 


\ 


x? x5 . . 
in inf., 


ein n-h+- 7 te Ho Yan — 
und eos x-pi sin x=e. 

Um in.der Kolge mit imaginären Erponenten rechnen zu können, 
fine x und y zwei beliebige veelle oder imaginäre Sedßen, und, 
nach der Deſinition, x 


xꝰ x® x" | 
e* —1 J 0060 + ... 
v1ty+.4 Tre oe 


Rultipficiet man diefe beiden Reihen in einander, fo kommt: 


(x-+-y)? GHV), „ein! 


Mei=i+&ty)tr +57 


Naͤmlich das allgemeine (nte) Glied des Productes —* ſich 
durch die Multiplication gleich 
sur yn—1 may + 2 ya-m y” 


td ti! „+= 
2 n! 
— —— yn— nyn4e+yr] 


... 


en Fr m! 
= ty). 


Da die Reihe, welche das Product e* »er angiebt, offenbar nichts 
Anderes ift, als e*+7; fo folgt dag er-e/—e+n, welde 
Regel der Multiplication’ alfo auch dann gilt, wenn die Expo⸗ 
nenten x und y imaginäre Größen find. — Hieraus ergiebt 
ſih dann weiter, wenn h eine reelle Groͤße bezeichnet, 
(ieh, x mag reell oder imaginär fein. 


18. Es foll zuerft bemwiefen werden, daß die obigen Reihen 
für sin x und cos x wirklich für jeden endlichen Werth von x 
einen beftimmten Werth haben, gegen den fie convergiren. - Zu 
dem Ende bemerfe man überhaupt folgenden Sat: Wenn die 
Zahlen a,, As, a3,an ſaͤmmtlich pofitiv find und jede fol- 
gende Fleiner al8 die vorhergehende, an aber mit wachfendem n 
fih der Null nähert, fo convergiet die Reihe 
Sa, a +as —a, +2, —a rer —(—Dran + ininf.; 

oder, mit anderen Worten, jede Reihe, welche abnehmende, der 
Null ſich nähernde Glieder mit abwechfelnden Zeichen hat, con⸗ 
vergirt. — Denn es fei R der Reft der Reihe, fo erhält man, 
wenn nm ungerade, 


R=(anrman+1)Flan+2—an+3)4 5, 
mofüe man auch fchreiben Fann: | — 

R= Aan— (Ani — An+2) — (a0+3— An+4)— .. 
In diefen beiden Ausdrücen für R find die in Klammern, ein: 
gefchloffenen Differenzen fämmtlich pofitiv; daher folgt aus dem 


erften, daß R pofitiv und aus dem zweiten, daß R Ffleiner iſt 


ald an. Da nun a, mit wachfendem n fich der Null nähern, 
fo nähert auch der Reſt R fih der Null, d. h. die Reihe 
convergirt. - ' 

Es fei ferner x eine beliebige‘ reelle Zahl, deren pofitiver 
Werth zmwifchen den ganzen Zahlen u und u-r1 liege; zugleich 
fein eine ganze pofitive Zahl und größer als u-r-1, fo iſt 


xa XXX x X. 


Do —. ..* 
n 123" uwvuHur"m 
Die Factoren dieſes Ausdrudes find, von 4 an, offenbar 
ächte abnehmende Brüche, deren Product defto näher an Null 
fommt, ‚je größer n genommen wird; folglich nähert. fich * 
mit wachſendem n der Null, wie groß auch x ſei. — 
Nimmt. man von den Reihen für sin x und cos x eine 


n 


/ 


31 


gewiſſe Anzahl von Gliedern, vom erſten an, ſo laſſen ſich die 
Reſte von beiden darſtellen durch die Formel 

xn xmt+2 FIRE. SU: xa-+f he 

aaa: t ininf. |, 

in welcher n für cosinus. gerade, für den sinus ungerade ift. 
Diefe Reihe hat immer abwechfelnde Zeichen, x mag pofitis oder 
negativ fein, und, wenn n groß genug genommen wird, auch 
abnehmende Glieder; fie convergirt mithin, und zwar nähert fich, 
nach dem Borhergehenden, ihre Summe R mit wachfendem n 
der Null, was zu bemeifen war. | 


19. Schreibt man in den Reihen für sin x und cos x, 
—x ftatt x, fo ergiebt fich 
cos (—-xX)=cos x, sin (—-)=—sin x; ' 
und da cos x-i sinx=e" war, fo ‚folgt, 
cos x—i sin s—e-i, Nimmt man von diefen beiden Glei⸗ 
chungen das Product, ſo kommt 
cos ?-+sin x? —=1. 
Hieraus ift zu fchließen, daß die Werthe von cos x und sin x 
für feinen teellen Werth von x die Grenzen +1 und —1 über: 
fchreiten Fönnen. — Multiplicirt man ferner die Steihungn: | 
cos xFi sin x=me 
cos y+i sin y=e! 
mit einander, fo folgt 
cos x cos y — sinx sin y Pi (cosx siny-+ sinx cos y) 
—ettri— cos (Fy) Hi sin(xFy); velche Gleichung, 
da’x und y, mithin auch die darin vorfommenden sinus und 
cosinus, ſaͤmmtlich reell find, nur dadurch beftehen kann, daß 
cos (x+y)=cosx cosy—sinx siny, 
. sin (s+-y)=sin x sin y-Fcosx siny. 
Denkt man fich in diefen Formeln y als eine beliebig Ffeine Zu⸗ 
nahme von x, fo erfieht man aus den Reihen, daß, je Fleiner y 
wird, defto näher cos y=i, sin y=y mird; mithin 





“ - 
o € 
\ 


oder: 


cos(s+-Y)=cos—y sin, und sin sHy)sin x--ycosx, 

welche Ausdrücde nur dazu dienen follen, um das ftetige Zu⸗ 

nehmen der Aunctionen sin x und.cos x augenfcheinlich zu ma⸗ 

hen. — Für y=0 wird offenbar 

cos (xF+y)— cos I__ ein 5, sin (x-F-y)—sinx_ 
y y 

alfo find — sinx und cosx die Ableitungen von cos x und 


=} c0S x; 


sin x, d. h. 


d(cos )=—sin x.dı; d(sin )=-+-cos x-dx. 
Hieraus folgt auch noch 


‚d(ed)=d(coss+Hisin)=(—sins-Fi cosx)dx 


==(i cosı-Hi? sinx)dx, 


d(e?)—=i(lcoss-Fisins)dx=ieN.dx; alſo d(e)=er-idz, 
wodurch die Regel der Differentiation der Exponentialgroͤße e* auch 
auf imaginäre Erponenten ausgedehnt wird, Aus dem Taplor: 
ſchen Satze ergeben ſich, mit Hülfe der höheren Ableitungen von 
sin x und cos x, die folgenden für jeden Werth von x und k 
convergirenden Reihen: 

4 


2 
sin(x-+-k)=sins-+kcosı — z sinx— T osx & sinx 


Hr C0OSX— —- Er sinx 7 cost ++ * sin(x-+-Ok), 
k? k?’ ‘ 
eos(s+k)=coss—keinx— z00sx-437si inx-}- cosx 
5 k® h” 
— sinz— sT cost 7 einst i cos(x+-@k), 
wenn man bei der Anten Potenz von k ftehen bleibt. — ers 
ner iſt zu erwähnen, daß 


exi + gi , exi — em. 
cs —.— MI 


wie aus den Zormeln coss-Hisin=e”, coss—isin—e-"i 
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fofort folgt. — Aus denfelben Formeln ergiebt fi ſich auch, wenn 
n eine ganze Zahl iſt, 

(cos sFisin =(e =eri— cosnı #isinnx,' 
alſo (cosx i sin x)" = cosnı-Fisinnx, 
und chen fo (cosx—isimx)"= com- i ein nx. 


Rent man bie Duotienten m: die Tangente, und F die 


Eontangente von x; fo dez 

cos x, 

sinx’ 

fo giebt die Differentiation, nah der Regel 8. 5. c. 


digx— cosxdsinx—sinxdcosx __ 6081? + sinx? | 
cos x? * cos x? 








t —— cotg x= 
BE EEE 


[4 





Br dx 
mithin er n 


dx . 
und eben fo eg 2 


2. Giebt man in den ae cos ta 


und inı=x— 27 dar der Zahl x belichige Werthe zwi⸗ 
ſchen O und 1; fo ſieht man leicht, daß ſowohl cosx als xin x 
pofitive aͤchte Brüche werden. Für x—=0' wird” cös a=t, 
sin 0; fuͤr 1 erhoͤlt man | [nn 
11107141 1 1 1.10 
slm1—z + dr kan 


woraus zu erfehen ft, daß auch cos 1 und sin 1 poſitlve Achte 
Brüche find. Ferner erhält man durch Gubtraction: 


wi-cos1i=, + (5 + + m). 
| G⸗ —R 


* iſt die/ Differenz sin 1m cos 4 pafktio, alſo ain 1. ardter 
eos 1. th 


N 





kr Tre un — 3 .X di’sm: u 1,8 FF —* 

Nun iſt die Ableitung von sin x, eos, zwiſchen 

den Grenzen 0, und 1 von .x beſtaͤndig poſitiv; daher wächft 
sin X ununterbrochen von O bis sin 1, indem x von U bie 1 





waͤchſt. Dagegen iſt die Ableitung von cos x, deies _ sinz, 


fo lange sin x poſitiv bleibt, beſtaͤndig negatio; mith hin nimmt 
cos x von.1 big cos 1 ununterbrochen ab, indem xvon 0’ bis 
4 wählt. Da ferner, wie bewiefen, sin 1>> cos 4 ir ſo folgt, 
daß es zwiſchen O und 1 einen, und nur einen Werth von x 
geben muß, für melchen.genau sinx—ycasx If. Man bezeichne 
dieſen Werth mit gs, ſo iſt Kos sinan, und weil, allge: 
mein cosxi-Fsinx® —1, fo ift 208 r=singa— +1 
indem Beide nothivendig poſitiv find. Aus den’ ‚allgemeinen 
Ausdruͤcken für cos Hy), einer) ergiebt ſich, wenn FJ 
geſetzt wird, num a .. 
| osx —c0sx? —sinx, sinx—2 sinx cos x. 
Daher findet man ost, stil; weiten. cds = —1, 
sinn=0; 0527 =1, sin2a=0. Vermoͤge diefer Werthe 


wird © cos n —-inx, ‚Bm (Anpr)cosx; “ 
para) = —sinz, sin(a4-x)= sinz;, ee 008%, 
sin (An-x)—sinx. 


Daher find sinx und 208.4 Brio de Zunctignen; 3 die 
Periode ft =2n; und ivenn m eine beliebige ganze pol oder 
neg.. Zahl, ſo iſt U 77 
cos Ana) ==C0SX, sin ut= =sinx ”. 


*) Wenn x unendlich groß gedacht wird, ſo hört sin x auf einen be⸗ 
ſtimmten Werth zu haben, und vkann. dann jeder beließigen Zahl zwiſchen 
1" und +1 .gletdy Veit "Eben An &ce x; "Deum:bolde Zumitichen" Tuben 
eigentlich nur von dem Reſte ab, welchen x durch 2rz dividirt, läßt, d. h. wenn 
Kreaie ig, (a>0_ und” < Pr), von «. Diefer Reſt « wird aber offen: 
bar gänzlich unbefimmt,- fobald x unendlich groß I. — Daher ift auch 


der Werth sun ei (Fiat kB; (EEE: fr x] Under 
ſtimmt. ron iu 


[LG 
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Ran findet fernen, cos An) (cosx— sinx)iV 2, ’ 
sin( ¶ -5) =(cosxrsinx)3V 2. Indem 'nun- x von O bie 
Ar waͤchſt, nimmt cos'x. von 1 bi8 4172 beftändig ab, sin x 


von 0 bis 412 beftändig zu; dabei bleibt die Differenz 


cos x— siri.x. immer pofitid; folglich bleiben fowohl cos(Ir-px) 
als auch sin(zrr4-x), indem x von O bis 47, alfo An-4-x | von 
In bis Are wächft, beftändig pofitiv, bis für Az der cosinus—=0 
und der sinus—1 wird. Daher bleibt die Ableitung von sinx, 
d.iL cos x, beftändig pofitio, und die von cos x, d. i. —sinx, 
beftändig negativ, fo lange x ſich zwifchen O und Ir befindet; 
und mithin waͤchſt sin x ununterbrochen von O bis 1, nimmt dage⸗ 
gen cosx ununterbrochen von 1 bis O ab, während x von 0 bis Ir 
wähft. Da ferner cos(An+x)= — sinx, sin(iart-x)== cosx; 
fo nimmt cosx von O bis —T, sinx von 1 bis O ab, indem x 
von Am bi ru wädift. Folglich nimmt cos 'x von 1 bis —1 
aminterbrochen ab, indem x von O bie m wächft. Dagegen 
nimmt sin x von —1 bie 44 ‚ununterbrochen zu, Indem x vom 

42 big -+-4ix# waͤchſt. 

Anmerkung. . Aus den: Formeln der $8;.19. 20. iaſen 
fi die übrigen teigonometrifchen Formeln leicht finden, wie z. B. 

cos 4r—s)=sin x, sin Gr—s)osx;' 

en! u. ſ. f., 

die als bekannt vorausgeſetzt werden, wenn ihrer auch hier nicht 
ausdruͤckliche Erwähnung geſchehen iſt. — 
. 21. Indem x von 47 bis +Irr waͤchſt, fo durchläuft 
die Function sin x beftändig wachſend alle Werthe von —1 bie 


+. Wenn folglih z eine beliebige Zahl zwifhen —1 und I ' 


ift, fo giebt e8 zwifchen — Zr und +4 eine, und immer nur 
eine Zahl x, welche fo befehäffen it, daß ain'x=—z. Diefe 
Zahl x heiße arcus (sinuss=z) oder kuͤrzer arc sinz. 
Wenn ferner x von V bit z waͤchſt, ſo nimmt dosx von4 bi 
—1 ununterbrocpen ab; bezeichnet alfo z eine beliebige Zahl zwi⸗ 
fh 1 und 1, fü gibt es immer "einen ein gen Werth von 
3 * 
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x, zwiſchen O und 7, für welchen cos x —7. Dieſer Werth 
von x heiße arcus (cosinus==rz) oder arc cos 2 .. 

Wenn x von —Irm bi „ir. wächft, : fo durchläuft die: 
Function tg x, indem fie fortwährend ftetig bleibt, alle Werthe 
von — oo bis co, und zwar beftändig wachfend, weil die Ab: 
leitung Sex _ beftändig pojitio iſt. aan folg⸗ 
lich z eine beliebige Zahl, fo giebt es zwiſchen — ir und ix 
eine einzige Zahl x, für welche ig-x==z mird. Diefe.Zahl x 
heiße arcus (tangens=r) oder arcigz. Endlich wen x 
von. O big zu wächft, fo durchläuft cotg x, überall ;ftetig blei⸗ 
bend, alle Werthe von co bis — co, und zwar beftändig ab: 
d coig x __ 

dx sin x? 
iſt. Iſt folglich z eine beliebige Zahl, fo giebt es zwiſchen 0 
und u eine einzige Zahl x, für welche cotg x=z. - Diefe Zahl 

heiße arcus (cotangens—=2z) oder arc coig 2. 


Wenn nun erſtens z=sinx, dz=cosx- ds; dabel x zwi⸗ 


ſchen — und +37; fo iſt cost 1-2, mithin 
dz U Bra 


nehmend, weil die Ableitung 





| negativ 


ea alfo, da x* arc sin zZ, J 
.dz f 
d TC sir — —— ⸗ 
(a na, — 
Wenn zweitens 'z==cosx, da=—sinxdx, x zwiſchen O 
— — — — —dz . 
und. Up fo. iſt sın =+V1-®, alfo k*5 
2. h. Haren gg 2 | J F 
ed er: 
Drittens, wenn aign, ur cos era 


dz 
fo folgt dealare tg 21) 7 


Viertens wenn a=oolgs, dı=— ix: "fo folgt 





sinx” 


N 


37 


dz . 
decken z 
Es jet a eine gegebene’ Zahl zwifchen 4 und +in; 
man verlangt alle Werthe von x, die der Gleichung sinx—isin.& 
genigen. — Stellt x irgend einen diefer Werthe vor, fo fe 


nr das ihm am nächften kommende VBielfahe‘ von 7e, alfo 


ı=nn+ß, B zwifhen —Ir und 4m. Alsdann if 


sin (nr+B)==cos nr »sin B=sin o. Iſt folglich m gerade, 
fo wird casnz==i, mithin sinB=sin«, alſo P=a 
HM aber m- ungerade, " ;coons—=—il, . fo wi 
-inB=sin (—P)=sin eo, alfo —B=o, B=—a, 
Doher find. alle möglichen Werthe von x in. den Formeln 
s=iır und x—=(2n-Hi1)r—o enthalten, in welchen 
n eine beliebige ganze Zahl ift. — J u 

Es fei:o Eine beliebige Zahl zwiſchen O und v; man ver: 
langt die fämmtlichen Auflöfungen der Gleichung cosx==cos a. 
Man ſetze x—=2nsf, 8 zwiſchen O und ru -gedacht; fo 
wird cos x cos On 39 cos (EP) cos B==cos a 
fein möffen, mithin B=«. Folglich find alle Werthe von x in 
der Kormel s—nr bo enthalten. 

Es fei x eine befiebige Zahl zwifhen — und Hr; matt 
verlangt alle Auflöfungen der Gleihung tex=tga. Man 
ſeze x=nn HB, 8 zwilhen — Im. und +37; fo wird 


tg ı=1g (nn +P)= is B=tga; folglich Po. Bader 


ft xs=—n7-Fro. 

Es fei @ eine befiebige Zah zwiſchen O und *; man ver⸗ 
langt x aus der Gleichung cotgxzmcatga. Man ſetze 
ı=n7-+ß, BP zwiſchen O und m, fo ift 


colsx=cotg (n+ P= cotg cotg a; daher B=au, 


und x=nn ha . 


N 
2; Es iſt noch übrig, den Werth von u zu finden. Zu 
den Ende foll jegt die Function arc tg x in eine Reihe entwi⸗ 
ddt werden. 


Es fi z=arcitgx, fo ift den. . Run ift x’-+-1, 


das Product der beiden Factoren Hi und x—i; Grab- 1); 
daher findet ſich: nn 
W dz__ A4_ 4.:,r A141 --- . — 


d« 14 Pe ker Zi a 


x 


Stimmt a Ableitungen bon J ſo ergiebt ſich leicht: 


d’z = + De 6 
Fi =al- 5 + am] =- Gr? 1; > 


CHILE) 
sale > + — 
und ſo fort; allgemein: | 
Zu ur ‚dz__ u A! GHr-G-Hr —* 

Br u \ 
Run ſete man gas —eæ 1=V 14? *sing, 
(die Groͤße VTX immer pofttis genommen); fo wird 
nn x+H=V1Hr?(coosp+i sin P), | 
alfo x+Hi)'= VIA) (cosnp+isinnp), (8. 19.)3 
desaleihen (z—i "—{V1-+3?)" (cosnp—isinnp); - 
folglich J =) sin.np. u 





Da ferner wir Fi — ee — (sin PD)", % erhält man 
E tan sinn «sin a 
dxn — 7 I 


Hieraus ergiebt fi ſich 


u 


arg ++ WR 2 Ki u 


+ sing? .k-sin2psing -S+sin3p sing’ — 


Pr 
Mu. ‘ 


sin dp sin.p* (ek AlrtsinnD singr- 
ger ga J 43 mr, ht: 
rn sind sing —— 
Dos letzte Glied ſtellt den Reft"der Reihe dar, in welcher ſtatt 
i, 1p ok, und mithin ſtatt p. eine andere Zahl, geſetzt werden 
muß die bio durch! ꝙ vezʒeichnet Eu ' 

Wird insbefondere x—0 gefegt, 1 ift-auch 2=arc tg 0: 0, 
md sing=i, cos p=0, "alle. — sin 29 =0, 
et ee 7 Augemein er ip, 
Ra A folglich, wenn Brei fett; und 
fir k, her ſchreibt; a | N I. - | 


a irn . 
16 

mg eh m. 3 N Br | 

NIEDER he hin en mer © 
\ +-Nr’sin ee 
wo der Werth bon p" — biſtimmt iR, da | 
&—VIrer —— Is — sin Pr. 
o ein pofitiver aͤchter Bruch. m 


‚ Vorfteherde: Reihe conbergiet immer, wenn x ein äcter. 
Bruch iftz wird x==1. ei fo-nähert fi ch zwar der Reſt, der 


ſich mwiſchen den Grenzen er befinden muß, ebenfalls der Null; 


+ 
die Gonvergen ift jedoch eine. Inge Tangfame. Man erhaͤlt in⸗ 
deſſen in dieſem Falle, da für 1, arc ti=ı=in wird, 


Pa Be an u —78 in inf. 





Um raſcher convergirende Reihen zu erhalten, muß man auf die 


Eigenſchaften der Functiönen tg x "und arc 5x zuruͤckgehen. 
&% ſeien u und v zwei aretus, jeder zwifchen — Ix und + 
enthalten, und ihre Sunitne ww werde =nr#w geföät, red: 
vebenfalls zwiſchen 37 und 57 liegen ſoll, fo daß H ent⸗ 
det +1, oder 0; oder 21 ri fo hat ı man vn 


. 21 . 10. 


ts (anw)=tg w=ig (u4-v)= u ulgv. 


Wenn alſo „Arc igı-+ arcig y=un-tarcigz iſt, 
fp.folgt = 
Ebenfalls wenn” arc fgx—arc igy=ur-tarc 183 ift, 
TI, 
ſo folgt ı= — | 
Run berechne man mit vuie der obigen Heiße den Bath von 
anc ig x 3. DB. für 13513; derfelbe ff A. Alſo ig Am}, 
ig 2A= 7 —— Da ferner tl; "fo fege man 
4 
2A—in=B, und e- ergitbt ſich Man berechne 
daher B=arcigt aus der, Reihe, und erhäft dann 
in—=2A—B, oder. m 
BE EC a I ger ae an 
-E3NV HN HN He 
Auf demfelben Wege’ fann man noch ſchneller convergirende Rei⸗ 
hen erhalten. Man berechne 3. DB.‘ A=arc tg‘ 4. wird 
Amt, IglAmmıy, 1g Amir. Es ſei BEAA— im, 
fo folgt. 1g Beeyiz, woraus Be=arctgks75) fi berechs 
nen läßt, Mithin findet ſich 
"A-ber=1i 10H) — Ach 3 
zu ar Ci PETER m en 
Bea erhält man den gefuchten Werth von nn 
. = 3,1415926535 u 





"Anm. "Die Gleichungen sin y)=sinz cos y+ cos x sin y 
UNd...cos(xY)—=cosx cos y—sinx siny , gelten bekannt⸗ 
lich von den in der Trigomomekcig vorkommenden sinus und 
cosinus; unabhängig bon der angenommenen Winfeleinheit, alfo 
eben fo wohl, wenn der Winfel.;x z. B,.in Graden, als wenn 
er duch das Längenverhältnig feines Kreisbogens zum Halb⸗ 


/ 








- .- — — - Su 7 En GE — — — a En 
G 
. ‘ 


meſer ausgedrückt wird, Man erhält aus ‚ihnen 


sinx-+-k)— sinx sink . 1—cosk. 
RT or SINX*— E e 











sink . sin 
= C08X*; — sınıxe 
K. 0... 


wi 1—cos k=%(sin 3k)? ·iſt. Wenn nun x und k Bes 
oenlängen,. für den Halbmeſſer —1 , bezeichnen, fo} wird 


el, für 1Sd, weil das Verhaltniß des Bogens jur 


— — — — — —— — — — — — — —— — — 


| 


Sehne ſich defto mehr der Einheit nuͤhert, je Heiner dee Bogen 
genommen wird. Unter diefer Vorausſetzung ergiebt fi) cos x 
als die Ableitung von sih x, Indem man in dem obigen Ausdrucke fuͤr 


mars, k=0 ſett. Auf dieſelbe Art folgt auch, 


daß —sinx die Ableitung don cos x iſt; und hieraus wird man, 
wie in F. 19. am Schluſſe, die Reihen für sin(x+-k) und 
cos(+k) mit Hülfe des Taplorfchen Gates finden. Sept 
man ferner in Diefen Reihen x—0 und ſchreibt x ftatt k, fo 
erhaͤt mau genau diejenigen Reihen für die trigonometrifchen 


- sinus und cosinus, von denen die obige analptifche Unterfuchung 


anging. Rofglich firmen. diefe Reihen‘ mit den trigonometri: 


ſchen Funckjonen sin x und cos x unter der Voraußſetzung volls 


Ründig zuſammen, daß bei den letzteren der Winkel . x nicht. 5. B. 
in Graden, fondern duch das Langenderhaͤltniß feines Bogens 
zum Halbmeſſen gemeſſen welde. ein oma 


8 ‚folk. jetzt, als Beiſpiel zur Uebung im Diff erenti⸗ 
ten, w ifferential dee Function‘ 


wer fx [gl dx] E. (arc tg 2)" 


Flucht. werden. (log bedeutet den natürlichen Logarithmus, zur 
deandjahl €.) „ Diefelde’ beſteht aus zwei Factoren, deren jeder 
bſnders ‚Bi behandeln J Man fee alſo 


o oo. | 
= [log ei ind Y=(areis tg 9* 1. 


r 15 > 2 


Um do zu finden; werde log a=en alſo —— 


geſetzt, ſo wird Far . 
dp=ereresinxg(u arc sin) - pfarcsin x- du-+rud (arcsinx)]. 
Ge it ber umeloglög her) nn 
Mn Jean: Wi gene 





. log x fi F — (dm: Trees 


— mithin MIST AN: 23 


EEE WEL FIG Arne j an Be HAT B/T CT) 

Jog. ee 5 
“? da — T 24: RICH Se: a AM 313 ’ Al 
285 Vi. dir wo 
Ferner ale): — und; co And 


er Be ER 

a J Ko er)ee. 
de — en 17* rs | 
. FT 


mithin... dy=— alaretg ar Im * m Das gfamupke 


Differential von K=p-Y% ft aber: di = Y ö od 
alſo erhaͤlt man: Ä EEE BURG 


3.* ' tı 


n—1 5 
dfis= [log derer (ereigt)” 


(er ‚2xarcsinx . zu ) arcte dx. 

TEFOTTTERO RE R “) a "e; . rt 

Einige Zufäge zur Theorte deu tsigenometrifehen 
Functionen. 


24. Eine beliebige Potenz von cos x "ober —* "Tape fich 
immer in eine Reihe enttvideln, welche nach den Coſinus oder Sir 
nus der Vielfachen von x fortgeht. Der Raum geftattet jedoch nicht, 
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diäecſe Entwickelung hier in voller Allgemeinheit zu geben, ſondern 
noͤthigt, dieſelbe auf poſitive ganze Exponenten zu beſchraͤnken. 
Es ſei demnach m eine pofitive ganze Zahl; man ſetze 


03 eo. 1 
cos x-Plsnx=u, cos — 
2 22 


Man hat ——9 mithin 


= 


ZU COX" = == u”-£m ‚un2. ·m um- 000 .— 
/ | 
jugleih aber auch, wenn man fchreibt 2 cosx=: 4 „tu; 


—E —⏑⏑—— — 


ya—2 
folafih durch Addition, weil un-k 2 coſsmx, 


cos 2 COsm<--m, cos (m—2)x-Fm, cos (m—Hr-r:« 
-Fn, cos (n- 2u3 + FM, cos(m—2)s-+cosumx; 
oder, wenn man die gleichen Glieder diefes Ausdruckes zuſam⸗ 
mennimmt: 
P-1c0osxı"—cosms-+-m, cos(m—2)x 
-+-m, cos(m—A)x + V. 
Das durch v bezeichnete ige Glied dieſes Ausdruckes iſt 


Meere -C0sx, wenn m ungerade ift; 
2 


mi, mt, 
29. 
dagegen { _ı. mal _ wenn erade ift. 
gegen iſt v 3m) "mm, ’ mg fi 


Daher erhält man 2coss?=cos2ı-H. 
4cosx? =cos3x-++-3 cosx. 
' Scosx' cos g cos 2x-r3. 
16 cosx? =cosdx-+-5c0s3x-+10cos x. 


uff. 


44 Ä . 
Schreibt man in der obigen Kormel für cosx®, In—x ftatt x, 
fo erhält man die Entwickelung von sinx“. Man fege zur 


Abkürzung m—2u==n, fo iſt cos n in—x)=sin sin mx, 


wenn n, mithin m, ungerade ift, Dagegen cosn(Ir—x) 
=00s% cosnx, wenn m gerade iſt. Alſo erhält man, wenn 


m ungerade ift: 


(m—2)7 
2 
(m— zeit 





⸗ * m’ 0 ⸗ 6 
2u—1sins"— sin — sinmx--m, sin sin (m—2)x-F .- 


2 





+mu,sin — sin (mu) “.. 


(m Qu 


mr, 
5 00sur sin - tft, fo kommt: 


oder, weil sin 
21 sin at 
sin En inmx-m sin (m-2)x+- ++ Ayın.sin (m-2u)x- | . 


Daher Asin = — sin3x+3sinz. 
16 sinx® =sindx—5 sindx-+-10 sin x. 
u. ſ. f. 
Auf ähnliche Weiſe erhaͤlt man, wenn m gerade ift, 
ul sn 


cos” cos mX-m, cos(m-2)x.+-+(-1)"m, cos(m-2u)x +]; 


Das legte Glied v ift 





2 "3 
Daher 2sin—=— cos2x-+-1. 
Ssinx'—= cos&x—4cos?x-+3. 
32 sinx® = — cos6x-+-6cos4x—15 cos2x-4-10, 


u. ſ. f 


26. Die Formel cosx-Fisins=e kann benutzt wer: 


den, um die nten Wurzeln der pofitiven ober negativen Einheit, 
d. h. die ſaͤmmtlichen Werthe des vieldeytigen Ausdruckes 
] 


(+=1)", mo n eine ganze pofitive Zahl, zu finden. Setzt man 


i 
nid ZH)", ſo wird zii, und es fommt 
mithin auf die Auflöfung der beiden Gleichungen z"+1=0 


' und 710 an. Sind die fammtlihen Wurzeln derfelben 


bekannt, fo erhält ı man damit auch bie Werthe des vieldeutigen 


Ausdruckes (= a)" ‚ in welchem a irgend eine pofitive Zahl, m 


und n aber zwei ganze Zahlen bedeuten, und nm immer pofitiv , 


J Denn man bezeichne den reellen poſitiven Werth von 
ar mit b, fo find die fämmtlihen Werthe des Ausdruckes 


ka)" in der Form best)” enthalten. — 

Um zuerft z-1=0 aufzuldfen, fege man z=cosx-Fisinx, 
fo wird, da nm eine pofitive ganze Zahl ift, Zr—=cosux-+isinnx. 
Soll nun 212 — 1 fein, ſo muß cosuı=—1, sinn, 
fo nıx—(2m-FH1)r gefekt werden; mithin „EnHln, und 


00, EmtUr, Zm+4)r 


—+isin ———— 2; woraus u —1 folgt. 


Sieht man in diefem Ausdrude der Zahl m alle Werthe 
von 0 bis n—1, fd erhält man fämmtliche n Wurzeln der vor: 
gelegten Gleichung z-1>=0; feßt man für m andere ganze 
Zahlen ein, fo erhält man immer nur diefelden Wurzeln wieder. 
Die Wurzeln laſſen ſich paarweiſe verbinden; naͤmlich wenn man 
in dem vorſtehenden Ausdrucke für 2, m mit n—m—1 ver⸗ 
tft, fo kommt eine zweite Wurzel 


cos n—2m—1)r +isin _ &n—n—tyr 
'nD BD... or. 


cos erur_ isin Zu-+iym . 
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Dieſe beiden Wurzeln geben zuſammen einen reellen bactor 
des zweiten Grades von zei, noͤmlich 


— cos —— 4 (sin Aut 


=2° — 727 cos 


——e—— 


Um nun die ſaͤmmtlichen reellen Factoren des zweiten Grades 
von z’r1 zu finden, feße.man für ın alle ganze pofitive Zah⸗ 
fen, für welche 2m-++-1 nicht größer als n wird. Iſt n unge 


rade, fo wird 2m-+1=n für m"; alsdann giebt e8 außer 


den reellen Factoren des zweiten Grades auch einen reellen Factor 
des erſten Grades (z+-1), weil für 2m+1=n, 


cos(F"- +1 JrHisin Zu+ n )r=o0n=- — 1 mir. 








Beiſpiele. | 
2 +1=(H1)(2’—22 cos 74 1} . 
2 4(22 - 22 cos +1) (27-22 cos = ) . 
2-41 =a4+1) (22% 00854 1)(2’ — 27 00: + 1)- 


2’ = (* —27 cos +1)(2° —27 a) 


Be (27—2 co +1). rc. 


Auf dieſelbe Weiſe findet man die Wurzeln von zn — 09 
Man ſetze 2 cos x--Fi sin x, J— æain; ſo. 


muß n=2nn, — fein. Die Durzeln ſind alſo älfe 


2m „2 "x 
von der Form: -z 22008 +is in ; und es ergeben 


fi ch wieder reelle Faciveen des zweiten Grades von der Form: 


— u — — _ en — Me P 


#7 

a a re "2anri tr, AP urn} ur —* 
2 rc cos —— i 

2 TE. 4.5 nu kan“ 3 heat 1er 


in n welcher Formel für m alle pofit tiye ganze. Zahlen zu ſetzen 
find, für welche "Om nicht größer als m wird. Iſt'n ungerade, 
ſo wird, fuͤr n0, z—1 ein einzelner reeller Factor; iſt n 
geade, fo erhäft man außer dieſem noch einen aweiten GN 
fir !n=n. 
| Beifpiefe. “* a“ ze m 
 J4=(z—IYVır1). W 
Heer) 
!AzGa-1I(e+H1X2?’+H). - a Ä 
1—(2— 7 ug 2#, fl ,;2_9. An N. 
1 | 1=( 1) (2 - "22. cos 5 +1) (2 2 087 +1) u 





Ale af“ .” 0 y-7j 
, 7-1=(z—1) art —2i cost ) 


A 


ER j \ u on (v2 a). ꝛc. 


ganze Zahl iſt nn 

| . . COS(AmNALRREPER,. sin mn reis, 

| ſo hat man na 6 u 

 - 0os(2ma+-x)-Hi sin (2.. 5) = —eE— == c08sx-Fisinx. 
Erweitert man daher den Begriff der Logarithmen fo, daß auch 
Imaginäre Epponenten von e ale Logarithmen betrachtet werden; 
fo if log (cösx-Hi sinx)—=(2wmrcHx)i. Folglich, wenn 

| = ir, m, NER 5 wird, ſo folgt ‚log H=Anni, 

. = (En Ic ICH VEELTERN.H Es fei a ‚eine 

ei poſi Eh B ihr reellen natüclicher Logarlthmus, 
ſe daß eb=a; alsdienn 1: aligeniein loga=#b-Fleg dr 
— log —EXEEEEEE 

——öäXYXYVEXVEIEE 

ı Rinfernee a und b zwei beliebige reelle Bone, ſor erhatrö man⸗ 


| 26,1.Da; coox i sinı=k en, und, wenn ı m ‚eine beliebige 
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den Logaritimus von &+bi auf folgendem Wege: Man fee 
den pofitiven Werth von Va” +b?=r, und fuche diejenige Zahl 


zwiſchen 0 und Zu, für welche 009; sinp=n, mithin 


9 wird; eine folche ift immer, aber nur einmal, zwiſchen 


den angegebenen Grenzen vorhanden; alsdann wird 
a+bi=r(cosp-Fising)==r.efi; 

folglich log(a-+bi)=log (r) + (2nr-+p)i; 
wo unter Zog(r) der reelte Werth zu verftehen ift. — &$ hat 
alfo jede beliebige reelle oder imaginäre Zahl z unendlich viele 
Logarithmen, d. h. es giebt unendlich viele Exponenten p zu e, 
welche, durch Reihenentwickelung der Potenz er die verlangte 
Zahl z geben. Unter diefen befindet fich aber nur in dem alle 
ein einziger reeller Feponent, wenn die Zehl z reell und por 
fitio if. — u 

Endlich da dle)=eridx, und log(cosx-Hisinx) 
=(Zms+r)i iſt; fo folgt 
de"): : I Ke69sHisinz)- 
ei T Tssıh sinx- ". 
woraus allgemein hergeleitet werden farm, daß das Differential 
eines imaginären Logarithmen eben op wie das eines vreellen 
gefunden. wird, — tn . F a 20.03 


d log (cos Hi. sin = id 


u Gone von mehreren veränderlichen. Grössen. 
"27. Wenn’ in einer Bunctiön zweier veraͤnderlicher Groͤßen 
x und y, kay), bie ‚eine.x um‘ k vermehrt wird, ſo entſteht 
die Zunahme Kay) Kay). ı 
Fudan: man fich :nus, den Wert) von .y unveränderlich- beußt, 


wird f(x,y) pls eine: Hifi Bunction von x zu beraten: bie 
und. den. Werth, welchen un u DEE 


Lahn iur 


fir k=0 echäkt, ftellt die ontielte Ableitung von f(x,y) 
nad x, dar, die mit (£) bezeichnet wird, wenn man zur Ab⸗ 
Eirung f ftatt ECx,y) ſetzt. 

Deögleichen, wenn x ungeändert bleibt ‚ y aber um h zu: 


nimmt, ergiebt fih die partielle Ableitung von nad y, 
als der Werth von 


IKsHh)— a) _ (UN an 
re 2 5) für h=0. 


Denn aber x um k, y und h zugleich wachſen, fo entfteht die 
Zunahme 16k, y+b)— f(,y). 


Es werde Icx-Hk,y-Hb)=fz,y-+b)-+kP gefegt, fo if klar, 
daß, für k=—=0O, P in die Ableitung. von f(x,y-+h) nach x, d.h. 


n (Set, übergeht. Ferner fei f(x, y-H-b)=f(x,y )+rbQ, 
fo wird, für 10, — 


Ran hat allgemein: 
f(x+k, y-+h)— fa,y)=kP-+hQ. 


' Wenn die ‚beiden Größen x und y von einander unabhängig find, 
ſo iſt auch das Verhältniß der Zunahmen h und k ganz till: 
| kulichʒ man bezeichne es mit q, ſo daß h=k- Kt fo wid 


164 y+b)— -Ix,y). 0. 


Seht man zugleich h=0, k=0, fo geht u q in das Verhaͤltniß 
der verſchwindenden Sunahmen von x und y, d. i. dy 


dx 
ie, und da zugehch p u. Q in. €) un, 10) übergeben, 


fo shäft man nn 
\ . 4 


Ks+k, HN) _ 604 (Er 
k dx dy/dr’ 


für k=0, h=0.:. Diefer Ausdruck iſt die volganrige Abtel 
tung von fix,y) Diefelbe iſt unbeſtimmt, ſo fange = = vier 


tich bleibt, wird aber beftimmt, wenn -y als eine Sumetion bo! 


x betrachtet wird, wovon dann er die Ableitung iſt. "Maı 


fönnte aber auch eben fo gut x als eine Kunction von y anſe 
ben, und wuͤrde dann, auf demſelben Wege, wie oben, erhalten 


f(x-+k, rem -h)— fx,y) =(7)+ (£ 2 für h=0, k=0 


Um dieſe weir zu vermeiden, fchreibt man fommetzifchee di 


Qifferentiale ftatt der Ableitungen. Nämlich die Differenz 


| fc X y4— f(x,y) 
geht für verſchwindende k und h in das voll ftänpige Dife 
rential dfx,y) von G,y) über, und man erhaͤlt 


" sp=($ rer. 1. Mi a 


Hier find (E) (2) )dy die ‚partiellen Differen: 
tiale von f nach x und y, und die Formel fpricht den Sat aus: 

Das vollftändige Differential einer Function von x und y 
ift die Summe ihrer partiellen Differentiale, — Man fieht leicht 
ein, daß diefer Sag auch für mehr als zwei veraͤnderliche Groͤ⸗ 
fen gilt. Z. B. wenn eine Function’ von drei veränderlichen 
Größen nz gegeben ift, fo hat man 


die z)&+(2 —X *( dz, u 


als Ausdruc des vouſtandigen Differentiales von f, durch du 
partiellen Diferentiale. — Der Beweis beruht ganz auf dem 
felben Gründen, wie bei zwei veränderlichen Größen. —.  - 


. Beifpiel., Es fe Key, eilt, 


- (emy r (z Hz n-1, J 
d=mx®-! y’dx-Knx@y”-Idy—xm-iya-Imy dns ay). 
38, Hiernach laſſen ſich die pavtiellen Ableitungen (oder 


auh die partiellen Differentiale) hoͤherer Ordnungen ' einer 
Function von mehreren Veraͤnderlichen finden. Man „bezeichnet 


duch F is diejenige ‚Sunetion, die gefunden wird, wenn man 


juerft die partielle Atetung von f nah x nimmt, d.h . (48), 


on al) 
und von Br die partlelle adiettuns nach —— a’ 

I dy d«dy 
Eben fo — Die Function, weiche ‚entfteht, wenn die part. 
Ahleitung nach x von (&) genommen wird. 


3.8. für f=xey® mar En mxm-! yPr woraus folgt 


der TOT grp u ih ur 
7 zu"n nk —mm—1.x0-2yn: 
kdy Fa TETBERE IT "= u sie 5 
‚ın 27 p v 

auch iſt Fan. .n—1ex yer' .. EN 7 J ». t oe 


zu bemerfen le er Te »d. h. daß es glelchviel 
iſt, ob man die "Ableitung zuerſt nach x und dann nach y, oder 
zuerſt nach y, dann nad x ‚nimmt, was fi) fo bemeifen läßt: 
Nah dem g 12. kann man ſetzen (ο); 
alſo, indem der Werth von y als unveraͤnderlich angeſehen. und 
wöleich zur Abkürzung kr gefegt wird, | 


dfx4-Oh, 
ic Denen dicreh,), 


4 * 





92 


two das Zeichen —— diejenige Function bedeutet, welche 


entſteht, wenn in der partiellen Ableitung =, ırek Pakt x 


gefebt wird. 
Verwandelt ſich nunmehr y in „’=y-+h, fo wird 


W, — E— — ————,,— —S— 


folglich if 
| I(xX',y —f(x,y ) _ f(x ,y ) = f(x,y ) 
k oo 





Q=: 
. direik,y‘) dits-Heky) 
_ ds. dx . 
— a 





| Ahr k==0 geht aber die Größe auf der rechten Seite äber in 


nn 


df(x,y)__ u an 
dx 
def 


und diefe wiederum für h—0, in Kay’ 


Daher ift u der Werth, welchen der Quotient Q für 


k=0 md h=0 ehält. Auf dieſelbe Art ergiebt ſich aber auch 


— —— ak, 
wo 4 ein pofitiver aͤchter Bruch; und 


46 er zur J 


J mithin wiederum 


ia = Kg N ay— 1 | 
Q=—— — 


‘ 








53. 


df(x',y+4,h) . Mlxy+kh) 


2 dy .. oo dy 

Ä NE 
Pr J — def— 
folglich fuͤr O, kl, O- Yu Daher iſt 
—* ebenfalls der Werth des Quotienten Q, für h==P, 


i=0; und folglich einerlei mit Kay 


Hieraus folgt weiter, - daß auch "ehe partielle Ableitungen 
höherer Ordnungen die Folge der Diffeeentiationen einerlei ift. 
d’E :d’f 
Denn es fü Kdy dy Pe — iQ folgt hieraus: 
49 de 
dy dxdy? dydıdy. :. 


Seht man fodann Fr Sp, ſo iſt 


daf X d? j | 
dio: dıdy? ydıdy ar’ dv = w mn 


2. Differentilgt man zum zweitenmale den Auedruch:. 


are | 


fo ergiebt fich das. zmeite Differential von ſ. Wird dabei x als 
mabhängig verändertiche Größe, und y als eine Function ders 
ſelben angeſehen (biefe Kunetion mag nun. gegeben fein oder nicht), 


ſo iſt * ebenfalle eine tancten ven 3, und um. bie höheren 
—* won: 


er le 


& 


zu finden, braucht man ‚diefen Ausdruck nur fo zu bifferentüren, 
al& ob dx conftant, mithin d’x==0 wäre. 
Unter diefer Borausfegung ‚Differentürt, giebt die Gleichung 


df= E)ax+(2 )dr 
die folgende: 


| d’f a 
INTER VERREE VORNE 
als vollfiändiges zweites Differential von f. R 

Wenn .aber. x und y heide. als Functionen ‚einer deit⸗ 
ten unabhängig veraͤnderlichen Größe, t ſollen angefehen wer⸗ 
den, wie es nicht felten der Fall iſt; fo darf man we⸗ 
der d’x nach d?y Null fegen, und erhält alfo in einem ſolchen 
Falle in dem Ausdrude für A°f noch ein Glied (£) d?x, wo: 
durch derfelbe ganz ſpmmetriſch wied. — rue un cn 


Beifpiel. Zür f=ı"y" war oben 
5 di—me-ı ꝓdi 4uxy de; 
daher vollſtaͤndig:“ 
— — — — te —,o —⏑ — —dxdy 
+n» .n—1- ym y’-2dy?-+-nx"y »-1d?y, 
oder Die Ay syPdischmn1-Jrdr°+Omaxydrdy 
-+n «n—1-x?dy’-+nx’yd?y], 
in welchem Ausdrucke 30 zu ſetzen iſt, wenn x als unabs 
hängig beränderfiipe Größe ‚betrachtet‘ wird. ee 


30. Wenn zwiſchen x und y eine Glichung MWebt, die 
durch fx,y)=0 bezeichnet werden mag, fo muß, indem x und. 
k, y und h zunehmen, zwifchen den verätiderten‘ x und y ebene 
falls die Gfeichung f(ix-+-k,y-+-h)=0 gelten; d. h. mit x muß 
auch y fich ändern, aber fo, daß f unverändert bfeibt. Hier: 
aus folgt, daß in diefem. Kalle: das Difeientiat von f Nuft fein 


muß; d. h. d=(f R —R 
und zwar fuͤr jeden beliebigen Werth von x und y. Diefe Gſei⸗ 
Kung dient Daher, um‘ das Verhäftniß 8*. oder die Ableitung 


von y nach x, auszudrücken. Ferner muß d’f—=0 fein, alfo, 
wenn man den Ausdruf für df bifferentiict ‚und d?x—0 feßt, 
d. h. x als unabhängig. veränderliche, fortwährend gleihmäßig 
wachſende Groͤße, und y als Function derſelben betrachtet, 
ſe kommt: 


= zer erl rt; 


welche Gleichung bin, um. mit Huͤlfe der vorigen die zweite Ab⸗ 
leitung von 5, d. i. = zu beſtimmen. Durch weitere Diffe⸗ 


rentlationen werden auf aͤhnliche Weiſe die hoͤheren Ableitungen 
von y nach x befttmint. "Menn aber x und’ y beibe als Functio⸗ 
nen einer dritten Größe t fo gegeben: ſind, daß ihre Husdrüce 
ber Gieichung G,y)O ‚genügen, fo darf bei‘ den Differentias 
tionen weder dx noch dy als beſtaͤndig, mithin Weder d’x noch 
ey Null gefeht werden; doch: muͤſſen die Gleichungen 
dlO, u 51% da’i=6, u. fr f. nt. 
fammtlich befriedigt werden, wenn man die Werthe der Ablei⸗ 


de ay dex“de 
tungen 7 ar j Ir. ,. 1 u f. fr welche, fh auf den Hubs 


trüsgen ‚für; x und * in. * ergeben, einfeßt. a 
| um ein Beifpief zu heben, fe 
, = amt =, 9 | 
fo fotgt durch Diferentition: u Ä u » B u 
(-a)dx +, =; te 
—A er 
witer: · re Ze 


be Ä | " 
* + IE. Ä 


In dieſer Gleichung iſt dr=0, wenn x als unabh. veränderk. 
Größe Betrachtet wird. —. : Man konn aber der porgelegtem 
Gleichung Senüge leiften, wenn man x—a=Acos t, y—b==Bsir t 
fett, woraus folgt: 

.„ dı=—Asint.dt, dy=B.costedt, 

| dr —Acost- di’, dey —Baint. die, 
Bei dieſer Annahme iſt t als unabhaͤngig betrachtet, alfa 
‚d’t==0 gefegt. Setzt man die vorftehenden Werthe fuͤr 
dx, dy, d’x, d?y in die obigen Gleichungen/ fo aͤberzeugt 
man ſich leicht, daß fie denfelben Genüge leiften. 

Anmerkung. Wenn man in irgend einem Ausdrucke, der 

Sie Höheren Differentiale von y, d. i. d’y, d’y,ufif. ent⸗ 
hält, während dax geſetzt ift, x nicht mehr als unahhängig 
betrachten, fondern eine andere unabhängige, Veraͤnderliche t ein⸗ 
fuͤhren will, von welcher x und y Functionen find, fo iſt ed leicht, 
den neuen Ausdrud aus dem vorigen fo zu erhalten, daß. men 
hernach, nur die Ableitungen von x und y.nadıt in. denfelden 
einfegen darf, um fofort feinen Werth zu haben., ‚Man darf 


d? 
fih nur erinnern, daß I das. Verbältuiß der Differentiale 


al und dx unter der Bedingung anzeigt, daß dx ais unperänber 
| lich angeſehen wird. Hebt man dieſe Vedmauna auf, ſo ſind dy, dx 


oder, wenn man lieber will, die ableitigen Zt, SE Fra Zi verönderiche Groͤ⸗ 


ßen, und der Quotient = muß daher nad der, ‚Regel N 5. © 
differentiirt werden. Man findet demnach 


‚a(3} 7)= ee, | und muß affo 


d’y dy ‚, dxd? y—dydix 
ftatt ur ſetzen En: 2) d. i. — —æ 


3 ; A 
eo... ’ 


| . Ä Br 
wo ober. dey links und xechttz gicht mehr diefelhe edeutung hat; 
namlich d’y links bezieht ſich auf die Be Ableitung von y nad x; 5 


rechts aber iſt ed der Bühler von. =, N g. es bezieht fi ſi 8 auf 
die zweite Ableitung von y nach 9* Sonin man u all bie x. 
leitungen, und wicht Die Dißferentiale, ſo u ; 
dx diy -dy' a’ 
dy_ da — ri di, 
dx 


® a2 


Ban ſicht, deß de Kuttride dadurch fehe on aarze verleren 
und daß es bequemer iſt, die Differentiale su freißen, wenn 
- man nur Die feehmatige Vveracinn derſelden gehorig beachtet. 


Man ſindet weiter wii d =) und indem ı man fr 


1 feinen enen 2 Bi ur u zn, 
I ⸗ A er dxd’y—dydtz 2) 


e x . 
N Ce ; r * 
0 “. « 











* 
„ap dir — 

> on: dx RN . ar a ) 
unse oben a. DE PETE 

= af 

= ie ren dry a any | J 
Indem man nun akt di fra non Ay * dx , 
erhaͤlt man: ur ν νν 

dif ‘4? F 

4 —__ dr? 
d = + Eee dy’ PR 


x BET ad dyare)_ 


Ä Sitte man aber die Giedung u + Sy ſogleich. 
volſtaͤndig, auch in Bezug auf · x Serie fo 8*— man erhalten: 








Diet Rimme, in 5 de: nit dem Borken, wie. fin muß, 
“a dy. a # 

ie, Bel ag ar 

beffee, von vorn herein, —* MW —— il, ie Aus 

dräde dadurch an eynnmi gewir ten. 








ch 
31. Man kann ie ie rip Eyp=d.nit ihrer Ablei⸗ 








tung U A. beliebia verinben, 
ge ji 
igshgfonpert ‚Deine Sonftante a vor⸗ 


femme, fo ig- hegoeſchafft, und eine 
Gleichung juifgen & x y —*X werden, der die vorgelegte 


Gleichung f(x, y, JO immer Senke el, welcher Wer 
aud der ee beigefegt werden, mag. 
Es ſei z.B. ax, ſo wird dy—atx, mithin xdy=ydx, 
eine Differentlarptei@ung, „Ne Imtrr-Sefeht, wen y 
dem x proportioniet iſt @8 felny?—2axEx?—a?, ſo folgt: 
ydy—adx-Hxdx=0 oder ydyandemady:. ı ı 
Wird mit Huͤlft dieſes tAuddeycket at'dug. der. urſpruͤnglichen 
Gleichung —* Wafſt, to. Fommt die Dfffeventiafgletchling: J 
a Read, J 
oder, nach Potenzen von dy geordnet: 
aka? — 


Dieſe Gleichung Lie! in. pa ä Ei vom jweiten Grade. 


ſo wie dien vorige Differeskiakifiihung vom erfien Grade war. 
Beide enthalten aber nun die erfte Ableitung von y uud x, und 
mid‘ deshalb von ierftes; Hebung. — BEE 

Wermutelſt ho, höheren: ‚Mpfeitungen -Taun man mehrere 











| 
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Conſtanten wegſchaffen, wenn ſolche In weni gegebenen Gleichung 
vorhanden find. Es ſei z. B. ya -., ſo wird 
dy=(ae‘—be dx, : 

d?y==(ae'-+be—Jdx?, "ober d?’y==ydx?, 

eine Differentialgleichung - zweiter Ordnung (zugleich Ir Hn⸗ 

för uf die hoͤchte Ableitung ZZ, vom. Jeſten oenen us 
wacer die Conſtan m a und: b beſde wetſchwunden N. 

32 ende: iſt no, iu erwaͤhnen — daß die —— — 


Function zweier Veroͤnderlicher ſich auf aͤhnliche Weife aach Po⸗ 
tenzen der Zunaßınen-k und hvon'x · utid 7 xn wickelalaßt/ 


wie hoe einer Function von x nach Potenzen von x⸗Geſchehen u 


Man ſetze zur Abkürzung f(x,y)=u, f(x, yFA)=u',' fo ieh 
nah dem Taplorfchen Sate, wenn man den Reft blos durch r 
andeutet: 


win ode, et. 32. 
ka da — p deu G 
—— ———— Fre la re wre 
du ‚h?d’w. hr.deur _: 
derner aber iſt ‘= = z 3 wir + aldptın Fr 
da‘ day h? d’u „br. dern Ä 
==. er dy —8 n! de ıdyı rrar 
afgemeln: = en N 
. s' "ani | y hm an CA oe: 


are — + + 1 ae 3 
Dede diefe Wethe um u, 38 F ‚wi it f. ehigefegt,; und gef 
og geordnet, fo folgt: * * * | Um . j Be J 
du. k’d’u x d’u open 
hyl=urkz dx." 2 er dx? I7tr" " 


+ Bean u Der 


b’dau kb? deu 
+7: + —* 
he deu 


+71 at 


Das allgemeine Glied diefes Ausdruckes, von der Ordnung nF, 


fbe R6.durh S(Aran Zuge) Prrihnen, ſo verkanden 


daß für m und m allg pofitiven ganzen Zahlen, mit Einſchluß 


von Null, zu feßen find, welche eine unveränderliche Summe. 
nem · geben. Muh für den Reft läßt ich ein aͤhnlicher Aus 


druck angeben, wie bei der Entwickelung von fx-+-k), der jedoch 
‚bier :übergangen werden fol. — Kine ähnliche Keihenentwiches 
lung findet.aud bei Functionen von hi eis zwei her anderli⸗ 
der: Erbſen Sa... ” 


.errYy 
[ER 


tr befonderg ausgezeichneter Werte 
einer Function. — 


B. Diejenigen Werthe von x, für welche fx Null, oder uns 
endlich groß pird, ſindet man durch die Aufidſung ber Gleichun⸗ 


gen. ſæ0, = Außer ihnen muß- man aber auch, bei der 


Unterſuchung des Ganges einer Funetion, auf folche Werthe ad: 
ten, für welche die Ableitungen fx, f'z, u. f. fr Null oder uns 
endlich groß werden, In dent letzteren Balle verkiert die Tay⸗ 
lorſche Reihe ihre Gültigkeit. Wehn jedoch 3. B. f”x unendlich 
wird-fün se, fr, (x, f'x aber für -gle-Werthe--von.x zwi⸗ 
fhen den Grenzen a und b, zwiſchen welchen «and ak 
liegen, endlich und. IE find, ſo kann man Immer noch 
ſetzen: . 
Kork karte; 


nun darf die Entwickeleng nicht bis auf Die dritte Ableitung aus⸗ 
gedehnt werden, weil, nach der Annahme, fa unendlich iſt. 


+‘ 


Ä 01 

Wenn nim die Ableitung fx, für x=a, Null iſt, fe zejgt 
dies an, daB die Function fx, während x :von dem Werihe mw 
aus im Wachfen gedacht wird, fich in einem augenblicklichen Stille 
ſtande befindet, indem die Ableitung fx, oder das Maaß der ver⸗ 
aͤndirlihen Stärke, mit welcher fx wächft, während x gleichmaͤ⸗ 
Big wicht, für x—a, Null if. Hat zugleich Fa einen endli⸗ 
Gen, von Null verfchiedenen Werth, fo ift, indem fa verſ chwindet, 


ko+k)=fe-+f(o-+6k) und f(a—k)z ze), 





(© und A zwifchen O und +1). 

Nun kann k fo Elein genommen werden, daß die Werthe 
f(a+ek) und f"(a—Ak) dem Werthe fa beliebig nahe kom⸗ 
men, alfo beide gleiche Zeichen mit f"« erhalten. Alsdann ha⸗ 
ben auch die Unterfchiede Llar-k)— la und fla—k)—fa mit 
einander und mit f'« gleiche Zeichen. Iſt diefes Zeichen pofitio, 
fo it fa kleiner als Ka--k) und lla—k); ift ed aber negativ, 
fo ift fa_größer ald f(u-k) und f(amk) — 

Wenn demnach fo Null, und f’« endlich und verſchieden 
von Null ift, fo ift der Werth von fa entweder größer als die 
ihm zu beiden Seiten benachbarten Werthe von fx, oder klei⸗ 
ner, je nachdem der Werth von f"@ negativ oder pofitio 
iſ. In dem erften Zalle findet, indem x als wachfend gedacht 
wird, ein Uebergang der Function aus dem Wachſen in das 
Anehmen, d. 5. ein Marimum, in dem zweiten ein Uebergang 
ans dem Abnehmen in das Wachfen, ebenfalls bei wachſ enden 
1, d. h. ein Minimum Statt. | 


Wenn aber-mit fa zugleich f’a Null wird, f"« Aber einen 
endlichen Werth hät, der ner Nult if, fo fommt: 


Kark)—te= 5, —E , 
Ko) tem, f"(&—Ak). en 
dem deher k hiabeichend klein genommen wich, Ma va 


Pak). ud Flak) gleiche Zeichen erhalten, fo erhal⸗ 
ten die beiden Differenzen auf der linken Seite entgegengefekti 
Zeichen; baher ‚findet weder ein Maximum noch ein. Minimum, 
fondern nur ein augenblidlichee Stillſtand der Function: Shati; 
nad welchem die Function zu wachſen ober abzunehmen fort 
fährt, wie vorher. 

Fernet wenn mit fa, f'a zugleich F”a verfchtwindet, dage— 
gen frYa endlih und von Null verfchieden ift, fo wird 


f(o4k )—fo=3;f7(0-}-0k) 


4 
f(a—k)—fa =, fi(a—1k); 


e8 erhalten daher, fobald k hinreichend klein genommen wird, 
die Differenzen f(o--k)—la und IKa—k)—fa wieder gleiche 
Zeichen; daher findet wiederum für x—a ein Marimum oder 
Minimum von fx Statt, je nachdem fı7a negativ oder pos 
ſitiv if. 

Auf dieſe Weiſe gelangt man zu dem algemeinen Schluſſe: 
Wenn für einen Werth a von x eine ungerade Anzahl der 
Ableitungen von fx, von der erften an, gleichzeitig verfchtwinden, 
alfo fa=—0, a0, f"a=0, · .- fe Ka)=0 wird, die fols 
gende Ableitung f?°(o) aber einen endlichen, von Null ver 
ſchiedenen Werth Hat; fo ift der Werth von fa ein Marlmum 
oder ein Minim., je nachdem. f22(a) negativ od. poſitiv iſt. 


Wenn aber für sa eine gerade Anzahl: von Ableitungen 
von fa an verfchiwinden, fo daß die erſte der nicht mehr vers 
ſchwindenden von ungerader. Drdnung. ift, fo findet zwar ei 
augenblicklicher Stillſtand der Function , aber kein Wechſel ve 
Abs und Zunahme Statt. 


Beifpiele. Es fei ii —=uMa—x), fo wird fi—a— 2x 
für x=4a, ferner fx—=—2; folglich erhäft für =;2 
Function —— größten Werth tar. -.. 





—LDVVE— ——— End 
et. J Bene rtrlgr]: | 


an Ings-H1=0, aiſo ———— ſewird 1x0, 
Vinet zugleich fs endlich und. pofi tiv. dolglich finde, 


22e21 


fr = (e==3 ‚1182818, 1 —0,9678796) ein Mininmm dee 


—* Statt, deſſen Werth etwa 08022006 iſt. 

Es ſei k=l(a—x)?, fix Za—x)?;:.1 zu Ha), 
12ba; fo wird, für za, fasıd, f’ammO, f"a.aber nicht 
Il; hier iſt alſo ein Stillſtand der Function, die fonft fortz, 
alba, mit wachſendem x, abnimmt, wie sehon daraus: erhefs 
le daß der Werth von fix für: jedes x negativ iſt, mährend zu⸗ 
geld die Function offenbar immer ſtetig bleibt. 9 

#4; Wenn die Ableitung fx, fuͤt x a, " einen‘ unendlich 
stehen Derth erhält, ſo muß Mar die Beſchaffenheit der Fam) 
onen ik und Fa, in der Naͤhe des Werrhes sad, :unierfal 
Ge. Die Ableitung -Fx kann z. B. fauͤr zezak, . ch 
| anbered:. Zeichen haben, : als” für- ‚xaza-fk,' fo Tanyeuk 
Mr ſehr kleine Groͤße⸗iſt.Alsdann wird die Zunction: fe). wenn 
MB: von kamaskdiE zu X waͤchſt, Vox abe 
men, oder umgekehrt; es wird hilfe bei ned. ein: Wechſeb zwi⸗ 
ſhen Ab⸗ und Zunahme, d. h. ein Maximum“ vder Minimum; 
Statt finden. Dies iſt ; DB, wenn k= G—b)}, mithin 
mach) 3 Rdn Kalt fuͤr ch, wo Pieid wird. 
Die Ableitung iſt· negativ, fo lange x<b, und wird pofitiv, . 
wenn x>b wird; Die. Function geht alfo aus dem Abnehmen 
indas Wachſen über, und der Werth ſx—k für x b tft ein Mi⸗ 
nimum. Dieſer Uebergang iſt aber nicht, wie in den Faͤllen des 
3, mit einem auganblilfiichen Stillſtande verbunden. — In 
wen Fällen: toechfeit. die· Ableitung £x ihr Zeichen nit, ia⸗ 
Ru fie imendlich witds:}.®. für. Iex-b)* wich 
LEE TORER Sue 75 für x==b unendlich groß. Hier iſt b-der 
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Werth, bei welchem die Aunction fx abbricht, d. h. aus dem 
Reellen in das Imaginaͤre uͤbergeht. — Im Allgemeinen iſt 
die Taylorſche Reihe nicht anwendbar, ſobald die Werthe der 
Ableitungen unendlich groß werden, d. h. die Zunahme f(x--k)—fx 
laͤßt ſich, fuͤr ſolche Werthe von x, nicht mehe nad) ganzen Potenzen 


von kentwickeln. So giebt fx= =(x—b)? für x=b, fx-Fk)-fi=k?; 
welche Korm offenbar mit derjenigen ber Taylorfchen Reihe unverträgs 
lich iſt. Es fei noch x—V a?—a?, fo wird f52200 für zuma; 
feßt man nun x—=a—k, fo fommt f(a—k)—=Vk-V2a—k, 
welcher Werth ſich nicht nach garıjen Potenzen von k entwickeln läßt. 
Es mag hier auch bemerkt. werden, daß bei manchen Fun⸗ 
etionen Unterbrechungen der Stetigkeit vorkommen, :wähtend bie 
Ableitungen derfelben immer endlich und ftetig find. Dahin ges 
hört die Gumtion arc tg 1, deren Ableitung (—; 5) be⸗ 
ſtaͤndig endlich und negativ. iſt, und welche alſo, fo lange 
fie. fetig: bleibt, beſtaͤndig abnehmen muß. Sie wird aber 
Null fir sem md für sr, Bei näherer Be 
teachtung findet man leicht, daß fie, Indem x durch Mull geht, 
wicht ftetig bleibt, fondern. plöglich von dem Werthe — zu 
dem Wertbe Ir gelangt. _Diefe Function nimmt alſo, indem 
x von — bis O waͤchſt, von O bis — , hierauf aber, wäh: 
rend x non O bis wi von ri⸗ bis O, beſtaͤndig ab. 
1 





_. 
z genauer, be⸗ 
* 


3 gebracht ift, fo fieht 


man, daß diefelbe, für x=0, die —* erhaͤlt, wodurch ſich 


dee Werth x—0, als ein ſolcher, dee nähere Unterſuchung er⸗ 
fordert, ‚hinreichend Fund giebt.  Weberhaupt. wird der Werth von 
Hz) für x=a Immer näher zu unterſuchen fein, wenn der 


venahie man inbefen ihre Ableituns 








vor fie noch auf die einfachere Gorm. 2 


& 


Werth a ein folcherr st, für ‚welchen die Function fx unendlich 
wird, oder überhaupt ‚eine befondere Abtoeichung Ihres Ganges 
darbietet. 

35. Oft erfcheint der Werth einer Function in unbeftimm: 
ter dorm, ungeachtet ein beftimmter, Werth wirklich Statt ‚finz 


det, So wird ee Für k=0,;5 3; der Werth aber 


it, wie befannt, die olitung fx. — Es ſeien px und x 
zwei Functionen ‚ die für x=5a beide ‚zugleich -verfchwinden, fo 


wird Ihe Quotient‘. eye für za, Um den- Werth in 
finden, welchen y far xz=a erhält, ſetze man y vxyyx⸗ und 
achme die Ableitung, diefer Gleichung, fo kommt, 


Toy yi=gr, 
mithin, für x==a, aa oder seh ; deh. herr 
von 27, fir xtr a, wenn ya und Wa zugleich verſchwinden, iſt 
der Quotient: aus den Werthen ber bleiungen P% mid: px, 
fexı=a. Es ſei z. B. „zZ, fo wird y- 2 für 


ı=1r; nimmt man aber die Ableitungen, fo ift die des Zaͤh⸗ | 
lers =—1, die des Nenners =—sinn—=—l, für x—;7, alſo 
—— 72 fo it J 


_n2 
dee Werth von y, für x=a, Per ZoM a, 


di. unendlich groß, wenn nicht a==0 if. * ap aber wird 


sin .?) 2xcos(x?) 


— xcos(x’) 0 


fie x=0; alfo aufs Neue unbeftimmt. 


, 3 
Man muß daher auf den Quotienten ae 


ux Fe 
wicder die obige Regel anwenden, oder den Werth I uchen. 
* 
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2.008 (x")—4r? sin(x?} 








Derfelbe ergiebt ſich. gleich für x—0, 
alfo gleich. 2; d. J it — für s=0. — Es 
ſei noch y-*t , fo wird *8 Für x=0; der siätge 
Weit aber ift yoga gb. — im den Werth von 

J J J u y- BC . Br 


er zu finden, 'muß mon: end Ginteeinander die Ab⸗ 
feitungen. nehmen, worauf man ver erhalt. Fa 
Diefe Regel gilt jedoch nur dann, wenn einigen Ablei⸗ 
tungen von @x und Vx, welche den Werth des Quotienten * 
nicht mehr —3 geben, nicht wieder auf andere Weife einen un⸗ 
beftimmten: Werth liefern, 5. 2. =: ‚Su, einem ſolchen ‚Selle, 


wo, twie.befannt, Pk), Wk) ſich Ride nach Potenzen 
von k entwickeln laſſen, muß man eine andere Form der Ent⸗ 


wideluns ſuchen, um den uotlenten a | für xa, zu echal- 


tem. Es fei i B. = —Vxa’_a8, Ve, fo wird 
=#=} für x=a, während 9a "und ia unendlich wer: 
den.: Man erhält aber. | 
pla-jk)=Vk -V2a+k, a — 
alſo —— 47 V22+k 


var Vk ER FERER 


Alſo if Veze a für ya 


=0, für k=0. 


YA 

, 
Iſt ¶wiſchen x: und. y, eine Gleichung Mean 2 50277 . 
folgt durch Differentiirung derfelben: 


Ef " . 
+: dy=b0.;:- he “ ui, ln, 


4‘ 


Werden nun, für einen beftimmten Werth von x, und einen ent . _ 


ie u —0ses —ñ— â—— — 


de" ar 
fpeedpenden von y, die partiellen Apleitungen ge} und *F yo 


zugleich Null; ſo bieibt Dad Berhatiniß * unbefkinnet. Ri 


| rentiirt man aber zum zum zweitenmole— indem ‘ld 0 

fett, fo fommt | a N 

at der dir 8 
Erg Tray „ dy? lan=o. 

Für die in Rede fehenben Werthe von’ x und 5 wird aber 


Fl “ Fommt die quabratifche Gleichung: 





e .⸗ 3 
. 35 


—ã ligap > ‘dy gef ti 2 un 


Pay arg 4 Por 
wonach © 2 einen. doppelten Werth erhaͤlt. FE em dien 
IA Ze Bee BLUE BGE u Bee: 1) Zee DEE Bel Bra TE FT: 


Gleichung den erth ‚pon. dy 00 och aoeſtiunt laͤßt, Al muß 
man zu den Gliedern höherer Drdnung, fortgehen, oder auch, 
nach Umſtaͤnden, andere Formen den; Entwilckelung ook“ 
f(x-+-k, +b) ſuchen, wenn die Taylorſche Reihe unzuläffig ift. 
ah 

Beiſpiel. Es ſel EN E eE I" 
Dur) Differentifven"echäft man wi VE a 77 m 

tdi), | F 

— ten, 

oder Hay dyH+y® ad) , Br 


Far x—=0, wird *0 alfo"z "= u 


weiter, fo, eomratı. Pe a 3 L ET TEE u iv u rn 4 
x . , 5 #* r 


Diferentirt man über 
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EHI RHaNdy’Hixydedy Ä 
+(y?-+3x?—a*)dx?==0, 


alfo, für x=0, y=0, dy’—di?—0, +1 


“ Ein Werth von fx kann ud unter anderen Formen 
ats © verſieckt fein, z. B. 0:0, 2 ee &©°, 0% u. del, und muß 


Ban, durch geeignete Transformationen, Entwickelung in Rei⸗ 

hen, oder auf anderem Wege ermittelt werden, worüber fich nicht 

wohl allgemeine Regeln geben laſſen. 3. B. das Product 

xlogx wird O-co für x=0; fein Werth ift aber in diefem Falle 

Null... Denn man “ lgx=—ı, x=e, fo ift 
— 7 


x log 1* u T NERE"T EEE 
A+2+7 art 


ein Quotient, der far 2 c, offenbar Null wird. — Der Werth 
von 0° iſt nicht immer gleich 4. Allerdings if xx 1 für 


ı_ 
x==0; dagegen ift z. B. x" ee, für jeden Werth von x, 
alſo auch für x=0, wo die Formel in 0° übergeht. In der 


hat fann. man ſeten 0° =0t-1==01 .0-1 = alfo iſt 0° 


eben fo unbeftimmt als 3 

37. Far die Anwendung ſind Diejenigen größten oder Plein- 
fien Werthe von ſx, von denen in $. 33. gehandelt worden, die 
twichtigften. Häufig ift die Function, von welcher ein folcher 
Werth gefucht wird, unter der Form f(x,y) gegeben, d. h. von . 
zwei veraͤnderlichen Groͤßen x und y abhängig, zwifchen welchen 
aber eine Gleichung 6,5) 0 befteht. In ſolchen Fällen kann 
man zwar y mit Hülfe der Gleichung 9==0 aus L eliminiren, und 


allsdann nach $. 33. verfahren; man kann aber auch, um zu finz 





den, ob ein Maximum oder Minimum vorhanden ift, ohne Aufs 





loͤſung der Gleichung 9==0, das Diſferntiat | 
dir df nd 
fegen, penn, man —58 beruckſ chtigt, daß, auch 


dp dp 
ds dt,‘ dy=0 


D d= 


lin maß. Euiminirt man fodanı 2 , fo kommmt \ 


— 1 y 5 dx od 
welche Gleichung, verbunden. mit: 9==0, die gefuchten Werthe 
von x und y liefern muß: — Um zu entſcheiden, ob dieſelben 
wirklich größte oder kleinſte Werthe find, muß man die zweiten 
Ableitungen entwickeln; nicht: felten aber iſt es fchon aus der Na⸗ 
tue der Aufgabe Flar, daß ein Marimum oder Minimum. vor: 
handen fein muß, und in folchen Faͤllen Fann man die Entwicke⸗ 
kung der Ableitungen zweiter Ordnung unterloflen. 


Beifpiel. In einer Ebene iſt ein Winkel y und ein Punct 
gegeben; man foll durch den Punet eine gerade Linie fo ziehen, 
daß das zwifchen den Schenkeln des Winkels befindliche Städ 
derſelben moͤglichſt klein ſei. 

Man nehme den Scheitel des Winkels » zum Anfange, 
und feine Schenkel zu Agen der Eoordinaten, und nenne x und 
y die Stücke, welche die gefuchte Gerade von den Schenken ab⸗ 
ſchneidet. Es feien ferner a, b die Eoordinaten des gegebenen’ 
Punctess fo wird: die Gleichung der gefuchten Geraden fein: 


„r,=1 (wo u, v di laufenden Coord. find), und, da für 
ua, v==b werden muß, damit. die Linie durch den gegebenen 
dunct gehe, + —, oder ay+-Iı=ıy. berner erhaͤit 


man für die Länge 1 des abgefchnittenen Stuͤckes: 
Px’pytdycosp.: 2:0 


h’d’u  kh? d’u 
+7 3yıtım Bat 
8 Ian .. . 
+ u 
Das allgemeine Gfied diefes Ausdrudes, von ber Ordnung nF, 
Abe fih.dun Syn Zngre) Sarnen, fo verkanden, 
daß für m und m alle pofitiven ganzen Zahlen, mit Einſchluß 
von Null, zu fegen find, welche eine unveränderlihe Summe. 
nr geben. Auch für den Reft laͤßt ſich ein ähnlicher Aus- 
druck angeben, wie bei der Entwickelung von fCx-4-k), der jedoch 
‚bier :übergangen werden fol. — ine ähnliche Reihenentwicke⸗ 
lung findet auch bei Functionen bon wer als wei peroͤnderli⸗ 
au Erehen. Stat Zr 13: 


27 
ai 


Unterfuchung beſonders ausgezeichneter Werthe 
einer Function. : en 


B, Diejenigen Werthe von x fie welche fx Null, oder uns 
endlich groß pird, findet man durch die Auflöfung dee Gleichun⸗ 


gen, {x:>0, 0. Außer ihnen muß · man aber auch, bei der 


Unterfuchung des Ganges einer Zunetion, auf folche Werthe ach 
ten, für welche die Ableitungen fx, £’x, u. ſ. fs Null oder uns 
endlich groß werden. In dem letzteren Falle verliert die Tay⸗ 
lorſche Reihe ihre Guͤltigkeit. Wenn jedoch z. B. f”x unendlich 
wird fuͤrr sen, fr, fx, fs aber fuͤr alle Werthe von x zwi⸗ 
ſchen den Grenzen a und b, zwiſchen weichen «and ak 
liegen, endlich und fein find, ſo kann man Immer noch 
feßen: N 
Korea Ära; 


nuc darf’ die Entwickelung nicht bis auf die dritte Ableitung aus⸗ 
gedehnt werden, weil, nach der Annahme, fa unendlich iſt. 


Qi 

Wenn nim die Ableitung fx, für x==a, Null ift,; fe zejgt 
dies an, dab die Sunction fx, während x von dem Werthe a 
aus im Wachſen gedacht wird, fich in einem augenblicklächen Stils 
ſtande befindet, indem die Ableitung fx, oder das Maaß der ver⸗ 
anderlihen Stärfe, mit welcher fx wächft, während x gleichmaͤ⸗ 
fig wich, für x—o, Null fe Hat zugleich F’a einen endils 
Gen, von Null verſchiedenen Werth, fo ift, Indem fo — 


—E—— "(«-}-8k) und ffa—k) + ft BR, 


(© und A zwiſchen O und -H). 

Nun kann k fo Flein genommen werden, daß die Werthe 
(0k) und f"(a—Ak) dem Werthe f’a beliebig nahe kom⸗ 
men, alfo beide gleiche Zeichen mit f"« erhalten. Alsdann has 
ben auch die Unterfchiede fla-Fk)—la und la—k)—fa mit 
einander und mit fa gleiche Zeichen. Iſt diefes Zeichen pofitio, 
fo if fa kleiner ald Ka--k) und fla—k); ift es aber negativ, 
fo it fa_größer als Ka-4-k) und f(a—k) n 

Wenn demnach fa Null, und f"« endlich und verfchleden 
von Null ift, fo ift der Werth von fa entweder größer als die 
ihm zu beiden Seiten benachbarten Werthe von fx, oder klei⸗ 
ner, je nachdem der Werth von f"a negativ oder poſitiv 
iſ. In dem erften Kalle findet, indem x als wachfend gedacht 
wird, ein Webergang der Function aus dem Wachfen in das 
Abnehmen, d. h. ein Marimum, in dem ziveiten ein Uebergang 


aus dem Abnehmen in das Wachfen, ebenfalls bei wahl enden 


1, d. 5 ein Minimum ‚Statt. 


Wenn aber-mit fa zugleich f"a Null wird, f"« Aber einen 
endlichen Werth hat, der * Null iſt, ſo kommt: 


—X& e "(0-4-66), 
Ka) lei: 51 "(a ik). 
Indem daher k hinveichend klein gewommen wird, fr daß | 


XeHek): md Flak) gleiche Zeichen erhalten, fo erhal⸗ 
ten die. beiden Differenzen auf der Iinfen Seite" entgegengefente 
Zeichen; daher ‚findet weder ein Maximum noch ein. Minimum, 
‚ fordern nur ein augenblicklicher Stillſtand der Function: Statt, 
nach. welchem bie Function zu wachen oder abzunehmen fo 
faͤhrt, wie vorher. 


Ferner wenn mit Fa, k'a zugleich F"& verfchwindet, dage: 
gen- Ta, endlich und von Null verfchieden ift, fo wid 


fa+-k)—fa=246'"(a-4-0k) = 


Kate Hab) J 
es erhalten daher, ſobald x hinreichend klein genommen wird, 
die Differenzen Ko-k)— fe und MKa—k)—fa wieder gleiche 
Zeichen; daher findet wiederum für x—e. ein Marimum oder 
Minimum von fx Statt, je nachdem fYa negativ. oder po⸗ 
| fi tiv ift. 

- Auf dieſe Weiſe gelangt man zu dem algemeinen Scluſe: 
Wenn für einen. Werth « von x eine ungerade Anzahl der 
Ableitungen von fx, von der erften an,- ‚gleichzeitig verſchwinden, 
alſo fa—0, a0, fro -, ·. Pr Ka)=0 wird, die fol 
gende Ableitung —X aber einen endlichen, von Null ver⸗ 
ſchiedenen Werth hat; fo iſt der Werth von fa ein Marimum 
oder ein Minim., je nachdem ſũ) negativ od. pofitio ift. 


Wenn aber für «a eine gerade Anzahl von Ableitungen 
von fe an verſchwinden, fo daß die.erfte der nicht mehr ver: 
ſchwindenden von ungergber, Drdnung ift, fo findet zwar ein 
augenblickliher Stillftand der Sunction, aber fein Wechfel der 
Abs und Zunahme Statt, : 1 Be 


Beifpiele. Es ſei k=xa—r), fo wird fı=a—ı—0 
für s=3a, ferner fx 2; folglih erhält für x—ia die 
Auction ſce xſa ⸗x) iihren größten Werth ta. ar, 


& fe — 7 —— — are 
— =]; Urli]: =. F 
Ent man  logx-H1=0, alfo serie! * ford 1x0, 


und gfenbar zugleich fix endlich und. pofi tiv. Folglich finde, 
für. Pe (e=, T1S2818, 1 .0,9678796) ein. Minimum der 
Suntion.x* Statt, deſſen Werth etwa 06922006 if. - - - 
Es fü R=la—x)’, freue 3x), Sam Hay); 
Frhr; fo wird, für za, fat, fa, fa aber nid 
Ruf; hier iſt alſo ein Stillſtand der Kunction,; die fonft fortz, 
während, mit wachfenden x, abnimmt, wie schon daraus erhefs 
kt, daß der Werth; von fx für: jedes x. negativ iſt, mährend zu⸗ 
gleich Die Bunction offenbar Immer ftetig bleibt. en 
34. Wenn die Ableitung fs, für 'x— a, nen unendlich 
geohen Werth erhält, fo muß Man die Beſchaffenheit der Fai⸗ 
etionen fx: und fx, in der Naͤhe des Woethes sale; unserfwl 
chen. Die Ableitung -Fx kann 8. für sezak, : ch 
anderes. Zeichen haben, :al8. für- ‚xuzanpk,'.:fo Tanyeuk 
ee ſehr kleine Groͤße iſt.Alsdann wird die Functivn fx, . wenn 
RB. von Ihbis za waͤchſt, von tie abneh⸗ 
mer, oder umgekehrt; es wird (hilfe bei wu. ein: Wechſel zwi⸗ 
fen Ab⸗ und Zunahme, d. h. ein Maximum vdee Minimum7 
Statt finden. Die ft 5 B, wenn k= G—b)?, mithin 
fa Krb) 3 iſt/ den Kalt: für sch, ee Pie wird. 
Die Ableitung Ift negativ, fo lange x<b, und wird pofitiv, . 
wenn x->b wird; die Function geht alfo aus dem Abnehmen 
in das Wachfen über, und der Werth ſx—0 für x— b it ein Mi⸗ 
nimum. Dieſer Uebergang iſt aber nicht, wie in den Faͤllen des 
. B. mit einem augenÖilfiichen Stillſtande verbunden. — In 
deren Fällen: wechſelt, die Ableitung fix ihr Zeichen nicht ns 
den fie: ümendlich witdz J. B. fuͤr —EE——— — wird 
pe fie ch unendlich groß. Hier iſt ber 
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Werth, bei welches .bie Function fx abbricht, d. h. aus.:dem 
Reellen in das Imagihtaͤre uͤbergeht. — Im Allgemeinen iſt 
die Taylorſche Reihe nicht anwendbar, ſobald die Werthe der 
Apleitungen unendlich groß werden, d. h. die Zunahme f(x--kK)—ix 
läßt fi, für folche Werthe von x, nicht mehr nach ganzen Potenjen 


von kentwickeln. So giebt fx= («—b)? für x=b, &-Fk) ak; 


welche Form offenbar mit derjenigen der Taylorſchen Reihe unverträßs 


lich if. Es ſei noch kV a? —a?, fo wird fi für aa; 
feßt man-nun x=a—k, fo fommt fa—k)=V/k-V 2a, 
welcher Werth fich nicht nach-ganjen Potenzen von k entwickeln laͤßt. 

Es mag hier auch bemerkt. werden, daß bei manchen Fun⸗ 
etionen Unterbrechungen der Stetigkeit vorkommen, während bie 
Ableitungen. derfelben immer endlich und ftetig find. Dahin ges 
hort die Gunction are 48 2, deren Ableitung (—; a be 
ſtaͤndig endlich und negativ. if, und welche alfo, fo lange 
fie. ftetig: bleibt, beſtaͤndig abnehmen muß. . Sie wird aber 
Null fr x —o md für sro, Bei näherer Be 
teachtung findet man leicht, daß fie, indem x durch Null acht, 





wicht .ftetig bleibt, fondern. plöglich von dem Werthe — Ir zu 


dem Wertbe Mir gelangt. _ Diefe Function nimmt alſo, indem 
x. bon. — bis O waͤchſt, von. O bis — Ar, hierauf aber, wäh; 


rend x von O bis cn waͤchſt, von A-4= bi O, beſtaͤndig ab. 
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. 





‚ . Betrachtet man indeffen ihre Ableitung genauer, be: 


- . . 14 


vor ſie noch auf die einfachere Zorm T = z 


man, daß dieſelbe, für «0, die gorm 2 erhält, wodurch ſich 


dee Werth x==0, als ein ſolcher, der. nähere Unterſuchung er⸗ 
fordert, hinreichend Fund giebt. . Ueberhaupt wird der Werth von 
5) für x=a immer, näher zu unterfychen fein, wenn der 


—t gebracht iſt, fo fi eht 


— 


— — ———— — — — — — — — — — ———————— — — 


2 


Werth a ein ſolcher Mk, für welchen die Function fx unendlich 
wird, oder überhaupt eine befondere Abtoeichung ihres Ganges 
darbietet. 

35. Oft erfcheint der Werth einer Function in unbeftimms 
ter Form, ungeachtet ein beftimmter, Werth wirklich Statt ‚fin 


det. So wird nz für k= ‚35 der Werth aber 
it, wie befannt, die leitung fx. — Es ſeien px und x 
zwei Functionen, die für x=>a beide ‚zugleich - verfchwinden, fo 
wird ihr Quotient —— Um den. Werth zu 
finden, welchen y für x==a erhält, fee man y+ Yxz=gpz,iund 
nehme die Ableitung, ‚Diefer Gleichung, fo ‚Fommt, u 
ST eyx+y Vx 9 % 

mithin, für x==a, yyaz=ga oder ah ; NW Ber ent 
von 27, für Xtra, wenn pa und a zugleich verfehwinden,: iſt 
der Quotient: aus den Werthen Der e Bleitungen * und Wx, 
für a. Es ſei B. „2 fo wid y=! für 


sr; nimmt man aber die — ſo iſt die des Zaͤh⸗ 
ltd =—1, die des Nenner =—sinn—=—1, für x x ivx, alfo 


y=1 der richtige Werth, Es fi y= sin KT —a7) fo iſt 


4— cos(x—a)” 


—n3 
der Werth von y, für x=a, * nz * —3 


di unendlich groß, wenn nicht a0 ift. 6% ap aber wird 
sin(x?) _2xcos(x?) j 


fie 0; alſo aufs Neue unbeftimmt. IX cos 
Man muß daher auf den Quotienten — 


wieder Die obige Regel anwenden, ober den Werch I a fuchen. _ 
5 
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Da nun 
dy dv d’y_d’v 
| dc dr’ wei 
sein fol, fo ergiebt ſich aus der € Vergleichung der vorſtehenden 
Formeln, daß auch 
dv_dy d’v_ d’y de“ 
dd aaa’ A Tee 
fein muß, wenn eine Berührung nter Ordnung Statt finden folt. 
Um daher die Conftanten in der Gleichung f(u,v)—0 der Eurve 
B fo zu beftimmen, daß B mit A in dem Puncte x;y eine Bes 
rührung nter Ordnung habe, darf man nur u mit x, v mit y 
vertaufchen, und die entftehende Gleichung f(x,y)=0 nmal dif: 
ferentiiren, indem man x und y als Functionen von t betrach⸗ 


2 ?y 
tet, hierauf aber fuͤr die Ableitungen *, =, 7 ‚3 ‚uff 


die Werthe zu ſetzen, welche ſich aus den Gleichungen der Curve 
A, x=pt, YS Vt, ergeben. u 


u. f. w., 


48. Die Sleihung eines Kreiſes (a—a)’-H{v—b)’==r? 
enthält drei Eonftanten, nämlich den Halbmeffer r und die Coor⸗ 
dinaten des Mittelpunctes a und b. Man fann daher im All⸗ 
gemeinen durch einen gegebenen Punet x, y einer Eurve einen 
Kreis (K rümmungsfreis genannt), fo legen, daß derfelbe 
mit der Curve eine Berührung zweiter Ordnung habe, Zu dem 
Ende fege man die Gleichung 

1. &—a)’+Hy—b)?’=r? | 
und differentüre fie zweimal, indem man a, b,.r als unveränder: 
lich anfieht; fo komint: 

2. (x«—a)ds+(y—b)dy=0, 

3. &—a)d?x-Hy—b)d?y-+-dx?-+-dy?=0. 
Die Gleihung 2. zeigt, Daß der Mittelpunct des Krümmungs- 
Ereifes in der Normallinie liegt. (Vgl. 5. 39. die Gleichung 
der Normallinie.) 


— 


Rn mwiſten x und Y/ ine ‚Gleichung: i(xc,y) Re gegeben⸗ ſo i 
folgt duch Differentiirung derfelben: 


ar dy=b0.:- - BR 1 Ba ih‘, ls 


4‘ 


Verden nun, fuͤr einen beſtimmten Werth von x, und einen ent⸗ 


Iperpenden bon y, die partiellen Ableitungen „T" di und Kae 


zugleich Null; ſo bleibt das Verhaͤltniß * unbefimngt... ‚Rife 


rentürt man aber zum zum zroeitenmale, indem "äh d’x.L0 

feßt, fo fommt m RN 
d? f d? f f En u 
Tre 242 dy E arayr dt ET ayı ilanyzar 

Zür die in Rede ſtehenden — * von x und y wird aber 

= alfo Fommt die: quadeatifche Steigung: 


ru Wr " ran dy gepl "era Zn 
4 (# ty je are if IE „ee 


wonach * einen doppelten Wed hä Per | Benin Diefe 


ihre. oaa HL Bd BEBA TU ET 
Aligung den Wer, ‚pon, == dy Y no, apbehimme laͤßt, BL muß 


man zu den Gliedern hößerer Ordnung fortgehen, oder auch, 

nah Umftänden, andere Formen den, Entwickelung vor 

f(x+k, y-+-h) ſuchen, wenn die Taylorſche Reihe unzuläff ig iſt. 
panlantl 2 


Veifpiel. Es ſeh De ask: —** yo! 





Durch Differentiiren erhaͤlt man = 5 mn: en 
| RE, u 4 P 
de ya, 
dir x=0, wird Bel) alſo iz = Diferentirt man bi 


veter, b keunt; a a er 
M 5 -. 


6 ’ 


a Hay’ rt rar)dy’-Arydedy 
+(y?-+.3x?—a!)dx?==0, 


alſo, für x=0, y=0, dy?’— di? —0, Sei 


"36. Ein Werth von fx kann auch unter anderen Foͤrmen 
ale 5 0 verſieckt fein, z. B. 0-w, oo, 0°. dgl, und muß 


Ban, durch geeignete Sransfoemationen, Entwickelung in Rei⸗ 

hen, oder auf anderem Wege ermittelt werden, worüber ſich nicht 

wohl allgemeine Regeln geben laffen. 3. B. das Product 

xlogx wird 0-co für x—=0; fein Werth ift aber in diefem Falle 

Null... Denn man “ lgx=—z, x=e, fo ift 
—z 


Pa Ye Er Be x log s= pP nu" T BRETT use, 
j ArHıt 3457 + 


ein Quotient, der für- 2=0, offenbar Null wird. — ‚Der Werth 
von 0° ift nicht immer gleich 4. Allerdings iſt x—1 für 


I_ 
x==0; dagegen ift 3. B. "we, für jeden Werth von x, 
alfo auch für x—=0, wo die Formel in 0° übergeht. In der 


That Bann. man fegen 0° 01-10! .0-1 = alfo iſt 0° 
eben fo undeftmmt ats ® 7 


37. Fuͤr die Antvendung find Diejenigen größten oder klein⸗ 
ſten Werthe von ſx, von denen in $. 33. gehandelt. worden, die 
wichtigſten. Häufig iſt die Function, von welcher ein ſolcher 
Werth gefucht wird, unter der Form f(x,y) gegeben, d. h. von 
zwei veraͤnderlichen Groͤßen x und y abhaͤngig, zwiſchen welchen 
aber eine Gleichung 6,)s-0 beſteht. In ſolchen Faͤllen kann 
man zwar y mit Huͤlfe der Gleichung P9=0 aus Leliminiven, und 


alsdann nach $. 33. verfahren; man kann aber auch, um zu fin⸗ 


den, ob ein Marimum oder Minimum vorhanden iſt, ohne Auf⸗ 


\ 
| 
| 
| 
| 


loͤſung ber Gleichung 9==0, das Diferentiat | 
=L df Be 


ſetzen, wenn, man 8 * daß auch 
* Fir dy — =0 


fein maß.“ Eliminirt man fedann SF u fo Fommmt 


at dp dk, iR Ä 

dx dy dy dk dd 
weiche Gleichung, verbunden. mit: 9==0, die gefuchten Werihe 
von x und y liefern muß. — Um zu entſcheiden, ob dieſelben 
wirflih größte oder Fleinfte Werthe find, muß man die zweiten 
Ableitungen entwickeln; nicht ‚felten aber ift e8 fchon aus der Na: 
tur dee Aufgabe Flar, daß ein Marimum oder Minimum. vor: 
handen fein muß, und in folchen Faͤllen fann man die. Entwicke⸗ 
lung der Ableitungen. zweiter Ordnung unterloffen. Ä 


Beifpiel. In einer Ebene if ein Winfel y und ein Punct 
gegeben; man foll durch den Punct eine gerade Linie fo ziehen, 
daß das zwiſchen den Schenfeln des Winkels befindliche Städ 
derfelben möglichft Klein fet. 

Man nehme den Scheitel des Winkels 5 zum Anfange, 
und. feine Schenkel zu Axen ber Eoordinaten, und nenne x und 
y die Stücke, welche die gefuchte Gerade von den Schenkeln ab⸗ 
ſchneidet. Es feien ferner a, b die Coordinaten des gegebenen’ 
Punctes; fo wird die Gleichung der gefuchten Geraden fein: 


„+t,=1 (wo u, v di laufenden Coord. find), und, da für' 


ua, v==b werden muß, damit. die Linie Durch den gegebenen 
dunct gehe, + —1, oder ay+bımxy.. Ferner. erhält 


man für die ie Ränge 1 des abaefchnittenen Stuͤckes: 
u Pax’pymdycosp.: 2: rt. 


30 
Da 1, und mithin Iwmbgollchſt Bin fein ſot, fo muß man has 
ben ldi=0, alfo: i 

w—y cosy) Six cos ) dy=0; 


zugleih aber: ""Cylur bie ag =; ol als 
Endgleichung: V 
(x—y cos Pa) — BETEN, y—b). 

Eliminirt man, zit: Huͤlfe der Gleichung ayrbr—=rp und 
läßt man den Factor x weg, welcher die Auflöfung x==0, 
y=0, 1=0 giebt, die ſich von felbft vetfteht; fo kommt die 
Gleichung (x—a)’—b cosy (za --akosy (x—a)—ab?—0, 
durch‘ Beranı Buflöfung x beftimmt: werden. neh, er. Eu % BD: 
der Winfet > art, : ee ſo folge: win a Er 
ne A el ru "PRERETGRLITERN TE 
Er 35 F8 any ab}; und aben fo Yan yon 
als Die: abgeſchnittenen· Stuͤcke der Aken. m: Ih. ameb, ſo 
folgte — y. | ee run rat. © 

38. Es Eartn | abeu auch. verlmngt. werden, daß Le 


® 


’ 
3. ’ 


HR REIS a 


wenn man si ve einen der zweiten —8 Reben tleibt, 
ban ſich un x und ıy fo befiumen ı laſſen, daß zugleich 


di. 
je —0, 3% die‘ Glieder der zweiten Ordnung aber‘ nicht 


verſchwinden, ſo; ang, ein Maximum ‚oder. Minimum vorhanden 
a?f af 
fein, ,‚Man.fege zur Ahkuͤrzung Da a 


3 
ame fo" geben die ‚Glieder‘ der zweiten Ordnung, mit 
Weglaffung der höheren, J 
ua? + 2bhk-pckt, er 


wo man h und k hinreichend Fein nehmen muß, damit die ho⸗ 


21 


beren Slieder-feinen Einſiuß auf das Zeichen der Differenz -w—u. 

ausüben. Damit nın u ein Mar. od. Min, Tei, muß die Differenz: 

u'— u ihr: Zeichen nicht ändern, wie auch die Zeichen von k und 

h geändert werden mögen. Man erhält aber aus der vorftehen: 

den Bleihung, voraußgefebt, daß a nicht Null iſt, 

_ @k-tbbtHäc—b’)h? ._(aq+b)? + ac—b? z2 ” 
’ 


u— 
a . a 


wenn — woraus hervorgeht/ daß die Differenz u u’ —u Ahr, 
Zeichen nur dann nicht ändern’ wird, wenn ac⸗ bꝰ nicht <O if. 
Denn’ wäre dieſer Werth. negatio, fo Fönnte man der ganz un⸗ 

beſtimmten Groͤße q ſowohl Werthe geben, die den Zaͤhler poſi⸗ 
tiv, als andere, die ihn negativ machten. Iſt aber. ach? 
>0, fo Tann offenbar’ weder a nach c gleich Null fein," und, 
beide muͤſſen gleiche Zeichen haben; alsdahn, wird w'—u pofi tig 

ober negativ, je nachdem a poſi tiv oder negativ iſt. 
Ein Maximum oder Mimimum der Function f(x,y)- findet 
alſo Statt, wenn do, z= 0, die Glieder der zweiten 
Drdnung "ak? -p2bhk-+ch? aber fo befchaffen find, daß 
ac—b”? poſitiv ik. Und zwar findet das Mag. Statt, wenn 
a, und mithin auch c, beide negativ; das Min, wenn a und 
c .beide pofi itin find. Auch giebt es ein Magimum oder. Mi: 
nimum, wenn ac—b?=0 ift, ohne daß a und c, beide zugleich, 
Null find. — Werden die Glieder der zweiten Ordnung mit 
denen der erſten zugleich Null, fo muß man zu den höheren Ord⸗ 
nungen fortgehen, um zu entfcheiden, ob überhaupt ein Mag. 
oder Min. vorhanden ft, und welches von beiden. - Dies‘ ol 
jedoch hiet nicht weitet ausgeführt werden. 004 
Beifpiel. 8 fi. per Kn-i-y »-  To'wied . . 

f do " 

= x (m—x—2y), ur). Die Glicder zwei⸗ 
ten Ordnung ſind —2yk’-(m--2x—2y)kh—2xh?. Man— 

erhaͤlt daher zur Beſtimmung des Groͤßten oder Kleinſten 
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mx 2y=0, m—y—2x—=0, Moda: x am. De 
Glieder der zweiten Ordnung find 1: 


—zm(k’4+3kb4+-h’)= — im LEN PRICE 


daher findet ein größter Werth Statt, wenn m pofi itio, ein klein⸗ 


fe, wenn m negatib iſt. ‚Der Werth von £ ik dabei (2). 


39. Das wichtigfte hiecher gehörige Beifpiel ft die Me: 
thode der Fleinften Quadrate, deren man fi) bedient, um 
aus einer großen Anzahl don Beobachtungen diejenigen Refulkate 
zu erhalten, welche mit der Gefammtheit der Beobachtungen am 
beften übereinftimmen. Es fei z. B. eine Zunction von x von 
folgender Korm: y—axn4bxn oxP; man fennt die Erpo= 
nenten m, n, p, welche häufig’ 3. B. die Zahlen 0, 4, 2, oder 
1, 2, 3 Jind; und zur Beftimmung der Eoefficienten a, b, c hat 
man für zahlreiche Werthe von x die entfprechenden Werthe von 
y beobachtet. Wären diefe Werthe von y genau, fo brauchte 
man, deren zur Beftimmung der drei Eoefficienten a, b, c nur 
drei; da fie aber alle mit Beobachtungs-Kehlern behaftet find, 
fo wird, wenn man ſich für a, b, c die richtigen oder wenig⸗ 
ftens die der Wahrheit möglichft nahe fommenden Werthe, für 
x und y aber die zufammengehörigen Beobachtungsmwerthe ges 
fest denft, die Gleichung zwiſchen x und y niemals genau er: 
füllt werden, oder die Differenz 


axm hxi -cxr — yzu | 


wird niemals genau Rull fein, fondern bald. einen pofitiven, bald 
einen negativen Fehler darftellen. Man kann fie aber nicht uns 
mittelbar ald das Maaß des Fehlers anfehen, weil e8 in der 
Natur der Sache liegt, daß das Maaß des Fehlers immer po= 
fitio fein muß, in welchem Sinne derfelbe auch Gtatt gefunden 
habe; indem fonft ein negativer Fehler als ein Vortheil, im Ge⸗ 


genſatze eines poſitiven Fehlers, angeſehen werden muͤßte, was 


offenbar widerſinnig iſt. Man wählt demnach das Quadrat vor: 
u zum Maaße bes Fehlers, und beſtimmt die unbekannte Werthe 


x 


| 
| 
| 
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vona, b, c fo, daß die Summe aller durch die Quadrate von 
u gemeſſenen Fehler, möglichft Flein fei. Dan fee demnach 

agı +bh, -Hcl —yı=u,, 

ag, +bh,-+c,— yı=ü;, 
allgemein: ag -+bh.-+ cl, —- Yyı=Un3 7 
in weſchen Gleichungen g,, bi, hı die Werthe bedeuten, welche 
die Potenzen x=, x", xp für xx, erhalten, wobei yı- deu 
beobachtete Werth von y ift; eben fo wie g,, h., 1, dem 
Werthe x, entfprechen, für melden y. der beobachtete Werth 
von y iſt; u. f. f. für die übrigen. Alddann foll alfo die Sum: 
mw’ +’ treu? ein Minimum fein; oder . 
G@g-+bhı-+cl—y 1)? -Hlaga+bh, +cl,—,)’+-==Min. 
Da die Werthe von a, b, c unabhängig von einander find," fo 
muß, um vorftehende Quadratfumme möglichft fein zu machen, 


“jede ihrer drei Ableitungen nah a, b, c für ſich Null gefekt 


werden. Nimmt man alfo die Ableitung zuerft nach a, und ſetzt 


| fie Null, fo erhält man folgende Gleichung: 


(a,+bh,-Hch — VS -+(aga-Hbhr-Hch—yY)g+ +0, 
welche zur Abfürzung folgendermaßen geſchrieben werden mag: 
az? -+-brhg-+cshl=xgy. 


Auf dieſelbe Weiſe erhaͤlt man noch zwei Gleichungen, indem 


man die Ableitungen nach b und c Null ſetzt, nämlich: 

azgh -+-bzh? +czhl=£hy. 

axgl+-bshl-+ czl?=2iy. 
Aus diefen drei Gleichungen find die Werthe von a, b, c zu be: 
sechnen, welche fich der Gefammtheit der Beobachtungen am be: 
fen anfchließen. Will man ſich noch überzeugen, daß dieſe 
Verthe wirklich die Fleinfte Duadratfumme liefern, fo feße man 
ara, b+ß, c+> für a,b, c; alsdann geht u, in 
rg, a-+h,ß-Hl,y,- ud. Quadratfunme u, ’-+u,’+ + Uu,? 
Ser Ip? in Zlu-rgar-bö-r-Iy)? über. Entwidelt man die: 
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Werth, bei weichem die Function fx abbricht, d. h. aus..dem 
Reellen In das Imagihoaͤre uͤbergeht. — Im Allgemeinen if 
die Taylorſche Reihe nicht anwendbar, fobald die Werthe der 
Apleitungen unendlich groß werden, d. h. die Zunahme f(x-+k)—fx 
laͤßt fich, für folche Werthe von x, nicht mehr nach ganzen Potenjen 


vonk entwideln. So giebt fx⸗ (x—b)? für x=b, f-Ek)-ck?; 


welche Form offenbar mit derjenigen ber Taplorfchen Reihe unvertroͤg⸗ 


lich iſt. Es ſei noch ==) aꝰ 42, fo wird fon für aa; 
feßt man nun x=a—k, fo fommt f(a—k)=lk-V 2a, 
welcher Werth fich nicht nach- garen Potenzen von k entroichein laͤßt. 

Es mag hier auch bemerft. werden, daß bei mandyen Zum 
etionen Unterbrechungen der Stetigkeit vorkommen, während die 
Ableitungen: derſelben Immer endlich und ſtetig find. Jr ges 


hört. die Function arc 18% zu , deren ‚Ableitung (-— In :) 17 


ſraͤndig endlich und "negatio it, und welche alſo, fo ;lange 
fie: ſtetig, bleibt, beſtaͤndig abnehmen muß. . Sie wird aber 
Null für sm—w md für em, Bei näherer Be 
tsachtung findet man leicht, daß fie, indem x durch Null geht, 
wicht ſtetig bleibt, fondern. plöglich von dem Werthe — Im zu 
dem Wertbe Ar gelangt. _ Diefe Function nimmt alfo ‚indem 
x von — bis 0 wächft, von. O bis — , hierauf aber, wäh: 
rend x von O bis Pœ a bon His bis O, beftändig ab. 
5 


* genauer, be⸗ 
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Bean an inefen (ee Ableitung 








ve fie noch auf die einfachere Form Zi ‚gebracht ift, fo ſieht 


man, daß diefelbe, für x=0, die Form > erhält, wodurch ſid 


der Werth x==0, als ein ſolcher, dee. nähere Unterſuchung er⸗ 
fordert, hinreichend Fund giebt. Ueberhaupt wird der Werth von 
Pix) für x=a immer, näher zu unterfuchen fein, wenn der 


— 


- . [0 
Werth a ein folcher: iſt, für welchen die Function fx unendlich 
wird, oder überhaupt eine befondere Abideichung ihres Ganges 
darbietet. . | 

35. Oft erfcheint der Werth einer Function in unbeſtimm⸗ 
tee Form, ungeachtet ein beſtimmter Werth wirklich Statt fin, 


det. So wird —e— fuͤr k=0,;5 3; der Werth aber 


it, wie befannt, die leitung fx. — Es ſeien px und vx 
zwei Functionen, die für a beide zugleich -verfchtwinden, fo 


wird ihr Quotient‘. eye für. x==a,& ° Um den Werth gu 


finden, welchen y far xz=a erhält, ſetze man Ye Pe9n, und 
nehme die Ableitung Diefer Gleichung, ſo kommt, J 


Toy yVs=g, oo. 
mithin, für xSo, ag er ya 2-6. Berl 
von FE. px für xma,. wenn pa und 2a zugleich verſchwinden, iſt 
der —8 aus den Werthen der Ableitungen * md: ax, 
für x—a. Es fel b D. „ar, fo wirb * =>! für 


s—1r; nimmt man aber die Ableitungen, fo iſt die des Zaͤh⸗ 
lers — —1, die des Nenners =—sinn—=—1, für 4m alfo 
sin (x? a?) fo it 


y=1 der richtige Werth. Es fi y= I— cos@_a)’ 
e _ 2xcos(—a*)__ 2a 
der Werth von yı für x=a, na) — 0’ 


d. i. un endlich groß, wenn nicht a0 iſt. Für ag aber wird 
sin(x?) _ 2005’) _0 Ä 


1--cOösx sinx U 
fie x==0; alfo aufs Neue unbeftimmt. 
ox 2x cos(x?) 


Man muß daher auf den Duotienten * ins 





wieder die obige Regel anwenden, oder den Werh I he ſuchen. 
5 
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2 eos (x?)—An? sin(x?}y 


Derfelbe ergiebt ſich gleich = für 0, 








alfo gleich 2; d. £ ei zur I —2. für =0.— es 
cosx 

fei noch y—⸗ a’ , fo wird *8 für x=0; der richtige 

Werth aber ift yaloga gb — Um den Werth von 

PAR Fe ou aHt—at . .. ' 

Fe ee Tea ‚ya -& .yi AR i J . 


für: xzZD zu finden, 'muß man: zweimal Denon Die :Adr 
Zeitungen nehmen, worauf Man yei ehält: ; on 
Diefe Regel gilt jedoch nur dann, wenn diejenigen Ablei⸗ 


tungen von 9x und Vx, welche den Werih des Quotienten IX 


on N x 
nicht mehr —4 geben, ei auf andere Weife :einen un: 
beftimmten Werth liefern, z. 8.7 In; einem ſolchen Falle, 


wo, wie bekannt, 5k), —88 ſich ‚nicht. nach Potenzen 
von k entwickeln laſſen, muß man eine andere Form der Ent⸗ 


wiceluns ſuchen, um den Duotienten 9 a für =, zu erhal: 
ten. Es fe ;. 2. R=Vr _a3, —— ’—a°, f wird 


——— für x—=a, während ga und Wa unendlich wer⸗ 
den.. Man erhält aber. J 


Pa-tk)=Vk-V2a+k, va+l)=Yk. Werne: akrk’, 
alfo P(a+k) _ Vk Vak 


Er 


— — *0, für k=0. 
Vlark) } 
var J Vk VERF 
Alſo ift ——— fuͤr ya 
Vxı?—a? 


Rn wiſchen x x und. y, eirte Gleichung: fx, y)b=O gegeben? ſo . 
folgt durch Differentiieung derfelben: 


.Af " . 
+ dy=zb0.:- BE , ‚ir, 


⸗ 


Werden nun, fuͤr einen beſtimmten Werth von x, und einen ent⸗ - 


ſptechenden von y, die partiellen Apfeitungen — und Eos 


zugleich Null; ſo bleibt das Verhaͤltniß * unbeſtimmt. ‚Dfle 
rentürt man aber zum zum zweitenmole— indem man 4:20 
fest, fo kommt u ee 
dt def def ne 
a ee ray f — llama. a 
Zür die in Rede iehenden Werthe von’x und y wird aber 





—=(; u kommt bie quadcatifche Gleichung: 


— "iv u 
(Dr Pr re. 4 Porn 


df 
dy 


wonach 2 I: einen doppelten Werth erhaͤlt. ae Wenatauch dieſe 


Boa her, in 
Gleichung den Ber, ‚pon, Ei noch gbefimmt laͤßt, ſo muß 
man zu den Gliedern hoͤherer Ordnung fortgehen, oder auch, 
nach Umſtaͤnden, andere Formen der; Entwickelung von . 
f(x-+-k, y-rh) ſuchen, wenn die Taylorſche Reihe unzulaͤſſig iſt. 


—— 323 tl \ 2 Pe 


Beifpiel. Eſei KR —— Ta) 


Durch Differentiiien"echäft' man De J 
ey), | J 
oder (xy? HaYydyHa’+y? er, PR — 
für x=0, wird —— af z ver =3: Diferentirt man über 
weter, ſo, kommte en von ur * vd BIEY) 
0 .. B# 
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fa, nach .y aufgeloſt, und es fi y=gx deu Ausdeuc: 
für ‚den Aſt der Curve, in. welhem fih a. befindet; d. h. 
y=gx ftelle ‚diejenige. Wurzel der Gleichung fix,y)==0. vor, 
welche, fobald für x die Abfeifje des Punctes a gefeßt wird, die 
Ordinate deſſelben Punces als ben Be von px: giebt; — fo 
hat man ul ech 

y=9G+k= —E @ wiſchen 0u. PN 
vorausgefeßt, daß px für den. Punct a nicht unendlich groß 
wird. Die Gleichung. der Tangente an. demfelben Puncte ift 
v-y=px(u—x), mithin, u=x '—ı-+k, und v==v’ gefeßt, 
veox-+ox.k. . Shr eine. andere durch a ‚gehende: Gerade fei 
v-„y=A(u—x), ‚und wieder, u—x=k,' v-yv, gefeßt, 
vı=gx-+Ak. Daher beträgt der Unterfchled zwifchen der Dr: 
Dinate der. Curve und der "Tangente, für den Punkt, deffen, Ab⸗ 
feiffe —-+k if, y-v=[pa+ Sk)—p 'x)k; dagegen der 
Unterf&ied. zroifchen.: "der Ordinate der Curve und der Geraden, 
für' dieſelbe Abſciſe X, y'—vı=[p(stek)—AIk. Indem 
nun k'fich der Null nähert, nähert fich auch P'x-Hek)— px 
offenbar der Null, dagegen P’x-Hek)—A dem von. Null "ber: 
ſchiedenen Werthe Px—A; daher wird nothwendig für fehr 
kleine Werthe von k,, der Unterſchied —J d. h. die Abwei⸗ 
dinate gemeffen, kleiner als. die. dee Curve von der Geraden; 
folglich Fan die Gerade nicht zwiſchen der Curve und rer Tanz 
gente hindurchachen; n w. z. b. w.· 


u Anmerkung ‚Dem Hoi unendlich groß , ſo fin⸗ 
det die obige leichung pH nicht Statt; 
alsdann kann man aber. umgekehrt x als Function von y bes 
trachten, ſo daß * 0, und x=yy, =yyY (Sek). h 
zu ſetzen iſt, waren. dee Beweis der naͤmliche bleibt... 


E) 3 . . .. 
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immer eine gerade Anzahl von Zechenwechleln verloren, 
die auch Null fein kann. 


Wenn nun die Gleichung des nten Gradet ix * 0 n reelle 
Werjeln hat, fo kann kein Zeichenwechſel verloren gehen, ohne daß 
zugleih fx Null wird. Dem es gehen uͤberhaupt von —co 
6 200 nur n: Zeichentöechfel verloren, und fo oft fx Null 
wird, geht immer em 3. W. verloren. — Wenn die Gleichung 
n—2 reelle Wurzeln hat, fo muͤſſen zwei Zeichenwechfel verlorett 
gehen, ohne daß fx Rull wird; alfo mäfen dieſelben durch das 
Verſchwinden von Ableitungen beide zugleich verloren gehen. — 
Wenn die Bleichung n—4 reelle Wurzeln hat, fo müffen vier 
Jeichenwechſel durch das Verſchwinden von Ableitungen verloren 
gehen. Ueberhaupt fehlen ver Gleichung fo viele Paare von 
Burzeln, als Paare: von Zeichenwechſeln durch das Derſchwin⸗ 
den von Ableitungen verloren gehen. 


57. Diefe Regeln - ſollen wieder auf die obige Gieidung 
x2 552 _7x 40 angewendet werden. Man bilde alſo die 
Zeichenreihen, indem man für x nach und nad) fteigende Werthe, 
. DB. —o, —10, —1, 2 1, u. f. f. einfeßt, wie folgt: 

ı X 


xl X 





| + 33.8. 
+ 33.8. 

+ 33%. 
+ — _ 3.0238. sat 

‚+ —_—] en 1 3. W. 
| + Er +03 at W. beit. 


Es geht alfo zwifhen — co und —1 fein 3. W. ver⸗ 
loren, Dagegen zwei Z. W. zwiſchen —1 und O und einer zwi⸗ 
(den 4 und 10. Da aber: bei der Grenze 10 alle Zeichenwech⸗ 
fel. verſchwunden find, ſo kann zwiſchen 10 und Poo feiner. 
mehr verloren gehen. In einem Intervalle, in welchen fein Z. 
®. verloren geht, ift auch Feine Wurzel zu. ſuchen. Daher koͤn⸗ 
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nen ich, der vorfiehenden Tafel zufolge, die Wurzeln nuc zwi⸗ 
ſchen —1 und 0 und zwifchen 1 und 10 befinden. Zwiſchen 
—1.und O gehen zwei 3. W. verloren; man kann alfo nod 
nicht willen, ob dies bloß Kolge des Verſchwindens einer Ablei⸗ 
tung ift, oder ob fx in diefem Jntervalle zweimal Null wird; 
ob alfo die beiden angezeigten Wurzeln fehlen oder vorhanden 
find. Zwifchen 1 und 10 geht ein 3. W. verloren, alfo iſt es 
ficher, daß zwifchen diefen Grenzen fx einmal Null wird; denn 
wuͤrden nur Ableitungen Null, fo müßte eine gerade Anzahl von 
3. W. verloren gehen. Mehr als eine Wurzel kann fich aber 
zwiſchen den Grenzen 1 und 10 nicht befinden, fo wenig als 
zwifhen —1 und O mehr als zwei, weil, fo oft fx Null wird, 
auch allemal ein Zeichenwechfel verloyen geht. 

Allgemein kann eine Gleichung in feinem Intervalle mehr 
Wurzeln haben, als in demfelben Zeichenwechfel verloren gehen.” 
Iſt die Anzahl der verloren. gehenden Zeichenwechfel ungerade, 
fo ift eine oder eine ungerade Anzahl: von Wurzeln in dem In⸗ 
tervalle vorhanden. ft aber die Anzahl der verlorenen Zeichen: 
wechfel gerade, fo Fann ſich in dem Intervalle nur eine gerade 
Anzahl von Wurzeln befinden, die auch Null fein fann. 

Die Aufgabe zerfällt fomit in zwei andere: Erſtens zu ent: 
fcheiden, ob angezeigte Wurzeln fehlen oder vorhanden fi nd; 
zweitens die vorhandenen zu berechnen. 


58, Die erfte diefer Aufgaben findet gar nicht Statt, wenn 
in einem Intervalle ein 3. W. verloren geht; denn alsdann if 
eine Wurzel in demfelben unzweifelhaft vorhanden. Gehen aber 
in einem Intervalle zwei 3. W. verloren, fo können fich entwe⸗ 
der zwei Wurzeln darin befinden, oder beide fehlen. In diefem 
Falle zähle man zuerſt, wie ‚viele Wurzeln nicht allein von fx, 
fondern auch von jeder der Ableitungen fx, fx, ««, in dem Ins 
tervalle angezeigt find und fchreibe die Zahlen oder Zeiger, 
welche dieſes angeben, zwiſchen die Reihen der Zeichen. Zu dem 
Ende braucht man nur zu zählen, wie viele 3. W. von fe(x) 
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Bis zu jeder Ableitung an der oberen Grenze mehr find ale an 
der unteren. In dem obigen Beifpiele war 





Die zweite Ableitung X, hat alfo Feine Wurzel zwiſchen —1 
und O; Dagegen hat die erfie eine, weil die. Zeichen‘ der - Ablei⸗ 
leitungen X,, X, X, bei —1 einen Wechfel mehr darbieten ale 
bei 0. Kerner find a Wurzeln der Gleichung X=0 angezeist: 
daher entſteht die Reihe der Zeiger 
— 0 01 % 

Ueber dieſe Reihe der Zeiger iſt im Allgemeinen, zu bemerfen, 
dag zwei auf einander folgende Zeiger nie um. mehr als +1 
verfchieden fein Fönnen; oder, wenn z der Zeiger von T=(x) if, 
dv. h. die Anzahl der in dem Intervalle angezeigten Wurzeln der. 
Gleichung fe(x)==0, fo ift der Zeiger der nächftfolgenden Ab: 
leitung f(x) 'entiweder wieder z, oder z+-1, oder -z—1; denn 
durch Dos Pinzutreten der Ableitung fm—1(x) fann zu den vori⸗ 
gen Zeichenwechſeln entweder oben und unten ein Zeichenwechſel 
oder auch eine Zeichenfolge hinzutreten, wodurch der Zeiger — 
nicht geändert wird, oder es kann oben ein Zeichenwechſel, unten 
eine Zeichenfolge entftchen, wodurch der Zeiger z-4-1 fich ergiedt, 
oder oben eine Zeichenfolge, unten ein Zeichenwechſel, wodurch 
der Zeiger z—1 wird. — Ufo Fann 5. B. einem Zeiger 2 
nicht ©, fondern nur. 1 oder 2 oder 3 vorhergehen oder folgen. 

Man betrachte zunächft den Fall, in weichem die Reihe der 
Zeiger fih mit O0, 1, 2 endigt, auf den hernach alle übrigen zu⸗ 
ruͤckgefuͤhrt werden follen. Diefee Fall findet, wie man fieht, in 
dem vorgelegten Beifpiele Statt. Die Gleichung f'x=0 hat 
alsdann Feine Wurzel in dem Intervalle; weil der. Zeiger vonX,. - 
Rull iſt; Dagegen hat fx eine. Wurzel, die nicht. fehlen kann, 
und von fx find zwei Paurgeln angezeigt. In diefem Kalle muͤſ⸗ 


2= 1. Y wo A, 9, drei ganze Functionen don x und y 


\ 


find, von denen die beiden letzten keinen gemeiaſchaſtlicen 
Factor haben. Es iſt mithin 


dy -&; df__ 
.. dı — dy 91% 
und man überzeugt fich er. ab bei fortgefegter Differentia- 


z J v von der Form ſein 


Q 


tion. die höheren Ableitungen wie 


müffen, in welcher P und Q zwei ganze Zunctionen . von x und 


y find, Q. aber nur eine Potenz von Y fein Fann. Wenn nun 
für irgend einen endlichen Werth von x und einen entfprechenden 





endlichen Werth von y, 2 "unendlich groß wird, fo muß offen 


bar Q und mithin YO fein. Weil aber Y für dieſe Werthe 


von x und y, welche 3 verſchwinden mac, einen endlichen 
Werth dehäft, fo muß wol auch p verfchtoinden; mithin muß 
df ı 


für folche Werthe zugleich E=0 und 0 fein, alfo der 


Werth von Sr, unmittelbar aus der afgebraifchen rationalen 
Gleichung f(x,y)=0 genommen, unter der Form + erſcheinen. 


44. Dieſer Fin darf jedoch nicht umgekehrt werden; d. h. | 


der Werth von —*  fann die unbefiimmte Form $ erhalten, 


ohne daß besiegen höhere Ableitungen unendlich groß merden. 
Um die Bedeutung der Form % feftzuftellen, feien a und b Wer: 


the von x und y, für welche zugleich fx,y)==0, o, 


z=0 wird. Setzt man zunächft blos für x feinen Werth a 
in diefe Gleichungen, fo wird der zugehörige Werth b von y die 
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pe ꝰ kleiner als u ft. Denn, wenn der dall derjenige In 


gafd 1. if 1. nimmt. {x von fa bie Fb. beftändig ab, weil. ex 
megatip iſt; alſo ift fa größer als der ebenfalls poſitive Werth 
von I(a 0u); findet aber der Fall 2. Statt, fo if — Fa po⸗ 


ft und, größer. ale. dee gleichfalls pofisive Werth von 
fen), weil. —fx von a bid b abnimmt, ‚indem fx | 


negativ iſt; alſo ift in jedem biefer Beiden m = <a. 


Auf aͤhnliche Weiſe findet man, dab 7 PM. Folglich Mi 


Te <a, vi. eiemer als Die Bert a, Dagegen 


bb, d. i. größer. als die Bun B; und mithin find 
2-7, und bahn 
a 


die Grenzen eines neuen Intervalles ba’, in in welchem die Wur- 
iin = und B liegen, und welches Eleiner if, als das vorige 
ba. Man hat alfo | | 


fa - sb.. 
7 ven 
— fb 
we, aD b-P>pp; | 
mithin duch Addition 
fb 
OD * tn n . 
oder b-a>ß-a+ ie tb, Eu 
In diefer Formel if B—o Null oder pofitiv, daher um fo miße 
—fa fb 
ba>yn ti 


59. Die Bedeutung diefer Formeln. läht ſich durch die 
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‚Zeichnung derjenigen Eurve, deren Gleichung y=fx' tft, fehr 
anfhaulih machen. Es ift Flar, daß die Wurzeln der Gleichung 
fx==0 den Abſciſſen derjenigen Puncte entfprechen, in welchen 
die Are x von der Curve gefehnitten wird, umd die Wurzeln der 
Ableitung f'x denjenigen Puncten, in welchen die Tangente der 
Curve der Abſciſſe parallel mird. Sobald ferner die Curve ei 
nen Wendepunet bat, muß f'x==0 fein; im Allgemeinen aber 
kehrt die Eurve der Are x die erhabene oder. hohle Seite zu, je 
nachdem‘ fx und f"x gleiche oder ungleiche Zeichen haben. Be 
trachtet man nun den Bogen der: Curve, welcher. fich in dem Ju 
tervalle zwifchen a und b befindet, in welchem f"x feine, fs 
eine, fx zwei (möglichertweife auch fehlende) Wurzeln Hat; fo be 
merft man, nah T. 1. und 2. des F. 58., daß die Curve fer 
mohl bei a als bei b gegen die. Abfeiffe echaben ift, daß die 
ferner, ohne zwiſchen dieſen Grenzen einen Wendepunct zu ha 
“pen, in einem Puncte der Abſciſſe parallel wird. ind die ber 
den Wurzeln von fx in dem Intervalle vorhanden, fo wird der 
Bogen von der Are x zweimal gefchnitten (ig. 14.), fehlen fie 
aber, fo liegt derfelbe ganz auf einer Seite dieſer Ape, ohne von 
derſelben gefchnitten oder berührt zu werden (Sig. 15.) Mun 
fege man in den Puncten A und :B der Eure, melde den 
Puncten a und .b der Are entfprechen, !Tangenten Aa’, Bb', fo 
iſt 3. B. die Gleichung der Tangente in A folgende: 
y—faf a(x — a). 
Man findet die Abſciſſe des Punctes a’, in welchem die Tan⸗ 
gente die Are x trifft, indem man y=0O ſetzt, naͤralich 
a, und die Differenz sam", (Den Ab: 
ſchnitt aa’ der Are, zwifchen der Ordinate und der Tangente eb 
nes Punctes A, pflegt man auch die Subtongente zu nennen.) 
Auf diefelde Art findet man, vermittelft der Gleichung für bie 
Tangente an B, 
y-fb=fb(x—b) 


x 


— — —— 


& 


VeNhfife x dom b’ glei b_12 En, und folglich b-ı=/P-bb. | 


Bean nun. die beiden —8 a und PB vorhanden find, alſo 
die Curve von der Are gefchnitten wird (Kig, 14.), fo ift augen: 
ſcheinlich wie nahe auch A. an a, B an B gelange, fo lange « 


“mb ß zwifhen A und B bfeiben, 


aaraoß-+-bb<ab, 
d.h. in algebraifcher Form: 
Zerß-0)+7 (ba) 
md um fo mehr aa <a d. h. 
—fa 
en) 
Bean aber die beiden Wurzeln fehlen, oder Feine Durchſchnitts⸗ 
punte vorhanden find, fo nähern. fich die Werthe von fa und 
fb deto mehr der Null, je näher die Puncte a und b von beis 
den Seiten demjenigen Puncte c Fommen (ig. 15.), in welchem 
fx==0, oder die Tangente der Abfcifie parallel wird. Alſo muß, 
dem die beiden Grenzen a und b, zwifchen denen eine Wurzel 
von fx fich beſtaͤndig befindet, einander näher ruͤcken, die Summe 
de Eubtangenten au'-bb, d. h. Fe—Ahnd fehe bald dem 
Intervalle b—a. gleich Fommen, oder daffelde übertreffen, und 
wenn dies ift, fo folgt, daß die Curve von der Are nicht gefchnitten 
wid, oder Daß die beiden Wurzeln fehlen. Die ‚beiden Tangen⸗ 
ten ſchneiden einander alsdann zwiſchen der Age x und der Eurve. 
Wenn alfo in einem Intervalle zwei Zeichenwechfel verlos 
rm gehen, und die Reihe der Zeiger fich mit O, 1, 2 endigt, fo 
berechne man, um zu entfcheiden, ob die beiden angezeigten Wur⸗ 
Hin fehlen oder vorhanden find, die Werthe von fa, fa, fb, 
b, und bilde die Summe 
—fa „f b 
At 


nen fehr großen negativen Werth, oder — co, für x ein, fo ficht 
man leicht, daß der Werth irgend einer derſelben Fa(x) oder 
X pofitto oder negativ iſt, je nachdem der Erponent n—m des 
höchften Gliedes von X gerade oder ungerade iſt. Zängt man 
alſo von der unterften X, an, fo ift diefe, wie für jeden Werth, 
pofitiv, die folgende In-ı negativ, Xu. wieder poſitiv, n. f- f. 
Schreibt "man diefe-Zeihen, von dem der nten Ableitung X, 
anfangend, in eine Reihe, fo beginnt biefe mit --, worauf —, 
dann wieder +, u. ſ. f. abwechſelnd folgt; oder die Reihe der 
Zeichen hat, für x * oo, n Zeichenwechſel. — Gebt man 
Dagegen x co, fo werden alle Wbleitungen und die Function 
pofitiv, und die Reihe der Zeichen für x—00, enthält Daher 
n Zeihenfolgen. Anden alfe x von — bis co wächft, 
gehen n Zeichenwechfel in den Reihen der Zeichen verloren. 


Beiſpiel. Xxx - 114. X=3’— 10x—7. 
X, =6x—10, X,=6. 
Man bilde folgende Tafel: | 
Xs X, X, X 

77-0 |I|+r - + — 

=+wji+ . + + + 
In der erften Zeicpenreiße, für mo, wechfeln die Zeichen 
dreimal, in der zweiten, für s=+W, gar nicht, oder alle Zei⸗ 
chenwechſel find, für =+n, ‚verloren gegangen. 


53. Werden in die Reihe x, In, = X, X, x zwei 
Werthe a und b von x gefegt (von denen b die untere, a die 
obere Grenze des Intervalles b—a heißen foll, wenn die Dif: 
feren; ba pofitiv ift), die fo befchaffen. find, daß weder für fie 
noch für irgend einen zwifchen ihnen liegenden Werth von x, die 
Function fx oder eine ihrer Ableitungen Null wird; und werden die 
den Werthen von a und b entfprechenden Zeichenreihen gebildet ; fo 
Können diefe nicht von einander verfchieden fein. Wenn ſich da; 
gegen bei a und b eine Verfchiedenheit in den Zeichenreihen fin 
det, fo Fann fie nur daher rühren, daß zwiſchen den Gren: 


‘ 
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zen des Intervalles wenigſtens eine der Aunctionen X, X,, 

X, « Xo-ı ihr Zeichen gewechfelt hat, und alfo für einen ges 

wiffen Werth von x Null geworden ift. Welche Verfchiedenheit in 

den Zeichenreihen bei a und b nun auch Statt finden mag, fo 

ift einer der Hauptfäte, auf welche das Verfahren, die Wurzeln 
zu finden, fich ftüßt, folgender: - 

Die Anzahl der Zeichenwechfel an der unteren Grenze b 
fann niemals größer fein, als diejenige an der oberen Grenze a. 
Denn ed werde erftend angenommen, daf zwiſchen a und b die 
Function fx einmal verſchwinde, für xf5*c, außerdem aber in 
diefem Intervalle weder fx noch einmal, noch irgend eine Ableis 
tung von fx Null werde Aledanı muß offenbar jede Ableitung 
in dem Intervalle b—a ihre Zeichen unverändert behalten, und 
es Fann überhaupt nur. bei dem Durchgange von fx durch 
fc=0O eine Aenderung der Zeichen eintreten. Bezeichnet man 
demnach dur de eine beliebig Fleine pofitive Größe, und bildet 
man die Zeichenecihen, welche den Werthen c—de und c-Hde 
entfprechen, fo ftimmen diefe für alle Ableitungen gänzlich über: 
ein, und um den Unterfchied der Zeichenwechfel zu finden, braucht _ 
man nur die Werthe von X und X,, für x=c—de und für 
x—=c-rde in Betracht zu ziehen. Nun ift aber fc=0, folglich) 
f(e-Hdc)=fcHdefe=-r+dcfe, wenn man die höheren Po: 
tenzen von dc megläßt, weil de beliebig Elein, und fe nicht Null 
ift; Dagegen Ke—de)=—de-fe. Man erhält daher fol: 
gende Tafel: 





x 
fc —defe 
Cc 0 0 ® ® 0 eo fc 0 


c+de| » «+... fc. +defe 
Man denfe ſich hier ftatt fc und deſſe überall blos die Zeichen 
Liefer Groͤßen geſetzt, fo ift augenfcheinlich, daß, welches Zeichen 
auh fc haben mag, die beiden Glieder an der oberen Grenze 
c—dc, einen Zeichenwechfel, dagegen die an der unteren Grenze 
.c-#dc, eine Zeichenfolge darbieten, und da die uͤbrigen Zeichen 
7 * 


2 * 2 
+ P} 2 
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in beiden Reihen diefelben find, fo bietet die, Reihe an der un 
teren Grenze einen Zeichenwechfel weniger dar, als die an der 


oberen Grenze; folglich geht, indem fx Null wird, ein Zeichens 
wechſel verloren. 


54. Man nehme ferner an, die Gleihung habe mehrere 
gleiche Wurzeln c, 3. B. drei, fo ift fc=0, fe=0, ffr=0. 
Vorausgefegt nun, daß Feine andere Ableitung zugleih noch Null 
wird, gehen auch immer eben fo viele Zeichenwechfel verloren, 
als gleihe Wurzeln da find. Es wird hinreichen, dies nur an 
dem Beifpiele von drer gleichen Wurzeln zu zeigen. Man findet 


flc+de)=fctHdefe +" fc + fe, 


mit Weglaffung der höheren Potenzen; alſo, weil fc=L, 


fc=0, fic=U, +de) = + e I", und eben ſo 





dc? | dc? m. | 
c-dy=—- er c . ferner feHi)= ee, | 


(c-+dd—def”e, u. ſ. w. Hieraus ergibt ſich fol . 
gende Tafel: 
eo 0. . X, X: . X, x 
dl... FH "© —def”c —— Ze "c 
c ...fc 0 0 0 
c+de| « + . fc +def”c Fe Here 
woraus augenſcheinlich ift, daß bei c—de drei Zeichenwechſel 


mehr find, als bei c+-dc, alſo, wenn drei gleiche Wurzeln vor | 
handen find, auch drei Zeichenwechfel verloren gehen, w- z. b. w. 


55. Man nehme ferner an, daß für x=c eine. Ableitung . 
verfchtwinde. Alsdann ift frlc)—=0, und fe(c-+-dc)=r defe+!(e), 
Prcc—de)=—defet!le); Daher erhält man folgende Tafel: 


[ 
„U. ur 
0 
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oe Kar Xu Kor + 0. 
ode] - + + + ferile) —delmtile) elle): - © 
ee... tk) 0 fe-I(). . . 
orde| » ſori(c) Fdck@tilc) falle) x + « 


Den nun fe—!(c) und fe-!(c) gleiche Zeichen haben, fo ent: 
ſtehen folgende Zeichenreihen, je nachdem die Zeichen beide poſi⸗ 
iin oder negativ find: 
| oo Xm+i X. X. ⸗X1 Xu Xu" 
c-dc + — 
| ce + 0 „> +. 
| ‚c+dc [eo Hdc [eo — 
In iedem diefer Faͤlle iſt offenbar, daß die Reihe bei c—de zwei 
 Zeichenwechfel mehr Hat, als die bei c-4-de, oder daß, indem die 
leitung Felx) Null wird, während die beiden benachbarten 
gleiche Zeichen haben, zwei Zeichenwechfel verloren gehen. 
Ä Haben aber fe+!(c) und fa-1(c) ungleiche Zeichen, fo ents 
ſteht immer eine dee beiden folgenden Zeichenreihen: 
| on Kur Xu Xu * X. Xu“ 
| c—dc .. — — 40 
| ce lo DL — ¶2 
| Ade os 4 + — 000 
' In diefem Kalle find oben fo viele Zeichenwechfel als unten, oder 
| . # geht Fein Zeichenwechfel verloren. 


56. Man nehme ferner an, daß mehrere ableitungen hin⸗ 
fer einander verſchwinden, die Function fx und die übrigen Ablei⸗ 
tungen aber nicht., Es fei 

MO, m (0, (0) 0, «- ſ-() 0; 
fo hat man offenbar, weil fr+!(c) nicht * Null iſt, 


NAe) == def*+1(c), fe! CHdd)= —X ‚uf. w. 


?(c —E * ji 























fu+1 (c). 


s 
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Schreibt man in vorftehenden Formeln — de ftatt de,. fo erhält 
man die Werthe des Ableitungen für c—dc. 


Die fir x=c verfihwindenden ' Ableitungen erhalten alfo 
an der oberen Grenze c—de abwechſelnde; an der ımteren o+de 
gleiche Zeichen. Wenn nun die Anzahl a1 diefer verſchwin⸗ 
denden Ableitungen gerade ift, fo .haben.. Pr "(e—de) um 
fe=*(c-4+-de) gleihe Zeihen; und mithin enthält die Reihe an 
der oberen Grenze a1 Zeihenwechfel mehr ald die an der un 
‚teren Grenze, oder e8 gehen ut, d. 1. eine gerade. Anzahl von 
3. W. verloren. Wenn aber die Anzahl der verſchwindenden 
Ableitungen ungerade ift, fo haben. -(e - de) und: fe—Lc+Hde) 
entgegengefegte Zeichen, und bilden demnach mit der folgenden 
nicht verfchwindenden Ableitung fe), die wine eine Zeichen 
folge, die andere einen Zeichenwechfel. Befindet fich diefer Zei⸗ 
chenwechſel an der oberen Grenze c — de, fo entſpricht ihm an 
der unteren Örenze eine Zeichenfolge; und e8 gehen mithin «+2 
Zeichenwechfel verloren. Befindet ſich dagegen an der oberen 
Grenze zufegt eine Zeichenfolge, fo entfpricht diefer an der unte⸗ 
ven Grenze ein Zeichenwechfel, und die Anzahl der Zeichenwech⸗ 
fel, welche im Ganzen verloren gehen, beträgt „+1 —1=p. 
Dieſelbe ift, wie man fieht, in beiden Zällen gerade. — Wenn 
endlich der Werth = c mehrere Gruppen auf einander folgende 
Ableitungen in verfchiedenen Theilen der Reihe verſchwinden 
macht, fo ift Far, daß man, um die Anzahl der Zeichenwechſel 
zu finden, die im Ganzen an der unteren Grenze verloren gegan: 
gen find, nur die vorfteherden Säge auf jede einzelne Gruppe 
verſchwindender Ableitungen anzuivenden braucht. Daher folgt 
allgemein: 


1. An der unteren Grenze koͤnnen nie mehr Zeichenwechel 

| vorhanden fein, als an der oberen. 

2. So oft x Null wird; geht allemal ein Zeichenwechſet ven 
‚ verloren. 


3. &o oft nur Ableitungen Null werden, fx aber nicht, geht 


| u 
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immer eine gerade Anzahl von Zeichenwechſeln verloren, 

die auch Null ſein kann. J 
Wenn mm die Gleichung des nten Grades tr 0 n reelle 
Warein bat, fo kann Fein Zeichenwechſel verloren gehen, ohne daß 
zugidh fx Null wurd. Dem es gehen Äberhaupt von —co 
bis 400 nur mn: Jeichenwechſel verloren, und fo oft fx Null 
wird, geht immer em 3. W. verloren. — Wenn die Gleihung 
n—2 reelle Wurzeln hat, fo mäflen zwei Zeichentwechfel verloren 
geben, ohne daß fx Rull wird; alfo mäffen diefelben durch das 
Berihwinten von Ableitungen beide zugleich verloren gehen. — 
Wenn die Gleichung n—4 reelle Wurzeln hat, fo muͤſſen vier 
Jeichenwechſel durch das Verſchwinden von Ableitungen verloren 
gehen. Ueberhaupt fehlen der Gleichung fo viele Paare von 
Wurzeln, als Paare von Zechenwechſeln durch das Verfchwin⸗ 

den von Ableitungen verloren geben. 


57. Diefe Regehn ſollen wieder auf die obige Gleichung 
x 52? 7x —-4=0 angewendet werden. Man bilde alſo die 
Zeichenreihen, indem man für x nad und nad fteigende Werthe, 
; B. —o, —10, —, 0 1, u. ſ. f. einfegt, wie folgt: 









X. X, X X 
-aoa|+ - + — 33. W. 
—1|+ - + - 338. | 
— — - 4 — 233 

1 + —f — —. 13.8 
Fi | W. verf. 
ol+ # + +03] 


Es geht alſo zwiſchen —co und —1 Fein 2. w. ver⸗ 
loren, dagegen zwei Z. W. zwiſchen —1 und 0 und einer zwi⸗ 
ſchen 1 und 10. Da aber bei der Grenze 10 alle Zeichenwech⸗ 
ſel verfehtounden find, ſo Fann zwifchen 10 und co Peiner. 
mehr verloren gehen. In einem Intervalle, in welchem fein 3: 
WB. verloren geht, ift auch feine Wurzel zu. fuchen Daher koͤn⸗ 


410 Ä 

nen ſich, der vorfichenden Tafel zufolge, die Wurzeln nuc zwi⸗ 
fhen —1 und O und zwifchen 1 und 10 befinden. Zwiſchen 
—4.und O gehen zwei 3. W. verloren; man kann alfo nod 
nicht wiſſen, ob dies bloß Kolge des Verſchwindens einer Ablei⸗ 
tung ift, oder ob fx im diefem Jutervalle zweimal Null: wird; 
ob alfo die beiden angezeigten Wurzeln fehlen oder vorhanden 
find. Zwiſchen 1 und 10 geht ein 3. W. verloren, alſo if es 
fiber, daß zmwifchen diefen Grenzen fx einmal Null wird; dem 
wuͤrden nur Ableitungen Null, fo müßte eine gerade Anzahl von 
3. W. verloren gehen. Mehr ale eine Wurzel kann fich aber 
zwifchen den Grenzen 1 und 10 nicht befinden, fo wenig ald 
zwiſchen —1 und. O mehr al zwei, weil, fo oft fx Null wird, 
auch allemal ein Zeichenwechfel verlosen. geht, 

Allgemein kann eine Gleichung in keinem Intervalle mehe 
Wurzeln haben, als in demſelben Zeichenwechſel verloren gehen. 
Iſt die Anzahl der verloren „gehenden Zeichenwechſel ungerade, 
fo ift eine oder eine ungerade Anzahl von Wurzeln in dem In⸗ 
tervalle vorhanden. it aber Die Anzahl der verlorenen Zeichen: 
wechfel gerade, fo kann ſich in dem Intervalle nur eine gerade 
Anzahl non Wurzeln befinden, die auch Null fein fann. 

Die Aufgabe zerfällt fomit in zwei andere: Erſtens zu ent: 
fcheiden, ob angezeigte Wurzeln fehlen oder vorhanden find; 
zweitens die vorhandenen zu berechnen. j 


58, Die erfte diefer Aufgaben findet gar nicht Statt, wenn 
in einem Intervalle ein 3. W. verloren geht; denn alsdann if 
eine Wurzel in demfelben unzweifelhaft vorhanden. Gehen aber 
in einem Sintervalle zwei 3. W. verloren, fo Fönnen fich entwe⸗ 
der zwei Wurzeln darin befinden, oder beide fehlen. In diefem 
Falle zähle man zuerft,: wie viele Wurzeln nicht allein von fx, _ 
fondern auch von jeder der Ableitungen fx, f’x, +, in dem In⸗ 
tervalle angezeigt - find und fchreibe die Zahlen oder Zeiger, 
welche dieſes angeben, zwiſchen die Reihen der Zeichen.. Zu dem 
Ende braucht man nur zu zählen, wie viele 3. W. von fr(x) 


En 
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Bis zu jeder Ableitung an der oberen Grenze mehr find ale an 
der unteren. In dem obigen Beiſpiele war 


X, X, X, x 





Die zweite Ableitung X, hat alfo Feine Wurzel zwifhen —1 
und O; dagegen hat die .erfie eine, weil die Zeichen‘ der - Ablei⸗ 
leitungen X,, X,, X, bei —1: einen Wechfel mehr darbieten ald 
bei 0. Kerner find 2 Wurzeln der Gleichung X=0 angezeigt: 
daher entſteht die Reihe der Zeiger 
00 01 2 

Ueber dieſe Reihe der Zeiger iſt im Allgemeinen zu bemerken, 
daß zwei auf einander folgende Zeiger nie um mehr als +1 
verfchieden fein koͤnnen; oder, wenn z der Zeiger von ſw(x) iR, 
d. 5. Die Anzahl der in dem Intervalle angezeigten Wurzeln der 
Steihung frx)==0, fo iſt der Zeiger der naͤchſtfolgenden Abs 
leitung f"!(x) 'entmeder wieder z, oder 24, oder z—1; denn 
durch Dos Pinzutreten der Ableitung f@—1(x) on zu den vori⸗ 
gen Zeichenwechſeln entweder oben und unten ein Zeichenwechſel 
oder auch eine Zeichenfolge hinzutreten, wodurch der Zeiger z 
nicht geändert wird, oder es kann oben ein Zeichenwechfel, unten 
eine Zeichenfolge entftchen, wodurch der Zeiger z-4-1 ſich ergiebt, 
oder oben eine Zeichenfolge, unten ein Zeichentwechfel, wodurch 


der Zeiger z—1 wird, — Alſo kann 5. B. einem Zeiger 2 


nicht ©, fondern nur. 1 oder 2 oder 3 vorhergehen oder folgen. 
Man betrachte zunächft den Fall, in weichem die Reihe der 
Zeiger fi mit O0, 1, 2 endigt, auf den hernach alle übrigen zus 
eüchgeführt werden follen. Diefer Fall findet, wie man fieht, in 
dem vorgelegten Beifpiele Statt. Die Gleichung f’x—=0 hat 
alsdann Feine Wurzel in dem Intervalle; weil der, Zeiger von X, 
Rail iſt; Dagegen hat fx eine Wurzel, die. nicht. fehlen Fann, 
und von fx find zwei Wurxein angezeigt. In dieſem Falle muͤſ⸗ 
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fen die Reihen ber Zeichen an den Grenzen a und b des Jr 
tervalles ſich nothmendig auf eine des beiden folgenden Arten 
endigen: | 
REES SUB 2.xX. XXx 
"al: — + 
| 0.1 2 

hie + ++ 
Offenbar namlich möfen f"a und fh gleiche Zeichen haben, den 
hätten fie ungleiche Zeichen, fo müßte die Junction X, zwiſchen 
Diefen Grenzen das Zeichen mechfeln, und alfo Null werden, was 
nicht der Fall fein Fann, weil der Zeiger von X, Null iſt. Wenn 
alsdann im Ganzen noch zwei 3... verloren gehen follen, ſo 
Fann dies nur dadnech gefchehen, daß die Folge der drei Glieder 
fa, fa, fa zwei Zeichenwechſel darbietet, Dagegen die Folge fh, 
fb, fb gar feinen; woraus herborgeht, daß die Zeichenreihen 
entweder wie in 1: oder wie in 2. ehdigen müffen. 

Geſetzt es befinden ſich zwei reelle Wurzeln & und B zwi⸗ 
ſchen a und b; fo fei, wofern nicht beide einander glei find, 
B>a; "mithin a>a und b>P. Man fege — 
ß=b—v, fo find u und v pofi itio und man ‚bat f(aku)= 
kb-N)=0; d. h. 

| fa-+-uf HOW —0, Ar (b-@v)=0. | 
(eo ife nicht in Beiden Formeln dieſelbe Babl, aber immer ein po 
fitiver Achter Bruch). . 
2 Daher: folgt 


Pr 
.! 





fa a und . Bi . fh 
a). be) 

Aus: den oe Tafeln 1. und 2. erfieht man fofort, daB 
ze und. . En pofitio fi nd, und, da die Werthe von u und v 
es ebenfalls en, fo folgt, daß fa und f(a 4 Gu), fo wie f'b und 
f(b—Ov) gleiche Zeichen haben. Werner aber ift zu fehließen, 


+ 
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dp 5 * Feiner als u iſt. Denn, went der Fall derjenige ĩ in 


Tafel iſt, ni nimmt. fx von fa bis Fb. beftändig ab, weil. ex 
negatin..ifi; alſo if fa ‚größer als der ebenfalls pofitive Werth 
von £la-@u); findet: aber der Gall 2. Statt, fo ik —fa ꝓo⸗ 
fitio und größer. als. dee gleichfalld pofitive Werth von 
-f(FOu), weil. fx von a: bi8 b abnimmt, ‚indem —Ux 


‚negativ ift; alfo iſt in jedem diefer beiden Faͤlle = < 0. 


Auf ähnliche Weife Anöe man, daß —* MH. Folglich * 
+0 <a-u, d. i. kleiner ai die Bert a, Dagegen 


nn, di. größer. als die Buze 8; md. mithin ſind 
a en: und u 


die Grenzen eines neuen Intervalles bar, in in welchem die Wur⸗ 
zeln = und B liegen, und welches Eleiner ift, als das vorige 
b—a. Man hat alfo | | 


fa - fh. 
Be 7 Bo 
—fa tb. 
oder ee 7, b— ram 
mithin durch Addition | | 
4.. — f b . 
B9-0-9> u, 
—faf b 
oder . ba>—ar Zi fa +7‘ a 
In dieſer Formel iſt B—a Null oder poſitiv, daher um fe mehr 
—fa fb 


b-a>7,° Tat 


59. Die Bedeutung biefer Formeln laͤßt ſich duch ie 


v N 
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‚Zeichnung derjenigen Eurve, deren Gleichung y=fx tft, ſehr 
anfhauli machen. Es ift Flar, daß die Wurzeln der Gleichung 
fx==0 den Abſciſſen derjenigen Puncte entfprechen, in welchen 
die Are x von der Curve gefchnitten wird, und die Wurzeln der 
Ableitung fx denjenigen Puncten, in welchen die Tangente der 
Curve der Abfeiffe parallel wird. Sobald ferner die Curve ei: 
nen Wendepunct hat, muß f'x=—=0 fein; im Allgemeinen aber 
kehrt die Curve der Axe x die erhabene oder. hohle Seite zu, je 
nachdem fx und f"x gleiche oder ungleiche Zeichen haben. Be 
teachtet man nun den Bogen der Curve, welcher. ſich in dem In 
tervalle zwifhen a und b befindet, in welchem f"x feine, fx 
eine, fx zwei (möglichermweife auch fehlende) Wurzeln hat; fo be 
merft man, nah T. 1. und 2. des $. 58., daß die Eurve fs 
wohl bei a als bei b gegen die Abſciſſe echaben ft, daß die 
ferner, ohne zwifchen diefen Grenzen einen Wendepunct zu ha 
"pen, in einem Puncte der Abſciſſe parallel wird. ind die ber 
den Wurzeln von fx in dem Intervalle vorhanden, fo wird der 
Bogen von der Are x zweimal gefchnitten (Fig. 14.), fehlen fie 
aber, fo liegt derfelbe ganz auf einer Seite dieſer Ape, ohne von 
derſelben gefchnitten oder berührt zu werden (Sig. 15.). Nun 
lege man in den Puneten A und :B der Curve, melche den 
Puncten a und .b der Age entfprechen, 'Tangenten Aa’, Bb', fo 
ift 3. B. die Gleichung der Tangente in A folgende: 


y—fafax— a). 
Man findet. die Abfciffe des Punctes a’, in welchem die Tar- 
gente vr Are x trifft, indem man y=0 ker, naͤralich 
am, und die Differenz aa 2, (Den Ab⸗ | 


ſchnitt aa’ der Are, zwiſchen der Ordinate und ver Tangente eb 
ned Punctes A, pflegt man auch die Subtongente zu: nennen.) 
Auf diefelde Art findet man, vermittelft der Gleichung für die 
Tangente an B, 


y—-fb=fb(x—b) 


% 


100 
% . 


die Abſciſſe x don b’ gleich — —* b und folglich b_ı= Debb. 


Wenn nun die beiden Bureln « und PB vorhanden find, alfo 
die Eurde von der Are gefchnitten wird (Fig. 14.), fo iſt augen- 
f&einlih, wie nahe auch A an a, B an B gelange, fo lange « 


mb B zwiſchen A und B bfeiben, 


— — —— — 


aa +aß-+-b'b <ab, 
d. h. in algebraifcher Form: 


erh) 
ud um fo mehr aa ee d. h. 


re. 
Wenn aber die beiden Wurzeln fehlen, oder Feine Durchſchnitts⸗ 
puncte vorhanden find, fo nähern. fich die Werthe von fa und 
fb deſto mehr der Null, je näher die Puncte a und b von beis 
den Seiten demjenigen Puncte c Fommen (Fig. 15.), in weichem 
fx==0, oder die Tangente der Abſciſſe parallel wird. Alſo muß, 
indem die beiden Grenzen a und b, zwiſchen denen eine Wurzel 
von fx fich beftändig befindet, einander mühe chen, die Summe 
der Subtangenten aa +bb, d. h. F una ſehr bald dem 
Intervalle b— a. gleich fommen, * daſſelbe uͤbertreffen, und 
wenn dies iſt, fo folgt, Daß die Curve vor der Are nicht geſchnitten 
wird, oder daß die beiden Wurzeln fehlen. Die beiden Tangens 
ten fehneiden einander alsdann zwiſchen der Axe x und der Curve. 
Wenn alfo in einem Intervalle zwei Zeichenmwechfel verlos 
vn gehen, und die Reihe der Zeiger fich mit O, 1, 2 endigt, fo 
berechne man, um zu entfcheiden, ob die beiden angezeigten Wur⸗ 
Hin fehlen oder vorhanden find, die Werthe von fa, fa, fb, 

bb, und bilde die Summe | 

—fä „f b 
tn 
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welche, fd wie jeder einzelne ihrer Summanden, pofitiv ift. Kin 

det man, daß diefe Summe dem Intervall b—a glei ift, oder 
daſſelbe übertrifft, fo ift bewiefen, daß die beiten Wurzeln feh- 
In. Findet man diefelbe aber kleiner als das Intervall, fo 
find Die Grenzen a und b einander noch nicht nahe genug, um 
über die Wurzeln zu entfcheiden. Alsdann fee man eine belie⸗ 
bige Zahl c zwifhen a und b dn, wodurch das “Intervall in 
zwei Pfeinere getheilt wird. Auf diefem Wege. werden entweder 
die beiden Wurzeln von einander getrennt, wenn fie vorhanden 
und ungleich find, oder man findet bald, daß die nach der obi⸗ 
gen Kormel berechnete Summe der Subtangenten dem entfpre 
chenden Intervalle gleichfommt oder es uͤbertrifft, alfo die beiden 
Wurzeln fehlen. Nur wenn die beiden Wurzeln vorhanden und 
gleich ſind, laſſen ſie ſich nicht trennen. Um in dieſer Beziehung 
ein ſicheres Verfahren zu haben, kann man, ſobald tn 
ſich noch Peiner findet, ald b—a, alfo das Vorhandenſein der 
Wurzeln noch unentſchieden ift, bevor man engere Grenzen ein⸗ 
fegt, unterfuchen, ob fx und fx einen gemeinfchaftlien Factor 
- Haben... Findet füch ein folcher, fo. läßt fich auf ihn Die in den 
bieherigen und noch folgenden $. vergetragene Methode anwen⸗ 
den, um zu entſcheiden, ob er zwiſchen b und a Null wird. 
Wird er In diefem Intervalle Null, fo find die beiden gleichen 
Wurzeln gefunden; wird er es aber nicht, fo giebt es Feine glei 
chen Wurzeln, und man ift verfichert, DaB man durch Einfegung 
engerer Örenzen entwebe die beiden Wurzeln von einander trennt, 


ze EB Ha nicht mehr befeledigt 
findet, wodurch bewieſen wird, daß die Wurzeln fehlen. 


An dem obigen Beiſpiele waren zwei Wurzeln zwiſchen —1 
und O angezeigt, und die Reihe ber Zeiger enbigte mit 0, 1, % 
Man findet | 





oder die Bedingung — 








411 
X, X, X, X. 


4 
Bee K-N=—3, F-N=+6, (= — 
(0 27 find in diefer Tafel beigefügt. Das Intervall u 
it —1, die Summe 


— fb 3 
Zerler 6r7 1_4; 


+ 
6 33 4 
_ 
7 


alſo fehlen die beiden angezeigten Wurzeln. 


60. Wenn in einem Intervalle zwei Zeichenwechſel verlo⸗ 
ten gehen, aber die Reihe der Zeiger fich wicht mit O, 1, 2 en: 
digt, oder werm mehr alss zwei Zeichenwechſel verloren gehen, fo 
wird man immer wieder auf die vorige Regel zurückgeführt, 
um zu entfcheiden, ob die angezeigten Wirzeln fehlen oder vor: 
handen find. Nachdem nämlich die Reihe der Zeiger gebildet 
ſt, gehe man in derfelben von der Rechten nach der Linken zu⸗ 
rick bis man zum erfien Male den Zeiger 1 trifft. Alsdann if 
der zumächft vorhergehende Zeiger rechts nothwendig 3, weil er 
ht größer als 2 und nicht gleih I, oder gleich Null fein kann; 
dem wäre er Null, fo müßte rechts davon ſchon einmal der Zei⸗ 
ger 1 vorgefommen fein, was gegen die Annahme if. Links 
aber von. diefem Zeiger 1 kann entweder der Zeiger O, oder A, 
der 2 ſtehen. Iſt diefer links folgende Zeiger O, fo hat man 
wmter drei auf einander folgenden Ableitungen Xarı, Xu, Xm-ı, 
de Folge der Zeiger O, 1, 2. Alfo hat alsdann Xarı in dem . 
Intervalle Feine Wurzel, weil fein Zeiger O iſt, X. hat eine Wurs 
ri (y) und von X find zwei Wurzeln angegelgt, über welche 
"an allemal nach der Regel des vorigen 8. entſcheiden Fann, 
dem man unterfucht, ob die Summe | 

—f#-1(a)  fm-1(b) 
Ba) Tb) 
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größer ift als das Intervall b— a, oder ob die beiden Wurzeln 
der Sleihung Im =0 vorhanden find. Wenn diefe beiden Wur⸗ 
zen von Xm_ı fehlen, fo. ift bewiefen, daß auch zwei der ange⸗ 
zeigten Wurzeln der rechts folgenden Ableitungen Xm—., X., 
«X, fo wieder Function X felbft, fehlen. . Denn alddann gehen, 
duch das Verfchwinden der Ableitung f(x), für x==y, zwei 
Zeichenwechfel zugleich verloren; alfo fehlen zwei Wurzeln von 
fx. Man ziehe fofort von allen Zeigern unter den Functionen 
Xa-ı, Xm-2, = Xı, X zwei Einheiten ab, fo erhält man eine 
neue Reihe von Zeigern, in mweldyer der Zeiger 1 weiter nach der 
rechten Seite fortgerückt ift, und es ift wieder auf-diefelbe Weiſe 
zu unterfuchen, ob von den noch angezeigten Wurzeln ein zwei⸗ 
te8 Paar fehlt, wenn der lebte Zeiger in der neugebildeten Reihe 
noch größer als 1 ift. 

Wenn aber die beiden Burzeln von X. vorhanden und 
ungleich find, fo laſſen fie ſich auch durch Einſetzung engerer 
“Grenzen von einander oder von den Wurzeln der nachftehenden 
Ableitungen Im, Am, U. f. f. trennen; wodurch unter allen 
“ Umftänden der Zeiger 1, welcher dem Ende der Zeigerreihe am 
nächften. Fam, weiter nach der rechten Seite fortgerüdt wird. 
Sind dagegen die beiden Wurzeln von X. vorhanden und 
gleich, fo unterfuche man, ob diefe Wurzeln auch die folgenden 
. Zunctionen X. u f. f. bis X Null machen; man wird dam 
immer finden, wie viele Zeichenmwechfel durch das Verſchwinden 
von Ableitungen verloren gehen, und wie viele gleiche Wurzeln 
von X vorhanden find. Wird Feine der FZunctionen Km, 
X., + X mit X, zugleih Null, fo gehen durch das gleich: 
zeitige Verfchmwinden von Xm_ı und X. zwei Zeichenwechfel ver: 
‚foren, mithin find zwei Wurzeln ald fehlend angezeigt. Als⸗ 
dann ziehe man wieder, wie vorhin, zwei Einheiten von den Zei 
gern von Xu-ı, Xm-2, = X ab,. und unterfuche die dadurch 

entftehende neue Reihe der Zeiger. Ä 


Wenn aber der linfs von 1 ftehende Zeiger niht Null if, 
fo fann er 1 oder 2 fein; d. 5. während zwei Wurzeln von 
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X. angezeigt find, und eine von Xm, ſo Fann auch eine, oder 
es fönnen zwei Wurzeln von Xuaxı angezeigt fein, die aber nie 
mals fehlen Fönnen. Wenn nämlich in einem Intervalle fo viele 
Burn von X vorhanden, als angezeigt find, fo find nothwen⸗ 
dig auch alle in diefem Intervalle angezeigten Wurzeln der: Ab⸗ 
leitungen von X vorhanden, weil fonft Zeichenwechfel durch das 
Verſchwinden von Ableitungen verloren gehen, alfo auch Wur⸗ 
jin von X fehlen müßten. Wendet man diefe Bemerkung auf 
den vorliegenden Fall an, two eine Wurzel von X angezeigt und 
mithin auch vorhanden ift, fo folgt, daß auch die Wurzeln von 
Xarı, wenn deren zwei angezeigt fein follten, nicht fehlen Fön: 
nen, wie eben behauptet iſt. Zerner koͤnnen die Wurzeln von 
Xu und Xmyı nicht einander gleich fein, weil dies zwei gleiche 
Wurzeln von X. vorausfegen würde, während .nur eine Wur⸗ 
‚pl vorhanden ift. Folglich wird man die Wurzeln. von Xax+ı 
md X. allemal von einander trennen, oder den Zeiger von XAAMI 
auf Nulf bringen fönnen, indem man zwiſchen die Grenzen 
des Intervalles neue Werthe einſetzt. Dadurch werden entwe⸗ 
der die beiden Wurzeln von X. von einander getrennt, d. h. 
dee dem Ende der Reihe zunächft.ftehende Zeiger 1 dem Ende 
der Reihe noch näher gebracht, alfo weiter nach der Rechten 
fortgerücft; oder es wird, wenn dies nicht gefchieht, die Folge 
der Zeiger O, 1, 2 erhalten, worauf nah dem Vorhergehenden 
m verfahren ift. Durch diefe Mittel gelangt man immer dahin, 
entweder die Wurzeln von fx von einander zu trennen, oder zu 
finden, dag Zeichenwechfel durch das Verſchwinden von Ablei⸗ 
tungen verloren gehen, wodurch allemal eben fo viele Wurzeln, 
als der verlorenen 3. W. waren, ſich als fehlende ergeben. 

Bei dem Einſetzen der Werthe von x Fann:vorfömmen, daß 
für einen Werth c von x einige Ableitungen Null, und mithin 
ihre Zeichen unbeftimmt werden. Man fee dann, wie fehon 
oben mehrmals gefchehen, zwei dem c unendlich nahe Werthe 
6-dc, de ein, und beftimme hierauf die Anzahl von Zeichen: 
wechſeln, weiche in diefem unendlich Fleinen Intervalle verloren 

8 


x 
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gehen. Iſt fe nicht Null, fo ift diefe Anzahl nothivendig Null 
oder agegde; und es fehlen chen fo viele Wurzeln als fie Ein: 
heiten enthält. ft aber zugleich fc Null, fo giebt der Ueber: 
ſchuß der Anzahl verlovener Zeichenwechfel über die Anzahl der 
vorhandenen Wurzeln (==c), der immer eine gerade Zahl und 
nie kleiner als Null ift, die Anzahl dee in diefem Intervalle feh- 
Ienden Wurzeln. . 


61. Es fei z. B. die Gleichung x +x—1—=X—0 
vorgelegt; fo erhält man - 
—5xt +1, X, =’, X,—608?, X, —1U%, X, —1%0. 


Ä X, X, X, X, X. .X 
-0|+ -— + - +- 
-1|+ - + - +- 53%. 
0|)+0 0 + — 
1! +++ ++ 038%. 


Zufolge diefer Tafel find die Wurzeln nur zwifhen —1 und +1 
zu fuchen, weil alle Zeichenmwechfel in diefem Intervalle verloren 
gehen. Da aber der Werth x—0 mehrere Ableitungen zugleich 
verfchwinden macht, und mithin ihre Zeichen unbeftimmt laͤßt, fo 
fege man einen unendlich Fleinen negativen Werth’ (<0) und 
einen unendlich kleinen pofitiven Werth > ein; fo erhält man 
folgende et Tafel: 


X, X X X X X, 
— 
<0I+ —- + — + — 53. W. 
Br 0 0 0 + — u 
20. +++ — 138. 
1|+ +++ ++ 03. W. 


In dem unendfich Fleinen Intervalle von <O bis >O gehen 
alſo vier Zeichenroechfel durch das Verſchwinden von Ableitun- 
gen verloren; mithin: fehlen vier Wurzeln. Die fünfte Wurzel 
aber befindet ſich zwiſchen O und 1. Ä 
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Die vorgelegte Gleichung ſei 
“ X=x*! —8r? +24? iO, | 
Man findet: 

X, =4&°’— 24x? +48 +2. =. 

X,==24x —48. X, ==24. 


X, X % X, X 
-1/| + — + — 7. 00000 er 
-1|+ — + — +: 438. * 
10 00 41:2 W 
0|+ — + — — 233800 
1il+ -—' + + —723. W. 0. 
0 1 2 a2 a nr 
0 ++ + + +: + 03:8. 


Zwifhen —1 und O gehen zwei 3..W. verloren, und zwiſchen 
1 und 10 wieder zwei. Man bitde in beiden. Interdallen die 
‚Reihen der Zeiger; diejenige. zwiſchen — 1 und-® endigt, wie zu 
fehen ift, mit O0, 1, 2. Demnach berechne man - un 
f(—1)=32, Hz f0)=1, 10-2, Bu 
1), f0_, 
jo ergiebt ſich ID „.f0 Tr 
Die Grenzen find demnach noch nicht eng gemig, um über die 
Wurzeln zu entfcheiden. Bevor man aber engere Grenzen einfegt, 
überzeuge man fih, daß fx und fx feinen gemeinfchaftlichen. 
Factor Haben, und mithin gleiche Wurzeln nicht vorhanden fi find. 
Da diefes in der That der Fall if, fo fee man — 4 mwiſchen 
And 0; es findet ſich 
X. X; X, X, 


Eu Bu 


„I 
4 


X. 
4 
2 
4 
4 





Die Wurzeln fi nd demnach zwiſchen —1 und —4 angezeigt. 
8 
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Zugleich ift das Intervall =, ferner 
(er, fHd=14, -D=32, (N) — 74 3 
| At A3 mithin fehlen die beiden Burgen. 

Es find noch zwei Wurzeln zwiſchen 1 und 10 angezeigt. 
Hier ift die Reihe der Zeiger 0,1, 2,2, 2. Man.berechne demnach 
f'1)—12, = —1, FAN 768, f"(10)—192; 
fo findet man 24+797<9. Alſo find die Grenzen noch nicht 
eng genug. ehe man aber engere Grenzen einfeßt, unterfuche 
man, ob X; und X, einen gemeinfchaftlichen Kactor haben, der 
ztoifchen 1 und 10 Null wird. Ein folcher ift vorhanden, naͤm⸗ 
ih —2. Man feße alſo den Werth 2 ein, und zugleich zwei 
andere ihm unendlich nahe (<2 und >2); fo ergiebt‘ fich 
tn %s X- X. 
.2 +. 0: 0 + 

>2 +.+ :#+.+r + 
In dem unendlich kleinen Intervalle zwifchen <2 und >2 ge 


hen alfo 2 3. W. verloren, ohne daß fx Null wird; alfo fehlen 
die beiden Wurzeln. 


X 
+ 
+ 


Die vorgelegte Gleichung hat mithin gar keine reelle 


Vurjel. 

u 62. Es ſei gegeben: 

we. KR mr’ 3x — 242° + 957? — 46x— 1010. 
X, =5xrt 1%? — 72x? -+-190x —46, 

X, 20x? — 36x? — 144x 190. 

X, =60x? — 72x — 144. 

X, ,=1201—72 ' 

xX,=1%. 


X. X. X, X, X X 
—10 + — + — + -— 53% 
-/I| + —- - + — +4 u 
ir — — tr — — 3 ” 
II + - +4 -3, 
041.2 2 3 | z 
DI + + +++ +0I „ a 


G (eg demnach eine Wurzel zwiſchen — 10 und —, eind 
weite zwiſchen —1 und O, weil in jedem diefer Intervalle ein 
3. V. verloren geht. Ferner find zwifchen 1. und. 20 drei Wur⸗ 
kn angezeigt, von denen eine. gewiß vorhanden ik, fo daß nur 
iu entſcheiden bleibt, ob die beiden andern ebenfalls. vorhanden 


find oder fehlen. In der Reihe der Zeiger findet man 1.zum 


erſtenmale, von der Rechten aus, unter X,; unter X, ftehet 2, 
unter X, O als Zeiger, fo daß die Folge O, 1, 2 vorhanden ift. 
Ran berechne demnach r)30, FA)=—156, 
f10)=15150, f"40)—=5136;5 fo findet man 

0 _ 15150 
156 7 5136 


Gen. Vorher überzeuge man fich aber, daß X, und X, feinen | 


gemeinſchaftlichen Factor Haben, und mithin die beiden Wurzeln 
von X, nicht gleich fein koͤmen. Da es einen ſolchen nicht 
giebt, ſo fege man 3. DB. x=3 ein, fo fommt 


X, X, X, X, X, x 


ß 
® 


0 +++ +++09,. 
88 liegt mithin eine Wurzel zwiſchen 3 und 10; und zwei find 
wiihen 1 und 3 angezeigt. Die Reihe der Zeiger ift 
0014122; alfo die Folge 0, 1, 2 nicht vorhanden Man 


mi daher duch Einfegung engerer Grenzen die Wurzel von 


I, von der von X, trennen. Man fee x=2 ein, fo kommt 


<9I; man muß aljo das Fntervall enger mas 
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_ — Xu X X% _Xı X 
1 + + - + + — 
2 + + .— — + — 

0 1 0 1 2 


3i+ + + 
Der Zeiger 1 iſt dadurch von X, nach X, fortgerücht, und die 
Reihe der Zeiger zwifcher 2 und 3 endigt mit 012. War 
berechne IE— MU, FH, GR, FB; 
fo kommt +23 >1; mithin fehlen die beiden Wurzeln. 
Die Gleichung hat alfo drei reelle Wurzeln, die vollftändig 
getrennt find; eine zwifchen —10 und —1, eine zwiſchen —1 
und O, eine zwiſchen 3 und 10. Die ‚beiden übrigen Wur⸗ 
zeln fehlen. 
Die vorgelegte Gleichung ſei 
I —ı’ -4250; 
ſo kommt 
X, — 4x’ 3'481, Kl 68, . 
X.=24x-6, X. 24. 
X, X X, X 


* 


+ 
+ ⸗ 
3 





Zwiſchen —1 und O liegt eine Wurzel; zwiſchen O und 1. 
find drei angezeigt. 

Man findet den Zeiger 1 zum erftenmale, von der Rechten 
aus, unter X,; recht davon 2, links O; alfo die Folge O, 1, 2 
Man berechne 60) 8, Hase fo ift ſchon 

Z£o | 

. ker‘ >; 
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, 


‚ alfo ift es nicht nöthig, noch Re 


Wurzeln fehlen. Man ziehe von jedem der Zeiger unter X,, : 
X,X%, 2 Einheiten ab; fo erhält man die Zejgerreihe 


zu berechnen. Die beiden 


X, SL u X X 
0 } . 00 4 
4 - 


Zwiſchen O und 1 haben alfo X, und X, feine reelle Wurzel, 
X aber cine, welche vollftändig von den übrigen getrennt iſt. 


63. Es ift-noch übrig zu zeigen, wie eine Wurzel berechnet 
werden Muß, die von allen ‚übrigen getrennt if. Man habe 
alfo ein Intervall, in welchem fich eine einzige reelle Wurzel von 
fx befindet, alfo_die Reihe der Zeiger fih mit 1 endigt. Als⸗ 
dann Fönnen noch Wurzeln von fx und von f’x in dieſem In⸗ 
tervalle vorhanden fein; durch Einfegung engerer Grenzen wer: 
den fih diefelben aber von der Wurzel trennen laffen, wenn nicht 
gerade dee befondere Sal eintritt, daß fx und f'x eine Wurzel in 
diefem Intervalle gemein haben. Dagegen koͤnnen fx und fx 
nicht diefelbe Wurzel haben, weil fonft zwei gleiche Wurzeln von 
ix vorhanden wären, gegen die Annahme. Man unterfuche alfo, 
ob fx und f’x einen gemeinfchaftlichen Factor haben, der in dem 
Intervalle Null wird. Iſt ein ſolcher gefunden, fo. Kefert er 
auch die Wurzel von fx; giebt es aber einen folchen nicht, fo 
theile man das Intervall, bis die Wurzel von fx von denen von 
fx und f'x getrennt ift, alfo die Reihe der Zeiger fi mit O, 
0, 1 endiat. 

In dem Beifpiele, des 8. 57. lag eine Wurzel stifchen 1 
wd 10, und man hatte: 

X, X: X X 


1 — — — 
0 1 10204 
| + + + + 


& hat alfe ſowohl X, ats X, noch eine Wurzel zwifchen 1 


N 


420 2 
und 10, Sekt man x=5 ein, fo kommt 
X⸗ X, X, x 


1 + — — 
5I + + + — 

| 0 0 1 A 
10 + +. + +. 


Der Zeichenwechfel geht alfo zwifchen 5 und 10 verloren, und 
zwiſchen diefen Grenzen hat fx eine, fx und f'x haben feine 
- Wurzel mehr, oder die Reihe der Zeiger endigt mit 0, 0, 1. 

Sind die Grenzen a und b einander fo nahe gerückt, daß die Reihe 
der Zeiger fi) mit O0 0 1 endigt, alfo weder f!x noch f’x in dem 
Intervalle Null werden, fo müffen fa und fb, fo wie f’a und 
f’b gleiche Zeichen Haben. Da nun die Reihe bei a einen Ze 
chenwechſel mehr darbieten muß, als die Reihe bei b, fo koͤn⸗ 
nen die beiden Zeichenreihen,; wenn die drei letzten Zeiger 0 0 1 
fein follen, nur auf eine der vier folgenden Asten enden: 








1. + X, I, X _2 .. X,. X, X 
al + + — + 
0014 1. 
bl: + + — 
3. X, Xı X 4. ee. X, X, X 
a so + — — a “on un + — 

| 00214 001 
b eu — — b »— db + 





Man. bemerkt, daß in jedem diefer vier Säle fx und fx an de 
einen Grenze gleiche, an der anderen Grenze ungleiche Zeichen 
haben; nämlich in den Fällen 1. und 2. haben. fb und fb - 
gleiche, fa und f’a ungleiche Zeichen; dagegen find in den Fällen 
3. und 4. die Zeichen von fa und f'a gleich, und die von fb 
und Fb verfchieden. Zeichnet man den. Bogen der Curve 
x, welcher fih von x=a bid xb erſtreckt, fo hat der 
felbe weder einen Wendepunct, noch-mwird er der Are an einer 

Stelle parallel; ferner Fehrt er der Are an der. einen Grenze, 


wo fx und f’x gleiche Zeichen Haben, feine erhabene, an der an- 
deren Grenze, wo fie ungleiche Zeichen. haben, feine hohle Seite 
m Die Grenze, bei. welcher er gegen die Are erhaben ift, heiße 
die äußere, die, bei welcher er gegen die Are Hohl ift, die in: 
nere Brenze. In den Sällen 1. 2. ift alfo die obere Grenze a 
zugleich die innere, die untere b zugleich die aͤußere; in ben 
Fällen 3. 4. ift die obere Grenze zugleich die äußere, die untere . 
zugleich die innere. Diefen Fällen entfprechen der nee nach 
. die Kiguren 16. “P. v6: 


4 Man kann ſich der Wurzel forwohl von der äußeren, 
old von der inneren Grenze aus näheren, aber auf verfchiedene 
Arten. Es fei die untere Grenze b zugleich die äußere, die obere 
a die innere, wie in 1. und 2. Man dezeichne die Wurzel x 
durch DR, fo ift B, pofitio, und, weil fb—B)=0,. 


ea a5) Findet nun der Fall 1. Statt, fo ift fx poſi⸗ 


tiv, und wächft von fa bis fh, weil f'x pofitiv ift; folglich ift 
fb>f(b—o8). Iſt aber der Fall 2. eingetreten, fo ift —fb 
pofitiv und —f'x wächft von —fa bi8 —fb, weil —f'x pofitiv 
üt, alſo jr —fb>—f(b—-oP). In beiden Sällen ift 
fb 

op)’ 


folglich iſt bb! er kleiner ald b, aber größer als b-B; 


daher ftellt b’ eine neue untere Grenze der Wurzel dar, die der 
Qurzel näher ift als die Grenze b, und diefe Grenze b’ ift zu: 
gleih wieder eine äußere. 

Man gehe fodann von der oberen und inneren Grenze a 
, Der Werth der Wurzel fi a-ra, fo iſt « pofitio, und 
nr San: Findet nun der Fall 1. Statt, ſo iſt fx 
Pftio, und wächft von fa bis Fb, weil f’x pofitiv ift; alfo 
R fb>flarea). Findet dagegen der Fall 2. Statt, fo ift 


nr poß tiv und kleiner als Per —— Fb 
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—fx pofitio, und wächft von —fa bie —Fb, weil —fx po 


ift; alfo ft —fb>— f(a+9o). Sn beiden Faͤllen > Tb po—⸗ 


fitio und Fleiner als a; daher ift i=a—n eine neue obere 


und innere Grenze, welche der Wurzel a-f-ı näher ift, als die 
vorige Grenze a. 

Es fei ferner die obere Grenze a zugleich die aͤußere, wie 
in 3. und 4. In beiden Faͤllen ſieht man leicht, daß der po⸗ 
ſitive Werth von fa größer iſt, als alle andere Werthe, welche 
fx in dem Intervalle von a bi8 b erhält. Wird daher die 
Wurzel wieder mit apa bezeichnet, fo iſt « pofitiv, und 


ee zugleich aber in pofitio und Fleiner 


_— fa 1 __ rs .. . 
Faraa; daher fellt a =a—z, eine neue obere 
und Äußere Grenze dar, welche der urze niher iſt, als die 
Grenze a. 


Geht man endlich von der unteren und inneren Grenze b 
aus, und ſetzt wieder die Wurzel gleich B—PB, fo ift auch PB 


a 


old &«— 


wieder poſitiv und gleich 55 Kerner ift der Quotient 


rn pofitiv und Eleiner als B, weil der pofitive Werth von Fa 
größer ift als der pofitive Werth von f(b— Ep); daher if 


b=b— eine neue untere und innere Grenze, welche det 


Wurzel näher Tiegt, als die Grenze b. 


‚Wenn alfo überhaupt e Die äußere, i die innere Grenze bei 
zeichnet, gleichviel, welche von beiden die obere oder die untere 


fd ſo erhaͤlt man zwei neue engere Grenzen durch die Formeln 
e, ii fi 

j 4 fe’ fe’ 
von denen ce’ wieder eine Äußere, i' wieder eine innere fft. 
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Diefes laͤßt fich auch durch Eonfteuetion anſchaulich ma: 
hen. Es ſeien (Fig. 17.) e und i die Abſciſſen der Puncte e 
ud i der Are, oder, E und J der Curve; fo lege man am den: 
| Yunct E, welcher der äußeren Grenze entfpricht, eine Tangente 
Ee, ud ziehe aus J eine Parallele Ji’, mit derfelben.- Die Gtei⸗ 
dung der Tangente iſt 
| v-fe=fe(u— e) 

ud die der Parallelen: s 
v-fi=feluw—i). 
Für v=0 erhält man bei der Tangente u==e', bei der Paralles 
m u=i; mithin 


65. Man Fann auch die Eonvergenz diefer Annäherung 
auf folgende Art meſſen: Es fei 3. B. die untere Grenze b zu⸗ 
gleich die äußere, Die obere a zugleich die innere, fo ift 


fa , fb 
a’ =ı— 7ᷓ; und b= =b-° « 


Han bezeichne das Intervall b—a mit d, und das fofgende 
—a’ mit 3, fo find 5 und 9’ pofitiv und << Man hat 


— fb —fa 
ı=b-2=b-a- fh’ 
öder, wenn man a=b—$ fekt, und 
eye NHL 
tnidelt, fo kommt, indem ſich mehrere Glieder aufheben, 


„_? ‚fo-e) 
ir a 


De Quotient —— iſt offenbar poſitiv. 





Geſetzt man habe die Grenzen a und b einander fo nahe 


S 
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gebracht, daß nicht allein fix, f’z, fondern auch noch f"'g feine 
Wurzel zwiſchen ihnen babe, fo Bleibt die Function f’x von f!a di 

Th ununterbrochen entweder wachfend oder abnehmend, weil 
f"x, zwifhen a und b, ‚fein Zeichen nicht wechfelt. Daher if 
entweder fa oder fh, adgefehen vom Zeichen, der größte unter 
allen Werthen von fx, zwifchen den Grenzen a und b. Diefer 
pofitive größte Werth von f’x werde mit g bezeichnet. Ferner fei 
h der Fleinfte der beiden Werthe von fa u. fh, ebenfalls ohne Ruͤck⸗ 


fiht auf das Zeichen, fo ift offenbar der Quotient . größer 


als der Quotient ns für alle Werthe von x und y, die nit 
außerhalb der Örenzen a und b liegen. Man begeichne 7; 3h mit 


q, fo ift 4* Ben, und mithin yorı. Nachdem 
der Werth von q ein für allemal berechnet ift, erhält man aus 
dieſer Formel fofort ein Maaß für die fortfchreitende Annäherung, 
‚ die immer fehneller erfolgt, wenn einmal das Intervall fo ein 
getvorden ift, daß nicht allein 3, fondern auch dq ein aͤchter 
Bruch if. Die Grenzen des neuen Intervalles, a’ und b’, geben 
nämlich einen neuen Werth q’ ftatt q, und für das folgende 
Intervall 6" erhält man d—52. q; alein da nach dem Ddu 
gen q’ nothtvendig Fleiner ald q ift, fo ift um jo mehr ’<I”-g; 
folglich braucht man den neuen Werth q’ nicht zu berechnen, for 
dern kann q fortwährend beibehalten. 

66. Beifpiel. Dben war gefunden; daß die Gleichung 
x? 57? 7x—4=0 eine Wurzel -zwifhen 5 und 10 hat. 
Da aber diefe Grenzen noch fehr weit find, fo fege man einige 
Zahlen dazwifchen; man findet leicht, daß die Wurzeln zwiſchen 


6 und ? liegt. | 
X; x X, . "X 


+ + + 
6.26 41 10 


— — — — 
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Man berechne zugleich die Zahlenwerthe von fx und feinen Ablei⸗ 
tungen für x=6, x], 3. B. K6)=—10, f(6)=4, u f. f., 
die hier untergefchrieben find. Da der größte Werth von f'x 

gleich 32, und der rleinſt Bi wi fx gleich 41 ift, alfo 


=, h=41, fo wird == =n, alfo gi. Daher wird 


bei jeder folgenden Annäherung das neue Intervall oͤ kleiner als 
das Quadrat. ded vorigen, oder o de. Um engere Grenzen zu 
echalten, berechne man nach den Formeln 


die Werthe =6+n= —8 p —278 
alſo a'6,1 und b'<6,4. Um aber fofort ein noch kleineres 
Intervall zu erhalten, fee man 6,2 und 6,3 ein. Man findet 


( (6) 02. Opa DE 2)” (O-+ 8 7 — 2" (6) = —1,272, 


dagegen, auf die nämliche Weife, —— ; alfo liegt 
die Wurzel zwiſchen a==6,2 und b==6,3. Man berechne noch 
f(68); der Werth ift 49,07; und man erhält 


RER: —— m 


Da d=0,1 war, fo ift nunmehr d’<0,01; daher braucht man 


nur die beiden erften Stellen von a’ zu berechnen, und die Wur⸗ 
zel liegt zwiſchen 6,22 und’ 6,23..-.. Man berechne 


Sun war (62) —— 1, om. £(6, 24638; (6,2) 272; 


folglich 56,22) —f(6,2)-+0,02-f(6,-+ ++ —— 0,340152, 


‚ ferner f(6,22) —46,8652;, f'(6,22)—27,32; 
daher iſt (6,23) f(6 22 0O, Of - ( 6,22 .. 


— — 0,3401 + +0,4686 ++ 
efenbar pofitiv; alfo liegt die Wurzel zwiſchen 6,22 und 6,23. 


Wan berechne noch 


(6,23) —46,8652-4-0,01 -27,32+(0,01)2 .3= 17.1887, 
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HR 0,340152 _ | 
fo fommt a 6,24 771387 1387 —=6,2272-- 
Das Intervall d war 0,01, alfo d’<0,0001; daher nur 4 
Stellen berechnet find. Ferner findet man 

J £(6,2272) = f(6,22) 0, 0072. (6, ).. 
—__0,340152+-0,0072- 46,8652-4-(0,0072)?.13,66-4-(0,0072)° 
— — 0,002014052352. 
Dagegen ift (6,2273) — f(6,2272)-4-0,0001 + f(6,2272)-+--- 
= 0,0020 -- + 0,0047 +++» 
offenbar pofitiv, alfo Liegt ' die Wurzel zwifchen 6,2272 und. 
6,2273, Man hat noch (6,2273) —=47,06479587; alfo die 
‚neue untere Grenze 
_ 0,002014052352 _.. Er 
A674 TER —6,2272-+0,00004279 
und zugleich ’<0,00000001 ; alfo ift die Wurzel größer als 
6,22724279, aber Eleiner als 6,22724280 -«- 
Man findet aber den Werth ‚von | 

f(6,22724280) = — 0,0020140 --- +-0,00004280 - 47,062 :+-F +" 
Ä = — 0,0020140 + +0,0020142... ++» 
"offenbar poſitiv; mithin ift die Wurzel, bis auf 8 Stellen berechnet, 
‚ folgende: x— 6,22724279. 
Der vortrefflichen Methoden, welche Zourier angiebt, um bei be 
liebiger Sortfegung dee Annnäherung die Decimalftellen auf dem 
fürzeften Wege, . mit Vermeidung aller entbehrlichen Rechnung, 
au erhalten, kann hier nicht weiter erwähnt werden. 
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Curven im Raume und Slächen. 
67. Mean denke fich drei auf einander fenfrechte Ebenen, 
und nehme ihre Ducchfchnittslinien zu Axen fenfrechter Eoordina- 
my, y,z an. ft nun irgend eine Gleichung zwifchen x, y, 7, 
gegeben, welche Durch fix, y, z)—=0 oder auch duch f=0 be: 
rihnet werde, fo liegen alle Puncte, deren Coordinaten der 
Bedingung f—=O genügen, auf einer Flaͤche. Sind aber 
zwei Gleichungen der Art zugleich gegeben, ‚wie f(x,y‚z)==P 
md px,y,z)—0; fo liegen. die Puncte, deren Coordinaten ih- 
sen beiden genügen, in dem Durchfchnitte zweier Klächen, oder 
I einer Eure, welche, wenn fie nicht ganz in eine Ebene fälkt, 
doppelt gekrümmt genannt wird. | | 
Insbeſondere wird eine Ebene durch eine Gleichung von 
der Kom !"axby-Hez—k ausgedruͤckt. Dividiet man diefe - 
Gleichung mit der. Wurzel aus der QDuadratfumme der drei 
Sxefficienten a, b, c, d. i.mit Vla?-+b’+c)—=um, fo kann 
Imen drei Winfel a, B, > bdeftimmen durch die Gfeichungen 


a . b C ⸗ 
(08 ne — os B=— cos v=-—-, welche zuglei 
m’ c m’ \ r n’ \ ch d g ch 





cos q cos B?-F cos y? —1 ergeben. Die Gleichung: 
kt Ebene wird cos &°x-+- cos B-y-+-cos yı=t, 


m in dieſer Form bedeuten. die Eoefficienten von xy, 2. der 
Reihe nach die Eofinus der Neigungen der Ebene gegen die bes 


IM y2, xz, xy; ferner n den fenfrechten Abftand der Ebene 
” Anfange ‚der Coordinaten. Hat man die Gleichungen zweier 
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" &benen ax-+>by-+-cz=k, ax+-b’y-+c z=k' 

fo wird ihre gegenfeitige Neigung i durch die Kormel 
aa '+-bb’+ ce 
beftimmt, oder wenn a?-+b?-+0?=A, a=cosa, b=cosß, 
c=cosy, und ben ſo Aa?b?-rc?—i, acose, 
b'’=cosf', ’=cosy ift, fo wird 
cos i=cosa cos @-cosß cosß'- cosy cosYy. 

Diefe Kormeln, von welchen man häufig Gebrauch zu machen 
Gelegenheit bat, find hier nur in Erinnerung gebracht, merden 
aber aus der analytifchen Trigonometrie als befannt voraus ge 
fest. — As ein zweites Beifpiel von befonderer Wichtigkeit 
dient die Sleihung («—a)?+-(y—b)’-+(z—o’)=r?, welche 
eine Kugel bedeutet; a, b, c find die Coordinaten ihres Mittel 
punctes, und r der Halbmeffer. 

Oft ift es vortheilhaft, die Coordinaten der Puncte einer 
Flaͤche als Zunctionen zweier Veränderlichen: p, q auszudruͤcken. 
Hat man nämlich x=f(p,g), JB, 2=Ulpd). ſo 
kann man zwiſchen dieſen drei Gleichungen p und q eliminiren, 
um die Gleichung der Flaͤche zu erhalten. Es ſei z. B. 

s—a=Acospcosq, y-b=Bcospsing, z-c=Csinp, 
fo ergiebt fid durch Elimination 


— 4)? —h) 2 —92 
* —E —E 1, 


die Gleichung eines Ellipfoides. 


68. Wenn man aus den beiden Gleichungen für eine Curve, 
fx,y)=0, 9(,y,)=0, das eine Mal z. B. z, das andere 
Mal y eliminiert, fo erhält man zwei andere Gleichungen, die 
eine zwiſchen x und y, die andere zwiſchen x und z. Dieſe 
drücken die fenfrechten Projectionen der Curve auf die Ebenen 
xy, xz aus. — Serner Fann man auch die Eoordinaten dei 
Puncte einee Eurve als Functionen einer neuen Veraͤnderlichen 


cos 1= 
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ı darſtellen, ſo daß -x=eft, yot, z=yt ebenfalls eine 
| Som der Gleichungen einer Curve ift, indem man durch Eli⸗ 
‚ mination von t zwei Gleichungen zwiſchen x, y, z erhält. Ein 
eiinfaches Beiſpiel liefern die Gleichungen: Ä 
| xm=at-ra, y=btHß, z=c-+% 
die offenbar eine gerade Linie ausdruͤcken. Die Elimination von t 
Ä r 
, x—d__ y—ß__7—yY 
| gt a bb 7." 
| tie gewöhnliche Form der Gleichungen der geraden Linie im 
Raume. Get man wider Va’-b’+-c?=m, und 


| mi=-, cos ut, cos =, fo find A, u, v die Nei⸗ 


gungen dee Geraden gegen die Axen x, y, z, wovon die analpti- 
ſche Teigonometrie nähere Rechenfchaft giebt. Hat man für 
fine gerade Linie den Ausdruck: 


mut (EEE nung ER en 


nd für eine Ebene ax-+by+cz=k, fo ftehen die Linie und 
de Ebene auf einander ſenkrecht. 

69. Es ſei eine Eucve im Raume vorgelegt. Zieht man 
durch zwei beliebige Puncte a und b derfelben, deren Coordina⸗ 
tmx, y, z und x’, y’, z' heißen mögen, eine Sehne, fo erhält 
' man folgende Gleichungen diefer Geraden 


uU-X__Yoy_woz 

— 

Wemn man ſich wieder den Punct a feſt denkt, waͤhrend die 
Richtung der Sehne ab fo geändert wird, daß b auf der Curve 
Weibend dem a immer näher ruͤckt, und endlich mit ihm zuſam⸗ 
wenfaͤllt, fo gehen, bei dem Zufammenfallen, die Verhaͤltniſſe 
I-r:y—y:7—z in die Differentialverhäftniffe dx: dy:dz 
ber, und man erhält für die Tangente im Plncte a: 

9 





130 | 


Die Verhältniffe dx : dy : dz findet man durch Differentia: 
tion der Gleichungen der Eure. Iſt z.B. x=ft, y=gt, 
z=ut gegeben, ſo wird dx:dy:dz=fi:pt:wt; dalfo 
u—ft__v—pt__w—Ut 
ft got we 





für die Tangente. 
Eine auf. die Tangente fenfrechte, durch den Veruͤheungt⸗ 
punet gelegte Ebene heißt die Normal⸗Ebene, und ihre Glei⸗ 


chung iſt: (ud Hr y)dyHw—z)dz=0. 


70. Durch je drei Puncte einer Curve, welche nicht in er 
ner Geraden liegen, kann man einen Kreis legen. Je näher die 
drei Puncte einander liegen, defto mehr nähert fich diefer Kreis 
einem Kreife, welcher mit der Curve eine Berührung zweiter Drd- 
nung bat. in folcher Kreis ‚heißt der Kruͤmmungskreis, 
wie bei den ebenen Eurven, und feine Ebene die ſich der Curve 
anſchließende Ebene. Sie bleibt beftändig diefelbe, wenn die 
Curve eben ift, wechſelt aber von einem Puncte zum anderen, 
bei Curven doppelter Kruͤmmung. | 

Um den Krümmungsfreis zu finden, feße maıt folgende 
zwei Gleichungen: 

(u - a) ( -b) (-) .1. 
A(u—-a) -B(v-b) -C(v—-) 0. 2. 
Die erſtere bezeichnet eine Kugel vom Halbmeſſer o, die zweite eine 
durch den Mittelpunct der Kugel gelegte Ebene; alfo beide zw 
fammen einen Kreis in dieſer Ebene, der zugleih ein größter 
Kreis der Kugel if. Es find mithin 6 Größen zu beftimmen, 
nämlich die Coordinaten a,b, c des Mittelpunctes, der Halbmeffer 
e des Krümmungsfreifes, und die Verhältniffe A: B:C, von 
welchen die Lage feiner Ebene abhängt. 


Damit erſtens der Kreis durch den Punct x, y, z gehe, 
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muß fein: K—2)?,y—b)?-Hz— eo)’ 0°. 3. 
Ax-a)r-B(y—b)+Ulz-c)=0. 4. 
derner muͤſſen diefelben Werthe ber erſten und ziveiten Ableitun⸗ 
gen von x, y, 2 ſowohl dem Kreiſe als der Curve zukommen. 


Man darf.daher nur die beiden Gleichungen 3. u. 4. jede zwei⸗ 
mal differentiiren, fo erhält man die noch nötigen Gleichungen, 


nid: (X-a)dx (y - b)dy-Hz—c)dz= 0. 5. 
Adx-+Bdy-+ Cdz=0, 6. 
(-a)d’x4+y-b)d?y-Hz-o)d?’z-+dr’+-dy’+-d2?==0, 7. 
| Ad’x+-Bad?y-+ Cd?z=0, 8. 


Subteahirt man die Gleichung 4. von 2., fo fommt die Gleichung 
der anſchließenden Ebene: 
Au )+Bor—V)HeR-De0, 9. 
Aus 6. und 8. findet man fofort: 
A=dyd?z—dzd’y,, B= dzd?2L- dxd?z, 
C=dıd?y—dyd’x. 
(Man fieht, daß es nur auf die Berhältniffe A:B:C an | 
kommt). Werden ferner aus 5. und 7. x—a, y-b, z—c der 
Reihe nach weggefchafft, fo Fommt: | 
B(z—c)—C(y—b)=ds(dx’+dy?-+dz?). 10. 
Cix—-23)—Alı—c)=dy(dx?-+dy?-+-dz?). 11. 
Aly—b)-Bia—a)=dz(dr’+dy’+dz2?), 12. 
von welchen Gleichungen jede eine Folge der beiden anderen ift. 
Rultipficirt man 4. mit A, und fegt für Aly—b) u. AGı—c) 
ihre Werthe aus 11. und 12., fo kommt: 
: (A24B?+-C2%Xx-a)=(Cdy-BdzXdx’-+dy?+dz?). 
Detgleichen ift: | | 
(A?-+-B?-+-C?Xy-b)—=(Adz-Cdx)(dx?-4-dy?-+-d2?). 
(A2-B24-C?%Xz-0) = (Bex-Ady)(dx?-Hdy?-+d2?). 


Addirt man die Quadrete dieſer Gleichungen, und bemerkt, daß 
9 v„ 


13. 
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(Cdy—Baz)?-H Adz— Cax)?-HBdx— Ady)?= 
(A?+-B?-+-C?)(dx?4-d y’+dz2?)—(Adı--Bdy+Cdz)?, 
feenee Adx-+Bdy-+Cdz==0 ift, fo fommt, mit Rüdficht auf 3. 
(A?--B?+-C?)o? —=(dx’-+-dy?-+-dz?)?. \ 
Demnach erhält man ‚folgenden Ausdruck für den Krümmungs: 
halbmeſſer e: 
_ _(dx?-+dy?-4-dz?)? 
PT Tedyd’z-dzd?y)2H(dzd?x-dxd?2)?-Hdxd’y-dyd’x)?] 


Der Nenner diefes Ausdruces laͤßt fih auch, wenn man die 


Quadrate enttwicelt, auf folgende Form bringen: 
V [(dx?-+dy?-+dz?)(d?x?-+d?y?d?z?2)— 


(dsd?’x-+-dyd’y-+dzd?z)’} 


Anm. In der Kolge wird zumellen von dem umgefehrten 
Merthe von o, nämlich 3, ald dem Maafe der Krümmung, 


oder fhlechthin der Krümmung der Curve, in irgend einem 


Puncte, die Rede fein. 


74. Beifpiel. Die drei Gleichungen x=m cosg, | 


y=m sing, 2=np. drüden eine Schraubenlinie aus, die fih 


B -._-. .. 


auf einem geraden Eylinder befindet, deffen Grundfläche ein Kreis 


vom Halbmeffer mi iſt. Betrachtet man 9 als unabhängige Größe, 


fo wid ık=—msinpgdp=—ydyp, dyy=mcospdp=xdy, 
dz==ndg, d’x=—xdp?, d? —=—yd9, d’z==0, weil d’y—0; 
mithin erhält man: dxdy:dz=—y:x:n; alfo fürdieTangente: 


— GE run EEE —— 


und für die Rormalebene: — y(u-L)+Hı(v—y)-+Hn(w—z)=0, | 
oder uy—vi-n(w—z)= 0. Sind a, B, y die Neigungen der 


Normalebene gegen die Ebenen yz, xz, xy, oder, was daffelbe 


ift, die Neigungen der Tangente gegen die Axen x, y, z,. fo, 


findet man, mit Ruͤckſicht auf die Gleichung +" =m’, 


v re cos = —— or 


cos om 
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Simmtlihe Rormalebenen haben alfo gegen die Ebene xy, oder 

fümmtlihe Tangenten gegen die Are der z, gleiche Neigungen, 

weil der Werth von cos y für alle Puncte der Curve derfelbe ift. 

Man echäft ferner. A=dy d’z—dzd?y=nydp?, 
B=—nxdp?, C=(?+y’)dp’=m?’dp?, 

ſodann Cdy—Bdz=(n?-Fm?)xdp*, 
Adz—Cdı=(n?-+m?)ydp*, Bdı—Ady=0, 

md de’--dy?-+d2?=(n’-+r’+-y?)dp?—=(n’-+m?)dp?; 

mithin entfecht Folgende Gleichung der anfchließenden. Ebene: 

ny(u—x)—nxı(v— y)-+m?’(w—z)=0, 
oder: nyu—ııv +m?’(w—z)==0, 
Diefe Ebene ift alfo gegen (xy) unter dem beftändigen Winfel, 


2 
deſen Coſinus Vs} ‚si —— 
geneigt. Kerner erhält man A?--B’--C?=m*(n?-Fm?)dp® . 
und hieraus den Rrümmungshalbmeffer e und die Eoordinaten 
a,b, c ° feines Mittelpunctes, wie folgt: 


, a a u) 


Im u z—-c=0, - 
nꝰx n? n?-+m? 
oder: a=———, b=— — * c23 0* 





Seht man m die Werthe von a, b, e ſtatt x, y, z wieder 
mc089, msingp, np, fo kommt: 

n? cos ꝙ bh n? sin ꝙ 
— Hey 


a — c=n9. 

Die Kruͤmmungsmittelpuncte liegen. demnach wieder in einer 
2 

Shraubenlinie, die ſich auf einem Cylinder vom Halbmeſſer — 


befindet, deſſen re mit der des vorigen Cylinders nom. Halb- 
ueſſer m einerlei ift. 
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Kläden.- 

72. ine Flaͤche werde durch eine beflebige Ebene gefchnit: 
ten; man fucht die Gleichungen der Tangente an einen Punct 
(x, y, 2) der Curve des Schnitted. — Nach dem Borigen if 
für die Tangente an einer Curve allgemein; 

u—Xx Vo — w—7Z 
dx * dy d 1. 
Die Gleichungen der Flaͤche fix,y,)—D und: der fehneidenden 
Ebene ax+By-ryz=k geben differentitet: 
df di df 








. adı-+Pdy+Yydz 0. 3. 


Hieraus erhält man 
nd dd di 
Kdyday Punta 

welche Verhältniffe in den Ausdruck für die Tangente (1) einge 
fegt werden Fönnen. Statt aber diefes zu thun, fege man die 

dy_v-y dz2_w-ı 
Werthe dx u-x’ &«& u— 
hält man die Gleichung zweier Ebenen, deren Durchſchnitt die 
Tangente ift, nämlich; | 


aus 1, in 2. und 3, fo er 


df df di 
IE NZ 4 


a(u—s)-FBlv—y) FYv—zZ)=0. 5. 
Die Gleichung 5. druͤckt offenbar die Ebene des durch (x, y, 2) 
gelegten Schnittes aus. Die Gleichung 4. dagegen ftellt eine 
Ebene dar, welche ebenfalls durch den Punct (x,y,2) geht; uͤbri⸗ 
gend aber von der Lage des Schnitte ganz unabhängig if. 
Wie daher auch die Ebene des durch (x,y,z) gehenden Schnit: 
tes liegen möge, fo liegt die Tangente deffelben, für diefen Punct, 
immer in der Ebene 4., oder diefe Ebene ift der Ort der Tan: 
‚genten, welche fich an beliebige ebene Schnitte, die durch denfel: 
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| ben Punet dee Fläche gelegt werden, in diefem Puncte ziehen 
| hfen. Sie Heiße die Berährungsebene der Flaͤche. 
Die auf der Beruͤhrungsebene im Beruͤhrungspuncte ſenk⸗ 
| Seht errichtete Linie heißt Normale, und ihre Gleichungen find: 
| u—ı _v-y_vw_z 

air 

| dx dy dz 
Ein z ald Function von x und y angefehen, und werden feine 








partiellen Ableitungen (2) mit p, mit q bezeichnet, fo ift 


dz 
\dy 
f 
era, und + Pz= —=l(, fo wie 
— 0. Unter dieſer Torausfegung erhält man für die 
Berührungsebene die Gleichung 
w—z=plur) Hay), 
md für die Normale: 
uU—xX voy 
— — — — (wo) 
P I ( 
eder uch Uu—x+-plw—z)=0, v-yglw—z)==0. 
73. Als Gleichung für irgend eine beliebig durch die Nor: 
male gelegte Ebene fei angenommen 
ox+-By-+Yz=k, 
fo fieht man leicht, da Y=ap-+-Pp fein muß, damit ber 
ı Sgnitt ein Normalfchnitt fei, d. h. durch die Normale gehe. 


& foll jegt die Krümmung (>) diefes Schnitte, in dem 


Pant x, y, 2, beftimmt werden. 
Der allgemeine Ausdruck für das Quadrat des Krüms 
muingsmaaßes, iſt nach 8. 70., folgender: 

1 _(dyd?z—d?ydz)?-+d?y ?+-d’7? 
0? (dx?+-dy?’+-dz?)’ 
venn d!x—0 gefet wird. Die Gleichungen des vorgelegten 
Eqnittes find die der Zläche fix,y,z)=0 und der fehneiden- 





Bd u 


| 
! 


[4 


h 
) 
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den Ebene ax-+-By-pyz=—k. Durch Differentilrung derſelben er⸗ 
Hält man: de=pdx-Hqdy, adı-+Bdy-+Ydz=0, 
une 
(= — d?z d’z 

dx?’ dxay’ | —gy: 
Bd?y--yd?2—0. 


— — 


Hieraus in fi 
pr * _ ge 
y= —Brgy’ B-+g7 ’ 
‚ und wenn zur abeariuna nt: wird. 


r +25 27 + (2 7) =, 
d’y Er d?z hß 


TE A ray 

In den vorftehenden Ausdruͤcken muß man fi die Werthe ein⸗ 
gefegt denken, welche p, q, r, 8, t in dem vorgelegten Puncte 
erhalten. Da die fehneidende Ebene zugleich durch die Normale | 
dieſes Dunctes geht, fo muß auch | 
y= op-+-ßgq | 
geſetzt werden, wie oben ſchon bemerkt iſt. Hierdurch erhaͤlt man: 

dx? +dy® +4? _ BEI HEHNHBg, 

dx? (B-FqY)? 
Wird der Zähler auf der rechten Seite entwickelt, und der oe 
Werth von » berücfichtigt, fo findet man denfelben 
=ar(1+g’)-+B?(14+pP)-+-2ap-+Lgy-Hp’rg’)y?—2pge 
== (a +-B?--y?XK1-rp?+g?)—a’p?—B?g?—2pgaß-Fy” 
= HUHN, 
wenn noch 1-H-p?’r+q?=1? gefeht wird. Daher 
x de’ +dy®’+de?__ Pig’ +y’), 
dx? | a 2 

Kerner erhäft man 


i 


| 
| 


ee nen + RER Eee ii "ei En 


ri 
Q0— d yer—dty_ BAY), _ ah 
(Erg)? Brgp' 


d’y vh d?z £ßh 


—— m — GE — — 


de? ""ary’ da’ By’ 
a y ’_ (a?-+B?-4-y?)h? . 
woraus OQ +() + I) +(Z = B. 
und, mit Hülfe der Gleichungen A. und B. 
— 4__NEHrM‘ . 
1a +B?4+y?)? 
⸗ TCGB) “ 
gefunden wird. Multiplicirt man jedes Glied der Gleichung A. 
mit dem auf der nämlichen Seite befindlichen von C., und ent: 
wickelt — 5, 1 fommt - 
1 _ hdx? , 
e ” Kdx’4-dy?-+-dz?) 
Man fchreibe zur Abkuͤrzung e für =, und feße für dz feinen 
Werth pdx--gdy oder (p-Pgs)dx, und r-+2se-r-ts? 
für bh, fo fommt . | 


un 


7T.-2ꝛ2Zsgetæꝰ 
—— 
der Ausdruck fuͤr Kruͤmmung irgend eines Normalſchnittes. 
Die ſaͤmmtlichen Normalſchnitte unterſcheiden ſich von einander 


D. 


durch Die verſchiedenen Werthe, welche das Verhaͤltniß Bio , 





für jeden derſelben erlangt. Da aber 4 =— 


y=—=ap-rPq, fo fieht man, daß ſich e nach den verfchiedenen 
Lagen des Rormalfchnittes mit dem Verhaͤltniſſe P: « zugleich 
ändert. Man Fand demnach diejenigen Rormalfchnitte fuchen, 
weichen die größte oder Fleinfte Krümmung zukommt, oder viel- 
mehr, genauer zu veden, diejenigen, in welchen ein Wechſel der 
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Ab⸗ und Zunahme der Krümmung, in Hinficht auf die benach⸗ 
barten Normalfchnitte eintritt. Diefe Normalſchnitte follen in 
der Folge Hauptfiohnitte genannt werden. Um fie zu finden, 


darf man nur aus D., die Ableitung von rn nah ⸗ nehmen 


und gleich Null fegen. Es war ' 

e(r+2se-+t8°) =I(1-+2°--({p-+ge)?). 
Wird diefe Gleichung nach e und s differentiict, de aber Null 
gefegt, fo erhält man fofort: 

el He)=Kler(prgddg), 

und folglich, wenn aus den beiden borſtehenden Gleichungen 6 
eliminirt wird: 

r28e 4tæꝰ AH 

ste —  pg-treitg”) 

Entwicelt man diefe Gleichung nach Potenzen von e, fo Fommt, 
indem fich die höchften Glieder aufheben: 
[sA1-Fq?)-tpgle’+Lr(i+q?)-tC1-Hp?)]e + pgr-s(i+p?)=0. 


74. Diefe Rechnung fest offenbar voraus, daß die Ablei- | 


tungen p, q, r, 5, t in dem gewählten Puncte fänmtlich be | 


ftimmte Werthe haben, indem mehrere Schlüffe ungültig wuͤr⸗ 


den, wenn ein befonderer Punct der Fläche vorhanden und ge | 


wählt wäre, für welchen dieſe Annahme nicht Statt fände. Im 
Allgemeinen alfo giebt es zwei. Hauptfchnitte, mie vorftehende 
quadratifche Gleichung lehrt. Man Fann ferner beweiſen, daß 


— — — — 


die Ebenen dieſer Hauptſchnitte immer ſenkrecht auf einander ſte⸗ 
hen. Denn man denke ſich den vorgelegten Punct zum Anfange 
der Coordinaten, und die Beruͤhrungsebene daran zur Ebene der 


x, y oder u, v gewählt. Die allgemeine Gleichung der Beruͤh⸗ 
tungsebene an einen Punct x,y,z iſt w—z=p(u—x)--q(v—y); 


- indem angenommenen Kalle iſt fie aber die Ebene u, v, alfo ihre 


Gleichung w==0; fo daß nicht allein x<—=0, y=P0, 2=0; fon; 
dern au p==0, q==D ift. 
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Wied in der obigen Gleichung für s, in Folge der erwaͤhn⸗ 
tn Annahme der Coordinaten, p==0, q==0 gefegt, fo Fommt: 


#° 4 — o— 1 =—=0, 
welche Gleichung offenbar immer zwei reelle Wurzeln hat. 
In war =” =; es fä ferner yzıx % „ die Steigung | 


d 
eined der beiden geſuchten Hauptſchnitte, fo wird 2 = 8 u. 


gür den zweiten Hauptſchnitt fi yxtgu“; fo find tg u 
ud tg u die beiden Werthe von e, welche fi ſich aus der vorſte⸗ 
henden Gleichung ergeben, und man hat: 


tgu+ gu, zug —=—1. 


Die letzte dieſer Gleichungen giebt cos cosw +sinu sinw'=0, 
oder coslu—u)—=0, alſo u-—u—ir, woraus her 
vorgeht, daß die 'Geiden Hauptfchnitte ſenkrecht auf einander 
ſtehen, w. z. b. w. 


75. Es iſt noch uͤbrig, die Kruͤmmungsmaaße der daupt⸗ 
ſchnitte allgemein auszudruͤcken, zu welchem Zwecke & aus den 
beiden Gleichungen: 

or +2e He?) 
eG@-Hte) = I(pg-+(1-+g”)e) 
i eliminieen if. Zur Vereinfachung fee man noch 0 Al, 
ſe hat man 
Kr4-2se+t8?)=1-Fp?-+2pge+1-+rq°)e?, 
Ast) =pg-Hi-Fg®)e. 

Rimmt man ten Werth von e aus der zweiten Gleichung und 

Akt ihn in die erfte, fo kommt: 

Ag? —)?+2s(1+-g?—MlAs—pg)-Hl—pg)?]= 

pH? —M)?+2pgli-+g?—At)(As—pg) 
+AÜrg As pD’- 
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Dieſe Gleichung bringe man auf Null, und bemerfe, daß als: 
dann d-rqg?— At ein gemeinfamer Kactor aller Glieder wird, 
der offenbar im Allgemeinen nicht Null fein kann, weil fonft der 


Werth von e= ra entweder unendlich groß fein, oder der 


Zähler As—pg mit dem Nenner zugleich verſchwinden müßte, 
108 allgemein nicht der Zall if; fo erhält man, indem man den 
anderen Kactor gleih Null fegt: 


A+HpP’ ANA? —M)—(pg—s)?=0, 
mithin: | | 
(rt—3?)2?— [r(i-+q?)—2pgs Hip’) -r1-Hp?’-rq? =0, 
oder, wenn wieder für A, [ eingeführt wird, wo 
1=Vi+P +2 fh 
(t—s’)e’—[r(i-+q°)—2pgs +Ht(i-H-p?)]leHl!=0. 
Durch diefe quadratifche Gleichung werden alfo die Kruͤmmungs⸗ 


halbmeſſer der Hauptfchnitte beftimmt. Mennt man den einen 
diefer beiden Krümmungshalbmefler eg’, den andern E”, fo ift: 


+ " FÜHgN —2pgeHtHpNN — 1* 





rt— 8? 5 


76. Da die Ebenen der beiden Hauptfchnitte fenfrecht auf 
einander ftehen, fo kann man fie, die Ebene xy wieder ald Be 
rührungsebene genommen, zu Ebenen der xz und yz wählen 
Alsdann wird nit allein p=0, qg=0, fonden ah 


s—=0. Um died einzufehen, darf man nur auf die Glei⸗ 


chung &? + .e—1=0 zuruͤckgehen, von weicher IKB 
und ig w die beiden Wurzefn warn. Man batte 

igu tige = =, . Nach) der jet gefchehenen Wahl der Coor⸗ 
dinaten muß ae u=0, Win, alfe ig u unendlich sroh 


⸗ 
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md mithin, wenigſtens fofeen r, € endliche Werthe haben, a0 | 
ı fein Durch diefe Annahme vertwandelt fi) der allgemeine Auss 


l 2 

| druf dee Krümmung n in ir ($. 73. D.); oder, wenn 

| smigy gefeßt wird, alfo » die Neigung der Ebene eines Nors 
malfhnitte® gegen die Ebene xz ausdrädt, erhält man: 





Sr cosy’+t sinv?. 


Für die Hauptfchnitte wird 0, »=—4r; mithin e= 2, 
„_4 
"=—; alſo: 


1 _ (sin y)2 (cos R. 

Fe er 
Durch diefe Formel findet man die Krümmung eines beliebigen 
Rormalfchnittes (der mit dem Hauptfchnitte, deſſen Krümmung 


- it, den Winkel » einſchließt), wenn man die Krümmungen 


z ud — der beiden Hauptſchnitte kennt. 4 
Kür einen auf dem vorigen fenfrechten Normalfchnitt ver⸗ 
wandelt ſich > in var, alfo (cos»)? in Csinv)?, und 
(inv)? in (cos»)?, und wenn fein Krümmungshalbmefler E, 
it, fo kommt: | 
-14 _(cos»)? (sm V. 
FF — Tr ’ 
1,1 1.1 re \ 
woraus fofort folgt: et d. i. die Summe 
u 1 
der Kruͤmmungsmaaße zweier auf einander ſenkrechten Normal⸗ 
ſuitte iſt, für einen beſtimmten Punct der Flaͤche, beſtaͤndig 


77. Endlich iſt noch zu zeigen, wie ſich hieraus die Kruͤm⸗ 
Mungen en Schnitte finden laffen, die gegen die Normal: 
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ebene beliebig geneigt find. Man denke fich einen ſchiefen Schnitt 


E, nehme feine Tangente, d. i. feinen Durchichnitt mit der Be 


rährungsebene zur Are der x, und die Normale der. Fläche jur 
Are der z. Der Krümmungshalbmeffer des Normalſchnittes xz wird 


3 
nach $. 48. dur ir ausgedrüdt. Da aber die 


Are der x zugleich Tangente an die Curve des Normalſchnittes 


ift, fo wird, für den Anfang der Eoordinaten, 20, alfo ift 


23 
e=5, der Krämmungshalbmefler des Normalfchnittes. Nimmt 


man ferner eine zweite Are z’ ebenfalls fenfrecht auf x in der 
Ebene E an, fo wird der Krümmungshaldmeffer ꝙ des Schnittes E 


3 
2 ıa\5 ! 
durch = ar i ausgedrückt, oder weil * ebenfalls 


2 
Null iſt, durch —5. Es kommt alſo nur darauf an, das Ver⸗ 


2 


haͤltniß der Werthe von = und — I für den Anfang ve 


Coordinaten zu finden. Zu dem ee bezeichne man mit i die | 


- Neigung der Ebenen xz und E, oder der Aren z und gegen 


einander; fo ft y=0O die Öfeihung der Ebene xz, und y=ılzi 
die der Ebene E. Jede diefer Gleichungen ift mit der Glei⸗ 


hung f(x,y‚z)=0 der Zläche zu verbinden, um die Curve dei 


Schnittes zu erhalten. Wird nun vorausgefegt, daß der vorge 
legte Punct der Fläche fein befonderer Punct if, für welchen die 
Ableitungen aufhören, endliche und reelle Werthe: zu haben, ſo 


läßt fih z als Zunction von x und y nad Potenzen dieſer Groͤ⸗ 
ßen entwickeln, ſo daß 
dz d’z 
| (Er Hl) te 
« d d d? 
ober weil ==, ==) mr ul 
z=4(rr’-H3sxy-Hty?), 
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mern man alle Glieder, die in Bezug auf x und y von Höherer 
| als der zweiten Ordnung find, wegläßt, mweil fie, wie man aus 
der folgenden Rechnung deutlich erfehen wird, feinen Einfluß auf 
ı dab Refultat haben Fönnen. Betrachtet man nun erftens den 
 Remalfchniet er für welden y=0 ift, fo wird für denfelben 


ı=!n?, alfo Der, für x=0, Kür den ſchiefen Schnitt 


R yzligi, oder, wenn man z—=Wy’+2? einführt, 
u y=z7sini, und z=z2cosi. Werden vorftehende 
Verthe von y und z in den obigen für z gefeßt, fo kommt: 
22 cosi—rx?-F2sx7 sini-tz'? sini?. 
Diferentiirt man diefe Gleichung zweimal, indem man z' als 
Sec von x betrachtet, und feßt De x=0, 7=0, 


=0, fo erhält man den Werth, twelchen I 73 = für den Ans 
— der Coordinaten erlangt, nämlich: 


37’ 


dx? .00si=r. 





dolglich iſt im, und mithin, da = , 


x? 
en; war, e'=ecosi, d. h. der Krümmungshalbmeher eg’ 


de fihiefen Schnitte E Ift die Projection des Kruͤmmungshalbm. 

des durch die Tangente von E gelegten Normalfchnittes. — Diefe 
Ehe enthalten Alles, was nöthig ift, um die Krümmung eines 
beliebigen Schnittes einer Fläche, in einem gegebenen Puncte zu 
frden, unter der Vorausfegung, daß die Ableitungen p, q, r, 
st für diefen Punet nur endfiche und beftimmte Werthe haben. 
Nu befondere Puncte aber, für welche die Ableitungen unendlich 
‚er unbeftimmt werden, find fie nicht auszudehnen. 


n Den in einem Puncte ber Fläche die Kruͤmmungs⸗ 
Bafe und om der beiden Bauptfepnitte gleiche Zeichen haben, 
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fo folgt aus der Formel des 8. 76. 


1__sin vt, cos »? 

e € el Ä 
daß auch das Kruͤmmungsmaaß jedes beliebigen Normalfchnittes 
daffelbe Zeichen hat. Alsdann find, in diefem Puncte, alle Nor: 
malfchnitte nach derfelden Seite hohl, oder die Berährungsebene 
liegt ganz auf einer Seite der Flaͤche. Wenn aber die Kruͤm⸗ 
mungsmaaße der Hauptfchnitte entgegengefege Zeichen haben, fo 
fehrt der eine die hohle, der andere die erhabene Seite nach der: 
felben Richtung bin, und das Kruͤmmungsmaaß wechſelt, für 
einen ztoifchen den beiden Hauptfchnitten befindlichen Normal⸗ 
fchnitt, indem es durch Null geht, fein Zeichen. Alsdann liegt 
. die Berührungsebene nicht ganz auf einer Seite der Fläche, fon 
dern fchneidet diefe, und zwar in dem NRormalfchnitte, deſſen 
Kruͤmmungsmaaß Null if. Solche (concav⸗convere) Flächen 
entftehen 3. B. durch Umdrehung einer Curve, wenn diefelbe der 
Drehungsare ihre erhabene Seite zufehrt. 

Zwiſchen den Flaͤchen, die überall concansconcan, und de 
nen, die überall concav=conveg find, liegen, als eine Mittelgats 
tung, diejenigen Zlächen, von denen der eine Hauptfchnitt, in jedem 
Duncte, das Krämmungsmaaf Null hat. Geht man von irgend er 
nem Puncte einer ſolchen Fläche in der Richtung dieſes Hauptſchnittes 
zu einem unendlich nahen Puncte fort, und von da zu einem zweiten, 
u. f. w., fo erhält man eine Linie in der Fläche, deren Krüm 
mungsmaaß überall Null if‘, und die mithin nur eine gerade 
inie fein Fann. Da nun die Berührungsebene zugleich Die Tan⸗ 
gente jedes Normalſchnittes enthält, fo muß fie auch diefen ge: 
radlinigten Hauptfchnitt berühren, und die in Rede ftehenden 
Flaͤchen haben mithin die Eigenſchaft, von der Berührungsebene 
überall nicht bloß in einem Puncte, fondern in allen Puncten es 
ner geraden Linie berührt zu werden. | 

Nennt man, (nah Gauß) das Product aus den Kruͤm⸗ 


mungemachen Z,, on der beiden Hauptfämitte das Rem 


1) 


x 


Sg 
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mungsmaaf der Flaͤhe, ſo iſt dieſes, fuͤr die eben erwaͤhnte 
Art von Flaͤchen, Null. Run ift aber, nach 8. To das Kruͤm⸗ 


mungsmaaß einer Fläche - Pr allgemein gleich X folglich 
muß, fuͤr die Flaͤchen, deren mungen Null if, 


d’z d’z 
dx? day? Je fein. 








t-3?==0 oder 





| Dies ift eine fehr bemerfenswerthe Gteichung zwiſchen den Hass 


tielen Ableitungen zweiter Ordnung von z, welcher die Gleichun⸗ 
gm der erwähnten Zlächen ſaͤmmtlich Genuͤge thun muͤſſen. 


79. Man kann aber auch eine allgemeine Form fuͤr alle 
dieſe Gleichungen finden. Es fei zu dem Ende an einen Punct 


G, y, 2) einer folchen Fläche eine Berührungsebene gelegt, des 


ö— — — —— — — — — — — — — — —— — 


sen Gleichung 
w—z==p(u—x)-»q(v—y) 

oder w—pu—gqv=z—pı—qgy 

fin wird. Man kann nun auf der Flaͤche fo fortgehen, daß 
man zugleich auf der Beruͤhrungsebene bleibt, weil, nach der 
Vorausſetzung, die Fläche von dieſer Ebene in einer geraden 
fine berührt wird; alfo Fönnen die Werthe von x, y, z fo ges 
öndert werden, daß die Gfeichung der berährenden Ebene diefelbe 
bleibt, oder p, q, z—px—qy ungeändert bleiben. Damit dies 
in jedem beliebigen Buncte der Zläche möglich fei, muß noth⸗ 


"wendig die Gleichung der Fläche fo beichaffen fein, daß zwei der 


Groͤßen p, q, 2—px—gy Zunctionen der dritten find, alfo z. B. 
49p, 2-px—qy=Yp} 
wo 9 und 1 zwei ganz beliebige Functionen von p bezeichnen. 
De Gleichung für die Berührungsebene der Fläche, an u 
einem beilebigen Puncte, ift demnach 
w=- puU—g9p v=Yp 
Im die Gleichung der Geraden. zu finden, in welcher diefelbe die 


Faͤche berührt, denke man fich dieſe Gerade als die Grenze, 
40 
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welcher der Durchfchnitt ziveier in benachbarten PBuncten gelegs 
ter Berührungsebenen defto näher kommt, je mehr diefe Puncte 
fi dem Zufammenfallen nähern. Es muß demnad für diefen 
Durchſchnitt nicht allein die obige Gleichung gelten, fondern auch 
diejenige, twelche man echäft, wenn man von ihr die Ableitung 
nach p nimmt, u, v, w aber ungeändert läßt. Diefe ift 
| u+gpp-vF-Vp=0. 
Giebt man der Größe p irgend einen beliebigen Werth, fo er: 


hält man aus den beiden vorftehenden Gleichungen eine der in 


der Flaͤche befindlichen Geraden. Eliminirt man aber p aus 
beiden, fo erhält man eine Gleichung zwifchen den Eoordinaten 
u, v, w, melde den Drt aller diefer Geraden, d. h. die ver 
langte Zläche ausdrüdt. 


"Man fehreibe x, y, z ftatt u, v, w- und « flott p, und 
betrachte in den Gleichungen für. die Ztäche, nämlich: 


z—-0x—pa-y=YVa md s+-yparwa =0, 


x und y als unabhängig veränderliche Größen, mithin z und « 


als Funetionen derfelben.. Man nehme nun die partielle Ablei⸗ 


tung nach x, fo fommt: 
d 
S—o=(4yga-ryo)S ’ 


oder teil x+ypa-+-Wa==0; aa 


Wird ferner die Ableitung nad y genommen, fo erhält man | 


— 


2 -9=0; alfo if v=9(G =), oder, nach den fruhe⸗ 
ven Bezeichnungen q==gyp. Nimmt man von diefer Gleichung 


wieder bie Ableitungen nach x und y, v fommt: | 
Fa I) 


Ber 





147 


oder, kuͤrzer bezeichnet, s—=gYp'p-r, t==p'p-s, mithin, durch 
Slimination von Y'p: 

rtt— s?’=0. 
Die in den Gleichungen Z—-0X= (a: y=Wa’ und 
i+rpa--Wa—0 enthaltenen Flaͤchen genügen alfo ſaͤmmt⸗ 
ih der ober gefundenen Gleichung rt—s?==0, oder haben 
dad Kruͤmmungsmaaß Null. 


50. Mean ftelle fi im Raume ein beliebiges geradfinigtes, 
aber nicht in einer Ebene enthaltenes Polygon ABCDE vor 
(dig. 18.). Werden die Eeiten Aber die Spigen hinaus ver 
lingert, und durch je zwei auf einander folgende Seiten Ebenen 
gelegt, fo entfteht ein Polyeder, deffen Grenzflächen in der Figur 
dureh GBH, HCK, KDE dargeftellt werden. Denkt man ſich 
nun die erfte diefer Grenaflächen, GBH,, feft, und dreht den bes 
nachbarten Theil der Polyederfläche um die Kante BH, bis die 
nächfte Grenzflaͤche HCK in die Ebene der vorigen GBH fällt; 
deeht hierauf den folgenden Theil der Polyederfläche um die 
Kante DK, bis die Grenzfläche KDE wieder mit den beiden vos 
rigen in einer Ebene liegt, u. ſ. f.; fo wird die ganze Polyeder: 
flähe in eine Ebene ausgebreitet oder abgewickelt. Diefes 
gilt, wie klein auch die Seiten des gegebenen Polygones ABCDE 
werden mögen, und befteht alfo auch noch, - wenn das Polygon 
in eine Curve übergeht. Alsdann verwandeln ſich die Verlaͤnge⸗ 
rungen der Seiten des Polygons in die Tangenten der. Curve, 
und das ganze polpeber in eine abwickelbare Fläche, von 


welcher die Grenzflächen des Polyeder berührende Ebenen wer: 


den. Um die Gleichung diefer Fläche zu finden, feien y=fx, 
=Fx die Gleichungen der Curve, fo find Ä 
. — — V—7 
| um Im fx "Fir 
die Gleichungen ihrer Tangente, welche ſich auch fchreiben laſſen, 
vie folgt: 
10 * 
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w=-uFfı=Fx—ıF'x 
| v-ufı=hk—ıfx. 
Wird x aus diefen beiden Gleichungen eliminiert, ſo erhält man 
die Gleichung der abwickelbaren Kläche, zwifchen den Eoors 
dinaten u, v, w. 

Man fchreibe wieder x, y, z ftatt u, v,w und ß ftatt x, 
fo fommt: 
2-ıFB =FB—PBFR. 
v-ıfB=f3—BfB. 

Diefe Gleichungen find zwar von den im vorigen 8. gefundenen, 
namlid: z—ax—gpa.-y=vYa und x-Fypasya=0 

der Form nach verfchieden, drücden aber mefentlich nur diefelben 
Flähen aus. Nimmt man nämlich die Ableitungen derfelben 
nach x und nach y, fo kommt 


P-FR=G-APR.E, g=@-MFr- 


dp. 
dy’ 
B=@-PrB-E, =. 


folglich durch Divifion | | 
F BEB—fBF"B F"£ß 


— FB. FB _ 
—— *7 oder Peg und 73’ 


woraus, durch Elimination von ß, nichts weiter folgt, ald daß q 
eine Zunction von p ift, wie vorhin. 


81. Man Fann aber auch die Gleichung der abwickelbaren 
Flaͤchen fofort in der Geftalt der in 8. 79. erhaltenen Gleichun⸗ 
gen finden, wenn man von der Berührungsebene derfelben aus: 
geht. Diefe Berührungsebene ift nämlich Feine andere, als die 
anfchließende Ebene der Eure y=k, 2==Fx, deren 
Tangenten die Flaͤche erzeugen. 


Die Gleihung für die anſchließende Ebene eegiebt fi 
nad) $. 70: 
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(Fi fx—fs- Fri uw) HF rlw—Fo)=0. 
Ran fee F'r-Fr—fx-F'r=f'ra, F'r=f’s- po, 
—(Fx-f’s—fıF"sIı—F'ifi+Hf'sFx—=f"s- Vo; 
und ſchreibe x, y, 2 ftatt u, v, w, fo erhäft die Gleichung der 
onfhliegenden Ebene die Form: 
2Z—0oxX—pa-y=YWa, 
in welher pa und a zwei Sunctionen von « find, deren Form, 
nah Befchaffenheit der Gleichungen der Eurve, y=fx, z—=Fs, 
verigieden fein wird. Nimmt man von vorftehender Gleichung wie⸗ 
dee die Ableitung. blos nach a, fo erhält man die Gleichung für 
irgend eine Tangente der Curve, naͤmlich 


xFyQa+-Va=0, 
und durch Elimination vo & die der Fläche, wie oben. 


Umgefehrt Fann man auch, wenn die Gleichungen einer ab⸗ 
wickelbaren Flaͤche 
Z—-X—- go -y=Ya und x-+ypoa-ta=0 
gegeben find, die Gleichungen der Curve finden, durch deren 
Zangenten fie erzeugt wird. Denn die beiden vorftehenden Gfei- 
Hungen drücken, für irgend einen Werth von a, eine diefer Tan- 
genten aus, und man erhält mithin die Eoordinaten eines Pun- 
ctes der verlangten Eurve, wenn man den Durchſchnitt zweier 
auf einander folgenden Tangenten fucht, d. h. von den beiden 
vorftehenden wieder die Ableitung nach « nimmt. Nun ift aber 
die zweite fchon die Ableitung der erften, nach a; alfo Fommt 
aue noch die Ableitung der zweiten Hinzu, nämlich: 
ypo'’a+-W'a=0. 

Wird aus diefen drei Gleichungen « eliminiet, fo erhält man 
jwei Gleichungen zwiſchen x, y, z, welche die Curve liefern, de: 
ten Tangenten die abwickelbare Fläche erzeugen. 

Um noch eineandere Entftehungsweife der abwickelbaren Floͤchen an⸗ 
ingeben, denke man ſich auf einer beliebigen Flaͤche eine Curve beſchric⸗ 
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ben. Die Berührungsebene der Kläche, an einen Punct diefer 
Curve gelegt, Hat die Gleichung 
v-7=pu—r)-+qyv-y) | 

In diefee Gleichung find, vermöge der Gleichungen der Eurve, 
y, 2, p, q fämmtlid Functionen von x; fie ift alfo von der 
Form w—au—gpa.v=YVa, 10 co, Ya, Wo Functionen von 
x find. Denkt man fih nun in fammtlichen Puncten der Curve 
di: Berührungsebenen an die Zläche gelegt, fo bilden die Durch 
fehnitte derfelben eine abwickelbare Fläche, deren Gleichung man 
. erhält, wenn ‚man von der vorftehenden die Ableitung nach x, 
oder nah a, nimmt, d. i. urvparYa=0 fegt, und hier 
auf « eliminirt, . 


82. Eine cylindrifche Fläche entfteht, wenn eine gerade 
Einie, einer gegebenen Geraden beftändig parallel bfeibend, an el 
ner. Eurve fortbewegt wird. — Die Gfeihungen der Geraden 
fein y—ax=a, z—bı=Pß; fo find a und b gegebene bes 
ftändige, a und B veränderlihe Größen. Nun feien x’, y’, z 
die Eoordinaten eines Punctes, in welchem die Eurve von der 
Geraden getroffen wird, fo muß, indem y’ und z’ $unctionen 
von x’ find, zugleich auch 

y_ar=o, „—bi=ß 

fein; mithin find & und B ebenfalls Sunctionen von x und affo 
ß eine Zunction von @, B=9ya. Folglih muß auh z-bi=ß 

eine $unction von y—axr=o fein, alfo ift | 
z—bı=gp(y—ax) 
die Gleihung einer beliebigen Eplinderflähe. — Nimmt man 
von derfelben die Ableitungen nach x und y, fo kann man die 
Function 9 eliminiven; nämlich weil 


oo  p-b=—gp'(y-ax).a, g=gp'(y—ar);. 

fo folgt: p—b-Faq=0, oder praq=b. 

Dies ift eine partielle Differentialgleichung der erften Ordnung, 
welcher jede Gleichung genügen muß, die eine Eylinderfläche dar: 
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ſtellt — Diefe Gleichung genügt auch der Bedingung 
rt—s?=0, d.h. au lnd andbe find ab wickelbar. (Man 


erinnere ſich, daß A St, I= 3,5 Fra iſt. Nimmt 


man nämlid- von de Gleichung praq==b die Ableitungen 
nach x und y, fo Fommt: ' 

r+as=0, sFat=0, alfo rt=s?, mw. z. b. w. 
Die geometriſche Bedeutung der Gleichung p-Hag=b ift 
feine andere, als daß jede Berährungsebene der Eplinderfläche 
einee geraden Linie parallel if, von welcher ya, z=bx die 
Gleichungen find. 


83. Wenn eine Gerade, indem fie an eine Eurve fich Ich: 
nend forträcht, zugleich immer ducch einen feften Punct geht, fo 
beſchreibt fie eine Kegelfläche. 

Es feien a, b, c die Eoordinaten des feften Punctes, und 
die Gleichungen der‘ Geraden: 

y—b=u(x—a), z-c=P(x—a). 
Setzt man für x, y, z Werthe, die zugleich der Curve angehoͤ⸗ 
ven, fo ergeben fih « und B als Functionen von x, weil y und 
z e8 find; alfo ift B=gYa, mithin " 
—— _ „(Yb 


die Gleichung aller Kegelflächen. — Nimmt man die Ableitun- 
gen nach x, fo Fommt: 


(—a)p— (ze) _ (LP). y—b 
. (a—a)? aa)?’ 
oder (—a)p=z2—c—(y—b)y' (= 


und, wenn man die Ableitung nad) y nimmt, g= (E); 


mithin iſt PG—a)+qy—b)=2—c 
die partielle Differentialgleihung aller Kegelflächen. Sie bedeus 








‚140 


Dieſe Gleichung bringe man auf Null, und bemerfe, daß als: 
dann 4-rg?—At ein gemeinfamer Factor aller Glieder wird, 
der offenbar im Algemeinen nicht Null fein Fann, weil fonft der 


Werth von e= T — It entweder unendlich groß fein, oder der 
Zähler As—pg mit dem Nenner zugleich verfchtwinden müßte, 
was allgemein nicht der Fall iſt; fo erhält man, indem man den 
anderen Factor gleih Null fegt: 

(A+p?—Ar1-4g? (ps = =0, 
mithin: | 
EEE 
oder, wenn wieder für A, - eingeführt wird, wo 


1=Vitp rg ih 
(t—sY)e?’—[r(i-rq)—2pgs-Ftli-+p?)]lo-1'=0. 

. Durch diefe quadeatifche Gleichung werden alfo die Krümmungs- 

halbmeſſer der Hauptfchnitte beftimmt. Nennt man den einen 

diefer beiden Rrümmungshalbmeffer eo’, den andern E”, fo ift: 


LArg) —2pgs Hip ll — 
rt—s? ‚= ps? 





, +0" = 


76. Da die Ebenen der beiden Hauptfchnitte fenkrecht auf 
einander ftehen, fo Tann man fie, die Ebene xy wieder ald Be: 
rührungsebene genommen, zu Ebenen der xz und yz wählen. 
Alsdann wird nicht allein p=0, q==0, fondern au 


s=0. Um dies einzufehen, darf man nur auf die Glei⸗ 


ung g? + .e—1=0 zuruͤckgehen, von welder ig m 


und ig w die beiden Wurzefn waren. Man batte 
gu Hip = =, . Nach der jet gefchehenen Wahl der Coor⸗ 
dinaten muß aber u—0, W=4r, alſo ig unendlich groß, 


⸗ 


l 


Antegral : Hechnung. 
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⸗ 
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| Integral-Rehnung. 


d4. Lehrſatz. Zwei Functionen fx und x, welche die⸗ 
ſche Ableitung fx haben, koͤnnen nur um eine beftändige Größe 
von einander verfchieden fein. 

Denn man fete fx—yx=Fx, und nehme die Ableitung, 
ſo ſt fx-ox=Fx=0, für jeden Werth von x, weil 
=9s; mithin iſt auch Far-+k)=Fx-+-kF(x-+-ok)=F%z, 
Bi P(A-20k) Null iſt; d. h. die Sunction Fx ändert ihren Werth - 
nicht, wenn x den feinigen ändert, oder Fx ift ift eine von x 
mabhängige, mithin beftändige Größe; w. z. b. w. 

Folglich ift, wenn C eine beliebige Conſtante bedeutet, allemal 

\ fx =goxı-+ C, 
bald, für jeden Werth von x, fx—=yp'x iſt. 

Eine Function x, deren Ableitung die gegebene Zunction 
fi, oder deren Differential fxdx ift, heißt das Integral diefes 
Diferentials (oder auh die Stammgroͤße diefer Ableitung), 
und wird Durch Vorſetzung des Buchftabens / bezeichnet, fo 
dab, wenn dun ſx · dx 

Vfx dx 

* Die Operation des Integrirens, welche durch / angedeutet 

med, iſt alſo die umgekehrte des Differentürens, indem fie durch 
* aufgehoben wird. Der Urſprung des Zeichens /, welches 
er Summe andeuten foll, wird nachher angegeben werden. — 
Bean ivgend eine Function dx gefunden ift, welche die Ablei- 
tung fx hat, fo fiellt Yyx->C (C eine beliebige Conſtante) die 
form vor, in welcher jede Zunction enthalten ift, die fx zur Ab- 
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leitung hat. Diefe Form heißt das allgemeine oder auch das 
vollftändige Integral von fx; aus ihm Fann man fo viele 
befondere Integrale erhalten, als man will, indem man der 

Conſtante beliebige Werthe beilegt. 

Ein conftanter Factor a der Ableitung Hat auf die Opera⸗ 
tion des Integrirens feinen Einfluß, und fann mithin außerhalb 
des Integral: Zeichens gefebt werden, d. h. man hat | 

Safxdx=affk dx. 
Ferner iſt Alxtgs)ds—ftxds-h/pxdı, mie leicht einzufehen. 
In diefen Ausdruͤcken muß man fih die willfürliche Eonftante 
als in der Bezeichnung des Integrals enthalten denken, wie auch 
zuweilen im Folgenden. 

Kennt man das Differential einer Zunction, fo hat man in 
der letzteren auch fofort das integral jenes Differential; ;. F 
da d-w—ne"-idı iſt, fo folgt 


Sar-Id=r+C; oder auh Aid 2n+C. 
Even fo ift 
ST=lognat x+C, fed=e’+C, fardı= 






ar c | 
lognata ' 
Scosxk=sinx+C, [snık=—cosı+C, 
I 

cos x? 

Durch Differentiation überzeugt man fich leicht von der Richtig: ] 
feit der vorftehenden Kormeln. 


=tigı+C. uf. w. 


85. Wenn allgemein fixdx=ıpx--C gefeht ift, fo kann 
man die Eonftante C einer beliebigen Bedingung unterwerfen, 
die ſich in der Regel aus der Befchaffenheit der aufgabe ı von 
felbft ergiebt. 

Vorausgefekt, daß die Function Vx von x=a bis zu irg 
einem Werthe von x endlich und ftetig bleibt, fo Fann man v 
langen, daß das integral für x==a verfchwinde, oder vo 
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x=a anfange. Damit dies der Fall ſei, muß die Conſtante C 
aus der Bedingung 
C+ Ya =0 | 

befinmt werden, welhe C—=— Ya giebt. Um auszudrücken, 
daß ein integral von x=—=a anfangen foll, fügt man dem Zei⸗ 
Gen /den Buchftaben a unten bei; und wenn man noch den 
Bert angeben will, welchen x nach vollendeter Integration ers 
haten foll, fo fchreibt man auch diefen noch oben hinzu, und 
jear in folgender Weife: 


S kdı= un, — Ya; Ä 
5, das Integral Sixdx, fo genommen, daß es für x—a vers 
Mminde, und bis zu dem Werthe x, ausgedehnt, oder das In⸗ 
kl / ſx dcx, genommen zwiſchen den Grenzen x=a und x=x,, 
wird durch Tu fxdx bezeichnet, und ift gleich ax, — a. 

Dieſes Integral erhält einen beftimmten Werth, fobald die 
tenen a, und x, beftimmte Werthe erhalten, und wird dann 
ubeſtimmtes Integral, oder ein Integralwerth genannt. 
on hat z. B. 

[Rrik—ix Cl; | 
bt Sieh, und (wi; u. dgl. m. 
fein x,, Xı, x. drei Werthe von x, zwifchen denen wx bes 
ig endlich und ftetig Hleibt, und nach dem Vorigen: 

Jixds=yr, — Uxo, S, ku= VXx — Vi, 

S, Kd=yn, — un; j 
folgt SI ki—fIxdi-rf Ixde. 
| X Ve 3 


a man alfo Das: Fntervall der Grenzen, zwifchen welchen 
Integral genommen werden foll, in befiebige Theile theilt, fo 
man das ganze Integral als die Summe der diefen Ebel | 
"hrehenden Integralwerthe anfehen, 
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Es war: [Bdr=yn —ux.. 
% 


Der Quotient —— wird bekanntlich, wenn, wie voraus 
Tag ” 


gefegt ift, dx immer endlich und ftetig. bleibt, deſto genauer gleich 
der Ableitung von Yx, für x=x,, je, Peiner x,—x, ifl. Men 
folglich xo, Xı, Xa,ıXn beliebige auf einander folgende Werthe 
von x find, fo fft 


Stuhl kdrf idee /" Kam 
x Ye a Xn--1 


En) rar 


Xı —Xo I —Xi 
und dieſe Summe naͤhert ſich der folgenden: 
(Xı —x1, X, -x fx, ++. Han )n-ı 
defto mehr, je Pleiner die Differenzen x —x,, Y—xı, nf fh 
genommen werden, weil mit der Abnahme z. DB. von x—. 
der Quotient —— ſich der Ableitung von Px, für x=iw 
Ro | 
d. 5. dem Werthe fx, nähert. 


86. Umgekehrt Täßt fich beweifen, daß, wenn fx dlih 
und ftetig bleibt, die Summe Ä 


IA =(f —ı,)i +&:—xX x 1 + un )%-1 


fich einer beftimmten endlichen Grenze nähert, "wenn die Inter⸗ 
valle Kı—Xo, Ka—Xı, U ſ. f., welche zwiſchen den aͤußerſten 
Worthen x, und x. liegen, immer kleiner werden. — Es wird am 
genommen, daß die Werthe Xo, Xı, Kay" Xn Det Größe nad 
auf einander folgen, alfo die Differenzen x —o, Kı—Xı, weh 
ſaͤmmtlich gleiche Zeichen haben, die man ſich, der Einfachhei 
wegen, pofitiv denken fann. | 
Unter einem Mittelwerthe von fx foll ein Werth verftan 
werden, welcher zwiſchen dem größten und dem kleinſten 
Werthe liegt, die fx im einem gegebenen Intervalle, z. B. 0 
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x bie x erhält. Ein folcher laͤßt ſich Immer durch. 
Ks, +&lxn—x,)) bezeichnen, wenn © eine Zahl ift, die nicht 
außerhalb der Grenzen O und 4 liegt. — Der aufgeftellte Satz 
laͤßt fih nun folgendermaßen bemeifen : 


| Die Summe Ss liegt offenbar zwiſchen den beiden Pros 
durten, Die man erhält, wenn man die Summe aller Differenzen 
IK, X Xu, u. fe fi, de i. Kai, mit dem größten, und 
‚ wenn man fie mit dem kleinſten unter alten Werthen von fx., 
k,-fx_, multiplicirt. Folglich ift A gleich einem Producte 
aus einem Mittelwerthe von Ix in za—Xo, d. I. 


S=R Na +). 


Run theile man jedes der Intervalle von x, bie x, x, bis x,, 
u. ſ. fi wieder, in Pleinere Intervalle, und bilde die Summen 


fr Sir u. ſ. f., nach demſelben Gefege, nach welchem / ge⸗ 
biſdet war; fo erhält man wieder: 
Ss = (HH —X X +9, (X, —X0)) 
Se + Re fe 
Han fee ferner 
+0 (nr )=ftoteo, OR mitt, 
uff; fo erhält man: 


Kl =S, + — 
* —2X (Kn—Xn—ı): 
ie Summe der mit &,, &ı, u. f. f. multiplicirten Glieder ift 


gleich dem Broducte aus dee Summe der Intervalle, D. i. 
IX. in einen Mittelmerth & von Eo, Er, - Sn-ı; mit⸗ 


fa iſt | TEA +++/, Tr). 


Meiner nun ſaͤmmtliche Intervalle x, —Xo, Ka —Xı U ſ. f. 
mmen werden, deſto mehr nähern ſich &,, &,, der Null, 
defto genauer wird auch e==0D, und 
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‘ 1 2 2 
—3— — 
Hiermit iſt bewieſen, daß, wenn jedes der Intervalle x, — x. 
x— —Xi,“ wieder in beliebige kleinere getheilt, und die Summe, 
der Producte aus den Intervallen in die entſprechenden Werthe 
von fx genommen wird, dieſe Product⸗Summe der vorigen 4 
deſto naͤher kommt, je kleiner die Intervalle ko Ki 
waren. Nun denfe man fich eine beliebige andere Eintheilung 
des Intervalle x.—x.,, und bilde die ihr zufommende Products 
Summe, welche mit 2, bezeichnet werden mag, fo ann man 
eine dritte @intheilung annehmen, welche ſowohl von der erften, 
als von der zweiten Cintheiiung eine Untereintheilung iſt; die 
Product⸗Summen M, 2, nähern fi) alsdann beide der zu die 
fer dritten Eintheilung gehörigen Product-Summe; alfo nähern fie 
fi einander; mw. 3. b. mw. 


87. Das Integral S""ixdx iſt alſo gleich dem Werthe, 


welchem fi die Summe /, " nähert, indem die Differenzen 
XıXo, XKaXı,° fih der Null nähern. So lange fx endlih 
und ftetig bleibt, und wenn das Intervall xu—x, endlich ift, iR: 
diefer Werth ebenfalls ein beftimmter und endlicher, und zwar 
gleich dem Producte aus einem Mittelmerthe von fx in das In⸗ 
tervall z.—x.; Daher iſt auch das Integral 


Skalen). 
Wenn die Function fx innerhalb der Grenzen x, und x. nicht 


‚ überall endlich und ftetig ift, oder auch wenn das Intervall 
Xn—x, unendlich groß iſt; fo wird der Werth des Integral 


JS. edx in manchen Fällen unendlich groß, in andern gänzlich 


unbeſtimmt, in noch anderen endlich und beftimmt. Kennt man 
einen allgemeinen Ausdruck aux des Integrals Sixdx, fo erhält 


Br? 


| man den Integralwerth 7 fx dx, fo fange endlich und ſte⸗ 
tg Bleibt, allemal durch die Formel: 


S. . kdıx=Yx —Ux.. 


Gohald hingegen für einen Werth a von x, ztolfchen x undx,,. 


de Function dx ‚nicht zugleich endlich und ftetig ift, fo wuͤrde 
man haufig fehlerhafte Refultate aus dee Anwendung der vors 


ſühenden Formel erhalten. Es werde z.B. das Integral SZ 


Ran hat allgemein JS kn =lbgx; alſo vx==log x, 
%n)=log (n), Y—m)=log (—u); woraus 


S2=1s(2) 


- folgen würde; ein imaginärer Werth, der offenbar falſch if. — 
Sn ſolchen Zällen muß man bei der Beftimmung der Eonftans 
; tn denjenigen Werth a von x beachten, bei welchem die Unter: 
Dehung der Stetigfeit der Function dx Statt findet. Zu dem 
Ende fuche man die Werthe der Integrale SIxdx von xx, 
Wı—=a—u, und von x=a-4v did x—=x,; u und v bedeus 
ken zwei beliebig Pleine pofitive Größen, und es ift angenoms 

















dsdann derjenige, welchen die Summe 


—X -[., fx dx = x, -Uarv)-Ya—u)— %YK,) 
h nz L 
fr u=0, v=n erhält. Ä 
Um z. B. über den Werth von [2 dr zu entſcheiden, wel⸗ 


Integral oben angefuͤhrt wurde, ſuche man, da fuͤr 
1=2==0, log x=— co wird, die Summe 
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m. —=—ım bid x,—n verlangt, wo m. und n pofitiv find. ' 


m, daß x, >x, if. Der Werth des Integrals * fxdx iſt 


| 





.. 
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Integrol-Rehnung. 


84. Lehrfap. Zwei Sunctionen fx und 9x, welche die⸗ 
ſelbe Ableitung fx haben, koͤnnen nur um eine beſtaͤndige Größe 
von einander verfchieden fein. 

Denn man fee fx—Ypı==Fx, und nehme die Ableitung, 
f ft fx-oı=Fx=0, für jeden Werth von x, weil 
fs—=gp'x; mithin it auch Fear+k)=Fx+kF(x-+-8k)—=Fx, 


„weil F'(x+Ek) Null iſt; d. h. die Funetion Fx ändert ihren Werth- 


nit, wenn x den feinigen ändert, oder Fx ift ift eine von x 
unabhängige, mithin beftändige Größe; w. z. b. w. 
Folglich ift, wenn C eine beliebige Conftante bedeutet, allemal 
“ k=goxı+C, 
fobald, für jeden Werth von x, fx=gp'x ift. 

Eine Zunetion x, deren Ableitung die gegebene Function 
fx, oder deren Differential fxdx ift, heißt dag Integral dieſes 
Differential (oder auch die Stammgroͤße diefer Ableitung), 
und wird duch Vorſetzung des Buchftabens / bezeichnet, fo 
daß, wenn . dıx=fx.dx, 

=/kıx — 
iſt. Die Operation des Integrirens, welche durch / angedeutet 
wird, ift aljo die umgekehrte des Differentücens, indem fie durch 
diefe aufgehoben wird. Der Urſprung des Zeichens /, welches 
eine Summe andeuten ſoll, wird nachher angegeben werden. — 
Wenn irgend eine Zunction x gefunden ift, welche die Ablei⸗ 
tung fx hat, fo ſtellt yx--C (C eine beliebige Conſtante) die 
Form vor, in welcher jede Function enthalten ift, die fx zur Ab- 


— 


J 
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leitung hat. Diefe Form heißt das allgemeine oder auch das 
pollftändige Integral von fx; aus ihm kann man fo viele 
befondere Integrale erhalten, als man will, indem man der 
Conſtante beliebige Werthe beilegt. 

Ein conftanter Factor a der Ableitung hat auf die Opera: 
tion des Integrirens Feinen Einfluß, und kann mithin außerhalb 
des Integral: Zeichens gefebt werden, d. h. man hat 

Safkdı=affx dı. 
Ferner iſt AlxHpx)ds—/ixdx--/prds, tie leicht einzufehen. 
An diefen Ausdrücken muß man fi) die willfürliche Eonftante 
als in der Bezeichnung des Integral enthalten denken, wie auch 
zumeilen im Folgenden. | 

Kennt man das Differential einer Sunction, fo hat man in 
der legteren auch fofort das integral jenes Differentials; z. 2. 
da dex——nx-idx iſt, fo folgt 


fordern +C; oder auch Aridi J 


Eben ſo iſt 
= "—lognatx-+C, ferix=er+C, GE tt | 
S.cos xd—=sinx+C, S sin sk—=— 00sı+C, u 

dx | 

[65 s=tiı HC. u. f. w. \ 


Dur Differentiation überzeugt man fich leicht von der Richtige 
feit der vorftehenden Kormeln. | 


55. Wenn allgemein Skk=yx-+C gefegt if, fo Eann 
man die Eonftante C einer beliebigen Bedingung unterwerfen, 
die fih in der Regel aus der Befchaffenheit der Aufgabe J 
ſelbſt ergiebt. 

Vorausgeſetzt, daß die Function Yx von x=a bis zu irgend 
einem Werthe von x endlich und ſtetig bleibt, fo kann man ver⸗ 
langen, daß das Integral für x==a verfchwinde, oder von 
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ı=a anfange. Damit dies der Zall fei, muß die Eonftante C 
aus dee Bedingung 
C+ya=0 
befimmt werden, welhe C=— Wa giebt. Um auszudruͤcken, 
daß ein Integral von x==a anfangen ſoll, fuͤgt man dem Zei⸗ | 
| Sen [den Buchftaben a unten bei; und wenn man noch den 
Werth angeben will, welchen x nach vollendeter Integration ers 
beiten foll, fo fchreibt man auch diefen noch oben hinzu, und 
war in folgender Weiſe: 

Sidi yx, — Ya; 
d.h. das Integral Sfxdx, fo genommen, daß es für za vers 
ſhwinde, und bis zu dem Werthe x, ausgedehnt, oder das In⸗ 
legral / ſx dx, genommen zwiſchen den Grenzen x=a und x—x,, 
nid durch S"" Fxdx bezeichnet, und ift gleich x, — ya. 
Diefes Integral erhält cinen beftimmten- Werth, fobald die 
ien a, und x, beftimmte Werthe erhalten, und wird dann 


beftimmtes Integral, oder ein Integralwerth genannt. 
a hat z. B. 












xda —C; 
if x dxixt, und Sek}; u. dgl. m. 


fien x,, Xı, x. drei Werthe von x, zwiſchen denen x bes 
dig endlich und ftetig bleibt, und nach dem Vorigen: 


Six dx=Yx, — Yxo, S ku= VXx — VXi, 
[tx k=eyu,—ux; 
folgt Ski ixdir/ Ixdı. 
Xs 36 x, 


man alfo das: Intervall der Grenzen, zwiſchen welchen 
JIntegral genommen werden foll, in beliebige Theile theilt, fo 
man das ganze Integral ale die Summe der diefen Theis 
entiprechenden Integralwerthe anfehen. 
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88 war: S dur, — Uxo. 


Der Quotient Y* m —— wird bekanntlich, wenn, wie voraus⸗ 
17 


gefegt ift, dx immer endtich und ftetig bleibt, defto genauer gleich 
der Ableitung von x, für x=—x,, je, kleinere x,—x, iſt. Men 


folglich x, Xı, Xa,+Xn beliebige auf einander folgende Werthe 
von x find, fo ift 


dj fx dx Isdienep 5 ſxax⸗ 
Yxı — Yxo u _ Yen 
)* x, — — ober 4 (X Xn_1)*® ex N 
und diefe Summe nähert fich der folgenden: 
(Xı —., RX, —ı 1 ix ı tr" Hau in-ı 
defto mehr, je Fleiner die Differenzen s—x,, —iı, uff 
genommen werden, weil mit der Abnahme z. B. von x.—H. 
der Quotient ya — 48 fih der Ableitung von Wx, für mim 
ag 
d. 5. dem Werthe fx, nähert. | 


(X —X 


86. Umgekehrt läßt fich beweifen, daß, wenn fx endlich 
und ftetig bleibt, die Summe 


S=6ı — RX IX ++ +- nun VfR-1 


ſich einer beftimmten endlichen Grenze nähert, ‘wenn die Inter 
valle x —Xo, K—Xı, U ſ. f., welche zmwifchen den aͤußerſten 
MWerthen x, und x. liegen, immer Feiner werden. — Es wird am: 
genommen, daß die Werthe Xo, Xi, Kay Xu DE Größe n 
auf einander folgen, alfo die Differenzen” Kor Ka, ef ? 
fämmtlich gleihe Zeichen haben, die man fich, der Einfachhel 
wegen, pofitio denken fann. 

Unter einem Mittelwerthe von fx foll ein Werth verftan 
werden, welcher ztoifchen dem größten und dem Pfeinften 
Werthe liegt, die fx in einem gegebenen ntervalle, z. B. 
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x bis x erhält. Gin folcher laͤßt fi Immer durch 
G. +&x.—x,)) bezeichnen, wenn S eine Zahl ift, die nicht 
außerhalb der Grenzen O und 1 liegt. — Der aufgeftellte Satz 
läßt fih nun folgendermaßen beweiſen: | 
Die Summe Ss liegt offenbar zwiſchen den beiden Pro: - 
durten, die man erhält, wenn man die Summe aller Differenzen 
I—Xo, AomXı, u. ſ. f. d. i. XnXo mit dem größten, und 
wenn man fie mit dem Lleinften unter alten Werthen von fx,, 
ix, ft, multipfieiet. Folglich ift fs gleich einem Producte 
and einem Mittelwerthe von ix in z—xX,, d. 1. | 


=) +). 


Fun theile man jedes der Intervalle von x, bis x,, x, bie x-, 
uf. fe wieder in kleinere Intervalle, und bilde die Summen 


[sr Sir u. ſ. fe, nach demfelben Gefege, nach welchem Sı ge: 
bildet war; fo erhält man wieder: 
Ss = (1 —x,)fX, +8 (X, —X0)) 
LER); le fe 
Dan fee ferner 
+0, (1 X, )=fiotee, nr ehr, 
u. ſ. f.; fo erhält man: 


HL He HS EN HE N) + 
+31 —n-ı). 
di Summe der mit &,, &ı, u. f. f. multiplicirten Glieder ift 


gleich dem Producte aus dee Summe der Intervalle, d. i. 
I—xX, in einen Mittelmerth & von &o, Ei, * &n-ı; mit: 


Bl rel). 


x Peiner nun fämmtliche Sntervalle X —Xo, Ka—Xı U ſ. f. 
mmen werden, defto mehr nähern ſich &o, &,,“- der Null, 
defto genauer wird auch e==0D, und 


| 
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‘ 1 2 n n 
HILLS 
Biermit ift bewieſen, daß, wenn jedes der Intervalle 1.— x, 
Xa—X,,.. wieder in beliebige Fleinere getheilt, und die Summe 
der Producte aus den Intervallen in die entfprechenden Werte 
von fx genommen wird, diefe Product: Summe der vorigen Ä; 


defto näher Fommt, je kleiner die Intervalle x. —xo, Ku" 
waren. Nun denfe man fi) eine beliebige andere Eintheilung 
des Intervalle z.—x.,, und bilde die Ihr zufommende Product 
Summe, welche mit 2, bezeichnet werden mag, fo fann man 
eine dritte Eintheilung annehmen, ‚welche ſowohl von der erften, 
als von der zweiten Cintheiiung eine Untereintheilung ift; die 


Product⸗Summen /y, zu nähern ſich alsdann beide der zu die 


fer dritten @intheilung gehörigen Produet⸗Summe; alfo nähern fe 
fi einander; w. 3. b. w. 


87. Das Integral S. "fx dx ift alfo gleich dem Werthe, 


welchem ſich die Summe /" nähert, indem die Differenzen 


KK, Kai, fih der Null nähern. So lange fx endlich 
und ftetig bleibt, und wenn das Intervall x.—x, endlich ift, R- 
diefer Werth ebenfalls ein beftimmter und endlichen, und zwar 
gleich dem Producte aus einem Mittelwerthe von ix in das ns 
tervall z.—x,; daher ift auch das Integral 


Rs kık=n—), + —X)). 
Wenn die Zunction fx innerhalb der Grenzen x, und x. nt 


‚ überall endlich und ftetig iſt, oder auch wenn das Interval | 


Xn—x, unendlih groß ift; fo wird der Werth des Integrals 
* fxdx in manchen Fällen unendlich groß, in andern gänzlih‘ 


unbeſtimmt, in noch anderen endlich und beftimmt. Kennt matt 


einen allgemeinen Ausdruck aux des Integtals Sixdx, fo erhoaͤl 


ma den Jntegralmer JS ixdx, fo fange yx endlich und ſte— 
| tig bleibt, allemal durch die Kormel: 


I fxdx yx, — Ur. 
: &bald hingegen für einen Werth a von x, zwiſchen x, und x,, 
die Zunction x nicht zugleich endlich und ftetig ift, fo würde 
man häufig fehlerhafte Refultate aus der Anwendung der vors 
ſehenden Formel erhalten. Es werde z.B. das Integral [2 
mw.=—m bid x,—n verlangt, wo m. und n pofitiv find. 
d | 

Ran hat allgemein SZ =lgx; alſo Yx log x, 
Kı)=log (n), Y—m)=log (—m); woraus 


Ste (25) 


folgen würde; ein imaginärer Werth, der offenbar falſch if. — 
a folhen Fällen muß man bei der Beftinynung der Eonftans 
tn denjenigen Werth a von x Beachten, bei welchem die Unter: 
beehung der Stetigfeit der Zunction x Statt findet. Zu dem 
Ende fuche man die Werthe der Integrale SIxdx von xx, 
 x=a—u, und von x=a-+v bid x—x,; u und v bedeus 
ten zwei beliebig kleine pofitive Größen, und e& ift angenoms 


mn, daß x, >x, if. Der Werth des Integrals * fxdx iſt 


| | | 4161 
| 
| 



















alsdann derjenige, welchen die Summe 
—X -[., fx dx = ya, — Yarv)+Yla—u)—%CK,) 
% Av - 1 
fr u=0, v=9 erhält. Ä 
dx 
Um z. 2. über den Wert von SE zu entfcheiden, wels 


Integral oben angeführt wurde, fuche man, da für 
3220, log x=— co wird, die Summe 
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. SE 
welche gleich u 
log (-u)— log Cm)+lg (n) - los )= 


ls ( —— —— ) 


iR Da fr uO, S, dieſer Werth unbeſtanmt if, ſo h 
auch dee des. vorgelegten. Integrales unbeſtimmt. 


Man hat — ———— 
' j dx 1 4 ud 1 4 
alſo it SE Sm 


folglich SE Ki,ı_1_1 4 fir a=0, v0; mithin 
iſt diefes Integral unendlich ar u, v 2m find als pofitio 
zu denken, wie vorhin). 
Ein. lehrreiches Beiſpiel iſt noch folgendes: Man hat 
ddr; folih 


x 
[ * dx ==arc iex—arctea. 
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"Ok Ben iſt aber nur fo lange richtig, und mit dem obigen 

arc so arciga übereinftimmend, als die Function 

Gel nn z fetig bleibt. Betrachtet man den Gang diefer 

din m nähe, fo wird inan finden, daß, indem x don —co 

— 4 woͤchſt, die Function von arc PL die waͤchſt; 

MB deſeide aber; Für xml, "vom dem Woethe 4-4 zu 

' m Berke mir plötlich ‚abergeht, und Nesuf, indem x von 
— Yon + woͤchn von ir sie aretgt mög. Nim⸗ 


# man ſebe (u yoſitiv rn. fo wi, 





=+im. fi u=0; 





gr iſt. 
den Grenjen der Inte⸗ 
Integral richtig.· Joͤr 
bet - "Anpaxc=f-ra? 
3, wenn / 10pox fhr:den 

Integrals/ poſitiv iſt. 


n Grenzen der Integra⸗ 


ch das Unendliche geht, 
cdurch Null aus dem 
giebt die obige FZormel 
grals. 


1* 
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* 
4 


3 


. Feen 
welche gleich 


dog (-u)— log (-m)+log (n)—bg( = 


Be — 


ik. De fir u=0, 1==0, diefer Werth undeftimmt , 1“ if 
auch der des. vorgelegten. Integrales unbeſtimmt. 


Man hat - * Const - 
Pk 11 ud 4 4 
iS, a SE: m’ 


- folglich Sa S mu „für u=0, v0; mithin 


iſt dieſes Integral endich —F R, m find als pofitis 
zu denken, wie vorhin). 
Ein lehrreiches Beiſpiel iſt noch folgendes: Man hat 


Fels | 


we 
d arcig — 
Sa IH pre 16x —arctgn,. 


ein Werth, der für jedes beliebige x und a gilt, weil die Zunetion 
arcigx (die übrigens immer zwifchen 47 und — Ir zu neh⸗ 
men iſt, F. 21.) von x=—co bis +0 ſtetig bleibt. 


Differentiirt man aber den Ausdruck arc tg Per fo‘ echätt 


man das Differential nr indem a heraucfalt, tie man. 

— a 
Iax 
5a Ru wicd, fo koͤnnte man ‚allgemein ſetzen: 


St Fre is — 


durch die Rechnung finden wird. Da nun arcig 





für 
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Dieter, Werth iſt aber nur fo lange richtig, und mit dem obigen 
a tg x- arc ig a äbereinftimmend, als die Function 

















arc — ſtetig bleibt. Betrachtet man den Gang diefer 


Bacon näher, fo wird man finden), ab, indem x bon — co 


deß -diefelde aber; Für sun t, ‘von Dim Werthe je lre. zu 
mn Werthe u plögtih Abesct, und bietauf indem x von 
_- 2 di +0 möcht, von — 47 bis arcig, mälhf, Nam⸗ 


1 
Ih. man ſetze IF a J vr, fo wird | 
' ge 0 * 
As. um a .. > 
— him. fir. . u=0; 


arc eig = are vet 








14 
it aber x — — An v wieder pofitip gedadıt, fo wird: 


J (14) #8 . 2.35 

— „für: v0; 
I belanntlich arcig Hao)etr}7, ara dr iſt. 
Venn nun der Nenner 14 ax zwiſchen den Grenzen: dar! Inte: 
geation nicht: Null wird, ſo iſt Das obige Jutegrat richttg Fuͤr 
erſte Grenze () des Integrals iſt aber Lupaxie a? 
iſitiv; alſo iſt das obige Integral richtig, wenn/Iupax für:den 
Verth von x an Der zweiten‘ Grenze des Integrals! poſitiv iſt. 
Venn aber det Brud:; 2 wiſchen den Grenzen der Integra⸗ 


ſein Zeichen —* Indem ‚er. durch Das, Unendliche geht, 





fitiven in das Negative übergeht, fo giebt die obige Formel 
t mehr den richtigen Werth des Integrals. on 


11 * 


bi „2 waͤchſt, Die Zunction von arc 47 +1r wädft; 


B8 gefchieht, wenn der Penner i-Hax durch Full aus dem’ 


— 
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* 


Indeſſen iſt derſelbe immer in der Formel arc —* — + Cost, 





1— 
enthalten, wenn man die Eonftante gehörig befimmt.. Man fin 


det, wein _. zwiſchen a und x liegt, 





x dx J — 
Ip arctg I Er. - 
Das obere Zeichen gift, wenn a negativ, das untere, wenn a 
poſitiv iſt. 
Dieſe Werthe ergeben ch, wenn man das Integral theilt, 


und von xa bie ı=—., hierauf von =—ı bie x=ı 


berechnet; da aber Die andere Korm arctgx—arctga immer 
den richtigen Werth giebt, fo ift es nicht nöthig, bei dieſem Bei: 
fpiele länger zu verweilen. Bei der Beftimmung der Eonftanten 
der Integration, oder der Werthe von Integrale zwifchen gege 
benen Grenzen, find die Bemerkungen dieſes $. zu beachten, 


= 


Integration rationaler Functionen, und einiger an 
derer, die fich auf folche zuradführen laſſen. 


88. Jede rationale Function von x läßt ſich, vermittelt - 
der algebraifchen Divifion, in zwei Theile zerlegen, von denen de 
eine ein ganzes Polynom, der andere ein algebraifcher Achter . 
Bruch if, d. h. ein Quotient aus zwei Polynomen, deffen Renner 
von höherem. Grade ift, ald der Zähler. Die Integration dei ‘ 
‚ganzen Polynome gefchieht fofort nach der Zormel 


+ 
Sek=7 +0; z. B. 


JCax’-+bx-Fo)ds—= Fax?’ 4br?-+-cx Const. 
Dagegen bedarf es zue Integration des gebrochenen Theile es 


ner Vorbereitung. Rämlich es fei * ein algebraiſcher hen | 
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Bruch, deſſen Zähler und Menner Beinen gemeinfamen Factor 
haben; fo muß vorausgefegt werden, daß der Nenner yx in 


reelle Kactoren des erften und ‘zweiten Grades zerlegt ſei; welche 
Zeelegung, wie die Algebra zu beweifen hat, immer möglich iſt. 


Addenn kann man den Bruch * in eine Summe einfacher 


driche zerlegen, wie folgt: 
&% ſei erſtens yx—=(s—a)uıx; pr ein Pelhnom⸗ weiches Durch 
s-a nicht mehr theilbar ift; fo ift- dee vorgelegte Bruch 
—— . Wan ſetze eu, av, 
ſo ind U und V ganze Polynome, und man hat: 
| k=Uh—a)+rfa, Yı=V(s—a-r-Ya; 
mithin, "wenn A. eine noch unbeftimmte Zahl anzeigt, . 

k—Ayvı=(U—AV)(s—a)-pfa—Avya.. 
Nun beſtimme man A ſo, daß fa—Ava—=0 ſei; fo wird ſx - Aux 
durch x—a theilbar, oder 

fx== Ayx->(U-AVYı-—a) 


A, mithin, wenn man duch Fx=—(x—a)ıyx dividirt, 
fx A , uU AV 


GE a wir. 
N pa—=lx—a)yı, fol pr—=lı-a)ysırYs, mithin 


fa .£ | 
A=g'a;, folglich == = und man. fann dem⸗ 
nach ſetzen: | 
| fx fa +. 4 


px =.) %x 
(0) ein afgebeaifihes Polynom von niedrigerem _ Grade als | 
1 iſt. 


Es fi px =—=(s—a)"ux, px nicht mehr. duch x—a theilbar, 
md n gleich 2 oder größer als 2. Man fee —a=y, fo 
Mi K—=plary) Yx=Ya+r), Pary)=y"Y%aty). 
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Entrotefeit man ben Ausdruck — ai durch algedraiſche Di 


biſton nach feigenden Potenzen von y, und. bexichnet Denen 


ften Glieder des Quotienten mit U, fo erhäft man 


.f(a+-y) _Qy"_ 
Yan Farm 


Der Reft muß duch y® theilbar fein; begab if er durch —X 
bezeichnet. Man het vn 


= faty) U, Q 
en . Way) u 
d St es 2. ot 
oder —— 


U und Q find ganze Polynome, und zwar ift U von n—ita 


Grade. Werin affo * Nenner: x gleiche Factoren enthält, fo 


läßt ſich der Bud 5 — = na vorſtehender Formel, mit Hüle ı ee 


ner bloßen olgebraifegen Divifion, zerlegen, . 


. 


89. Es fei ſerner P=(x— o)?-Fß? ein in reelle 


i 


Factoren nicht mehr zerfegbarer Factor des zweiten Grades 
von gx; und 9=P-Yy, "Ws duch P nicht mehr 
theilbar. Man ſetze Uz==A-+-Bix—ca), fo fann man imme . 


die ‚beiden reellen Zahlen A und B fo beftimmen, daß 
x— Uyx 
durch pP theilbar werde. 


Denn man dividire das Polynom ſx — VUpx durch P, 2 | 
fei Q der Quotient, und? m-Hn(x—a) der Reit der Divifion, | 


(m und n find zwei reelle Zahlen, und unabhängig von x); ſo iſt 


k-Uyp= = OP-Fm-In(s—o). 
Man beftiimme nun die Goefficienten A und B fo, daß mit Po. 


zugleich k—-Uvm0 wird; d.h. da P=l(x—o)?-+-R? —0| 


gefegt, ma rßi giebt, i—=———V —1), fo, daß 
f(4-Bi) (ABB) Ka) =O 





N | , 167 
ſei. Entwickelt man diefen Ausdruck, indem. man den Duotienten 

Ka ßt) 

Ya-r-Pi) — 
auf die Som M-+-Ni bringt, in welcher M und N reele aa 
len find, fo erhält mar 

. ABi=M+Ni; 


mit A=M, B>3- 3. 


Danun für z=oHfi, k—Uys= 0, P=0, fo folgt, daß auch 
m-+-nBi=0 u 
fin muß, und mithin m=0, n—=0 ift. Alſo ift, wenn die 
Soefficienten A und B. auf die angegebene Weife beftimmt find, 
h-Uyx durch P theilbar, und man hat, indem Q, wie oben, 
den Duotienten der Divifion bedeutet, 
fx—Uyus=OP, VAR; 

mithin, da P- ya pa, 

k_U Q, 

9x P Pt ux * 

90. Wenn der Nenner px einen unzerlegbaren Factor des 
weiten Grades P=(x—a)?--B*? auf einer "höheren als der 
eeften Potenz enthält; fo fi px—Pr-yx, Vn durch P nicht 
theilbar. Alsdann: kann man immer ein Polynom U vom 
i—iten Grade finden, welches fo befchaffen ift, daß 

k—Uvyx 

dur P= theilbar ift. Nämlich jedes Polynom vom 2n—iten 
Grade laͤßt fich durch fortgefette Divifion mit dem Polynome 
des zweiten Grades P auf folgende Form bringen: | 
U=A+BiS—o))-H[A 1 +B ı(-a)]P-+[A,-+Ba(x-a)]P —— 

+Ar-ı+Ba-1-a)]P". 
Im nun die 2 Eozfficienten A, B, A,, Bu, u ſ. f. fo zu be: 
fimmen, daß fx—Uyx durch Pr theilbar merde, berechne man 


4 


NL 
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. zuerft A und B nach 3. fo, da 


fx —-[A-»B(x—o) x 
dur P theilbar werde; der Quotient fei Fx, fo ift 
pP 


Beftimmt man fodann A, und B, tieder fo, daß 
Fx—[A, +B,G—a)]yx 


durch P theilbar wird, fo fei F,x der Quotient diefer Divi⸗ 
ſion. Man erhält: 


k—Uvx 





=Fx—[A, +Bıx—a)-H A, HB, &—a))P-Fese]un.. 


m EB HAB 


alfo ft fx—Uisx duch P? theifbae gemacht. Werden fer 
ner A, und B, . beftimmt, daß 

ıx—[A,-+B.(x—a)]uvx 
durch P theilbar wird, fo wird fſx — Vyx durch Pꝰ theilbar. 
Auf dieſe Weiſe fortfahrend, beſtimmt man alle Coefficienten von 


U fo, daß ſx — Uvx durch Pr theilbar wird. Demnach er⸗ 


hält man Kk—Uyx=Q:-Pr, und weil px=Pr«.yr, 
fx =. + 
— tra 
fr —A+BGa) kun aa), A,-+B,(x—a) 


oder 


x m BP ta po 


et, Q 
7% 
Indem man die nämlichen Regeln auf * noch unzerlegten aͤch⸗ 


ten Bruch * anwendet, muß man dahin gelangen, den 


5. 


Bruch * in eine Summe von Bruͤchen zu zerlegen, de 


ven einzelne Glieder feine andere Korm haben fönnen, als 


A A-H-BG— | 
GE Re app (m ee hol game Zu 
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Es fei indbefondere dee Nenner 
Yx==(x—aXx—a, KX—a,) + (i—8) 
ein Product aus lauter ungleichen Kactoren des erften Grades, 


ſo folgt, daß der Bruch m in eine Summe von folgender, 


Sem zerlegbar fein muß: 


K_ A — A sn - Ay fe sc ce An 


Ga Kar Kay an 
Nm vereinige ſaͤmmtliche Brüche auf der rechten Seite, mit 
udehne eines cnjigen, in ne Summe, weiße dung „de 


kihnet werde, fo daß fel: 

_ A ,O0 

px x—a, + Vx 
m) gr=m(x—a,)Ux. Aus der vorſtehenden Gleichung folgt 
fx= A, yx + QO(x—a,), 
welche Gleichung für jeden Werth von x identiſch beftchen muß, 
weil die Zerlegung, twie berolefen, möglich if. Set man nun 
Im, fo folgt 











fa A,» Wa,, 


a au 
oder, weil Va. 9 Au, me 
fx 


Demnach erhält man folgende Zerlegung des Bruches gr’ in 
dem angenommenen Kalle: 
' k fa fa, fan 
px Stent" + —ES 
91. Beiſpiele. 1. Es ſei | 
b=22.7x43, gx=(x-2/x-1XxH38)exr?-T7xpb, Dx=dr?-7. 


Ban berechne die Werthe von fx und gyx für x=2, x=1, 
ı=—3, und führe biefelben in die Formel 6. des $. 90. ein, 
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fo erhält man: en 
Ti. 1: 24. 
7146 * * 3 
2. a=2x’—Ixr4. „PrFEx’ —x ’—7x+3 
= =6-9CHHWICH-VD. 
x __ 13, 112 _ ii 
px ‚14x 3)... 28 ——— — — 
3. ker. ————— Man ſetze 
say, sr, f0tommt | u 
fx —f(ary) ——— er ; 
woraus durch Divifion: J 
Hy 





f(2+y) _. 2.184,72 
a) NO arm 
folge. (Val S 88. Formel 2). 
Alfo ift 2 
war 1 Be ; 4 __ a 4 10% | 
1 „4 1,4 1 


Seht ta tat 
4. x=2x?-I3x--4. R=lE+Y’+2]a3’ 3]. (8.5.8) 


* _A+-B&-H1) A’+B' G—2), 
— G+1)’+2 («2743 


Es muß Demnach fx [A-FB-HI Jin —0 werden für 
s=—1+ v2 R=6-2H | 





Man’erhäft 
f—1+V-9=5—-7V 2. Ar V-9=10-$V-2 
AyBV 3 EV? 70V 2, Am Be Zn. 


Auf ahnliche Weiſe, oder u durch Divifion, findet mat 
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=2 , 2 mithin 


— n 67 -M- x 
ee 2 
ker Ki. — Man fege: 

445 =(142)?’+1=P, 
U=A+BE-HD-HA,HBIS-EDJP-HASHBSCHDP*; 
| fo find die Eoefficienten in U aus dee "Bedingung zu beftimmen, 
daß — Ue242) 
ducch Po theilbar fie Demnach iſt ($. 90.) zu ſetzen: 
-[A+B(x-+2)][x?-+2]—=0 für x=-2Hi, woraus folgt: 


4 B— 


4—4i __36—4i- "36 — 4 
A+Bi=;- —* — ‘sy = 
Dioidirt man 
K_ BA — —E 8x—15 


41 
durch P, fo rommt I 








Mn r Dan made. ferner 


Fr-[A, +8, DE 0 für! ı=— Hi, 
—114Ai__ -NM—Mi, 

46-4) nA ’ 

71. Bo 224 

AMA. mM 4 


fo kommt Ark ji 


A= 








dieraus findet man weiter an und, Indem man 
F, 14 „+B :x4+2)] (x’+2] —0_ 
1 | 20 
an findet endlich p 
F.A-I[a, B, IxV———— (26 — 2x) 


41.4.4 ’ 


_ 


172 | | ‘ 
woraus ſich folgende Zerlegung ergiebt: 


— — —— —62 TI-F2ICH2) 
— AR HEH) HREHN 
221—20(x-H2) 261 —20x 


HAM) MM 


92. Nah Zerlegung des Brudes © — = bat man nur noch 
Zunctionen von der Form: 


2 A-+-B(x—a) 
ee; und ar bir 


zu integriven. Iſt n=1, fo erhält man 


dx 
J: = log nat (x—a); 


iſt aber n verfchieden von 1, fo ift 
dx 1 


— a — — } 


Kal n—i1 —eS | 
Um das Integral des zweiten Ausdruckes zu Anden, Betrag 
man jeden feiner Theile befonders, nämlich 
— — und __Ba—a) 
[a —a)’+b’7 [&+a)+b’F 
Das Integral des letzten diefer beiden Ausdrücke findet man am : 
leichteften. Man fee x—a=y, dx=dy, fo wird | 


(x—a)dx vdy I 
Sr —— y?-+-b?)a | 


Setzt man nun noch y’+b’=1, fe wird ydy= idz, und 


rd ft 1 
HU Tania 
oder, wenn wieder für z fein Bert J geſetzt wird: 


(x—a)dx 4 


Jet = Const.— 


BE 
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& net alfo noch das Integral S zu fin⸗ 


I Es fei zuerft n=1, fo iſt Ser das vorge⸗ 
legte Integral. Setzt man — dx=bdy,. fo kommt 


| d 1 
Sr >p>5 JE ya — Cops. = 
| 5 arc tg (77) + Const. 
Agmein if, wenn x—a==by, 


dx 4 dy . | 
— SHr fr 
dy a. , Ä 
Das Integral dry läßt fich durch eine Methode, von 


nelher auch bei anderen Gelegenheiten häufig Gebrauch gemacht 
Bird, auf ein anderes von derſelben Korm bringen, in welchem 
der Exponent n um eine Einheit niedriger if. Diefe Methode 
‚A die der theilweifen Integration, und befteht in Zolgen- 

km: Es fein u und v zwei Kunctionen ven x, fo ft 
da)=udv +vdu; folglich ift, wenn man integrirt, 
ur=/udv-+-/vdu, oder u 

_ fudv=u-v— /vdu. 

Durch diefe Formel wird das Integral / udv auf ein anderes /vdu 
nrüfgeführt. In dem gegenwärtigen Falle ße ſich davon, folgende 


Amendung machen: Man ſetze v=y,u=—— — fo it dv=dy, 


—2nydy 
Hy 


| (1% 
SEE 
am iſ 9 
— — i+ry’—1_ 1 — _ 4 _, 
MHYYHT Array Ay 


Er 


m) du= daher nach der obigen Formel: 


178 
—* 


— a Ben —E Gs?)”. a So — 


wdoruus uf hr tr fer - 
folgt. — man n⸗1 m n, fo. kommt: J 


fc | L_Y_ 
Dies ift Me verlangte —— er ‚man darin 
n==2, fo fommt | 


Sehe fiee 


— 4 arcig y+ Can. 


Pa . X 
55 
Für n=3 findet. men . 


dy 3-1 
Jr” = ie ent, | 
- u fe w. oo, 
Mit Huͤlfe dee gefundenen Antegrafe fann man, nad) vol 
ter Zerlegung in einfache Brüche, jede tationale Function inte: 
geiren. Es werde noch bemerkt, daß, wenn man die imaginoͤ⸗ 
cen Factoren des erften Grades zu Hülfe nimmt, auch die 


tegeafe dom dee Form oder einfacher 


Sr 7 MG 018 adedraiſche und togarichmifge Bun 
ergeben. Man näntlid, wenn n—1, | 





folglic dx 
: — — — — 1 — — 
fe N Kl 


—* en (ost =) | 
\ oder, wenn man wie gewoͤhnlich integrict: 









welcher Ausdruck von arc eg, duch meer 
[" merten ift. 








%. Integrale, "deren Ableitungen nicht ratienal 
fh zuweilen durch Vertauſchung der veroͤnderlichen 
tint anderen, auf Integrale rationaler Functionen 
Dehn gehört das Integral — wenn — 
timale Function bon x und y, y”äber einen ircchalen Aus⸗ 
drud von folgender Form bedeutet : u ” 













bog eine ganze Baht. 
&t man nämtid, 


y w die ih an, den. Segen je ‚ocigen & 
Man kann diefen Sag: noch nis altgemeiner machen. Es 


F =u und Xi, us; ur, u, ee) eine ra⸗ 


e Function von x und beliebigen Wurgeln. von u 9.4, 7er 


me Zahlen ;. fo fuche man das kleinſte gemeinfchaftlicpe. Biel- 
der Zahlen g, q', u. f. f.; diefes fei p; alsdann fege man 





1 . nor . B 

’=y, fo find a2, ur u. ſ. f. fammtlihe ganze Potenzen 

y, und die vorgelegte Function geht in eind rationale Function 
\ 
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mihin: rn 


— 
— “ante f — — | 


folgt: Schreibt man n1, ſtatt n fo. kommt: 


feat fort 
Dies ift die berlangte Kouconfreme, E ‚man darin 
n=2, fo fommt _ | 


Jar = * ef 


He arc es + Cam. 
gür n=3 finder, ‚man. | | 


ZU 
— er .. 765 
Mit Huͤlfe der gefunbenci gutegrale kann man, nach volleuhe 
ter Zerlegung in einfache Bruͤche, jede rationale Function inte 
griren. Es werde noch bemerbt;, daß, wenn man die imaginds 
zen Factoren Des erften Grades zw Hülfe nimmt, auch die je: 


IDEEN de... 0. 
tegrale von der Form - oder anfoce 
dx 


Keeo; Du fie als‘ algebralſche und game Guncimn 
ergeben. Man hat näntlich, wenn —E u 











\ ‘4 1- . 1: . , 
Tan I lit Fu) 1 


| 
u 


oder, wenn man tie gewöhnlich integeiet: : | 
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de 4 —XX 
N»: * are ® Sl). —W 
weſcher Ausdruck von arcigx, durch imagihätel ewanchnun 
IR merfen it. 





Ir . 
222 
















93, Sotegrle, deren Ableitungen nicht rational ab, iaſen 
ih zuweilen durch Vertauſchung der veroͤnderlichen Groͤße mit 
ine anderen, auf Integrale rationaler Functionen. zuruͤcktaͤhren. 
dahin gehört‘ das Integral FIR, y)dx, wenn f(x,y) eine ra⸗ 
bonale Function von x und y,' y “aber ‚einen irratinolen Aus⸗ 
druck von folgender Korm bedeutet: 


y- (m) 


wo q eine ‚ganze Zehl 





aPbe ° ° U myıla 
GSetzt man namlich *1 to wird Be 
hoglich kann man x und F3 vational durch y autdruͤcken⸗ wo⸗ 


Ih mar . — EEE 
, * —F 32 u”, .... i,5 
u — E — 


erhält, in welcheni Ausdrucke eine ei "Sünetion 


v yih, die fich nad, den. Regeln der. vorigen & Integeicgr täft. 
Man kann diefen Sag: noch ettwns alfgemeinermüchen. Es 
5 u a 4 
ki ac _ u, umd xi«, uf, ud, ud”, ) eine ra⸗ 
male Function von x und beliebiger Wurgeln. von u; dr. 7 g.7% 
Pit Zahlen; fo ſuche man das kleinſte gemeinſchaftliche Viel⸗ 
air der Zahlen 9, g, u. f. fs dieſes fei p; alsdann ſetze man 





ty, ſo ſind us, ar u. . f. fämmtliche ganze Potenzen 
y, und die vorgelegte Sunction geht in eind rationale Function 


- 





X 


man y= 
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von x und y Aber; Daher fich, nach dem Vorigen, dag Integral 
SXdx auf ein anderes / Vdy bringen läßt, in welchem Y eine 
rationale Zunction von y iſt. \ 


94. Integrale, deren Ableitungen rationale Zunctionen von 
x und von der Duadratwurzel aus einem ganzen Polynome dei 
zweiten Grades find, laſſen ſich ebenfalls immer rational machen. 
Man kann diefen Eat auf den des vorigen $. zurückführen. 
Nämlich es fi u=) ax’+2bx-rc; fo zerlege man das Po⸗ 
Ipnom ax? +-2br+c in zwei Factoren des erſten Grades 
ax+f und yx-+2, fo daß 


u=V (ox+-BXyı-+3)=(ax4-ß) v=# 





wird. Doreen daß diefe beiden Sactoren reell find, fega 


vx4 
Br 
und u offenbar in eine rationale Function f(x,y) von x und y 
über; und das integral Sflx,y)dx läßt fich, nach ‚dem vorigen 
$., in ein anderes von ‚der Form /Yydy verwandeln, in wel⸗ 
chem 9y eine rationale Kunction von y ift, die ſich nach den 
vorhergehenden Sägen integriven läßt. Diefe Methode ift auh 
anwendbar, wenn die beiden Factoren von u? imaginär find; 
man kann indeffen zu der verlangten Integration auf anderem 
Wege gelangen, ohne das Polynom u? in Factoren zu zerlegen. 
Die rationafe Function f(x,u) von x und u=V ar’ +-2brtt 
läßt fich immer auf folgende Form bringen: 
fx,u)=M-+-Nu, 
wo M und N rationale Sunctionen von x find. Offenbar naͤm⸗ 
Uch koͤnnen weder im Zähler noch im Nenner höhere Potenzen 
von u vorfommen, als die erfte, weil u? wieder eine rationale 


P+-Qu 
R-+Tu’ P,QR,T 
rationale Functionen von x; fo braugt man nur im Zaͤh⸗ 





‚ fo geht die rationale Function von x 


Sunctionen von x iſt. Nun fi I3,y) — 
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ler und Renner mitt R— Tu zu multipfieiren, um. im Nenner 
eine rationale Function von x zu erhalten, namlich R?— T?u?. 
Schafft man noch im Zähler das Quadrat von u weg, fo er: 
geht fi die Form fx,u)=M+-Nu, w. 3. b. to. 


Die Aufgabe kommt alfo immer auf die Integration von 
ine Kunction der Form fx-u zurüc, in welcher fx eine ratio: 
ne Zunction von x bedeutet. Statt dieſes Ausdrucks Fann 
u x 
Aa *7 


man auch fhreiden, weil gxfxru? wieder 


rational. iſt. 


« 


9. Es fei demnach das Integral dx vorgelegt, wor: 


m u=V ax?-+2bx-+c, ’px eine rationale Function von x ift. 
Ban nehme erftens an, daß a pofitiv fi und fege ax-H+b=az, 
a—b?=a?h, fo wird 


2 3 
(ax+b) „each —a(2?+h) 
md dx==dz; daher das Integral folgende Form annimmt: 

—— worin fz eine rationale Function von z if. 
— A 


Run feße man 


u? —=ax?+2bx-He= 


Vze+h=v—z, 
nithin 22->h=v?—2vz-+z?, oder hev?— iz. Dif⸗ 
ferentirt man dieſe Gleichung, ſo kommt (vw—z)dv=vdz, 








dv__ dz _V-: ıL 
der u rt und wel v—z—\ 2’+h, 
Yu dz . 
oo v Va’+b 
—h 3_. 
Zugleich iſt 2 at fz=f ( Ja & eine rationale 


Sunction von v; alfo 
12 


) 
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 fzedz ._ Qvedv 
A en — — 
Ver v’ 
die verlangte rationgfe Form. 
Zweitens fei a negativ. Man fehreibe —a flatt a, fo wird 
ac+-b?—(ax—b)? 


W"=eor2hk-a’= = 


in welchen Formeln a wieder pofitip iſt. Es fei ferner . 
ac+-b?=a”b, x—b=az, mithin u?=alb—z?). In dies 


fer $ormel muß h pofitio fein, wenn nicht u beftändig imaginär 
fein fol. Man fchreibe daher h? ftatt h, Das vorgelegte In⸗ 
| "Qz-dı_ 


h?’— 
her ꝙ2 eine vationale Function von Ar Run feße man 
Vz? —2Z ’=v(hrt2), 
alſo (b+aivmh—ı. Differentiirt man diefe- Sleiduns, 
ſo kommt A-+v?)dz-+2vch+z)dv—=0, 


de _ 2dv- 
alſo var) Ip’ 


oder, teil “ vAh-Hz)=V h’—z? iſt, 


tegral fommt mithin auf die Korm 





de _ _2dv , 
Vh-.: 14? | 
Ferner ift 2 folglich wird durch dieſe Subſti⸗ 


tution, das vorgelegte Integral auf dasjenige einer rationalen 
Function zurücgeführt, wie verlangt wurde. — 


Es fin D. das Integral [= Var 


feße vox+ Veh, fo erhält man F dem Vorigen, 





=” vorgelegt, Man 


wu; mithin ift das Integral gleich logv-+Const,, 


Vx’-+h 
oder JS Vom log (x-+V x?-+h)-+ Const. 


t. 


= zuruͤck, in wel⸗ 
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Iſt dagegen das Integral Sr —— vorgelegt, ſo muß 


___2dv 
v= 53 geſetzt werden; woraus ſich en 


ergiebt ; mithin 





Dex 


dr 
S Va = Const.—2arc Igv= Const.—2arc ig — — 


Verlangt man, daß dieſes Integral für x==0 verſchwinde, fo 
erhält man, weil für x—0 


| 
| 
arctg Vz -=arcig1= in 
| 


wird, Se —* =in—2arc VE 


oder auch, wenn man hx ftatt x ſchreibt: 


. 


Si — daretg i+x 


| 
Seüher war gefunden dearcsin —— mithin 
| 











dx FR 
IA =arcsinx, welches Integral gleichfalls von Null 
anfaͤngt. 
1x 
M Demnach muß arcsin=3n—2arcig Tax’ 
oder arc Vier — jarcsinx 
) fein. Wird arcsinx=u gefegt, alſo x=sinu, und 
t V 
Orc 8 Terran Bun 1; 
fo folgt | | Ir _; (alu) 
4x 5\47—-7U). 


In der That ift, wie bekannt, 
| 12 * 
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/41—sinu 
N Li 1 m 
Grat 1-+sinu 
indem das poſitive Zeichen gewählt werden muß, weil der Werth 
von u zwifhen — ir und -+Ir liegt, alfo Ir — Ju pofitiv 


und kleiner als 177 ift. 

Man fann au das zweite der eben behandelten Integrale 
als eine imaginaͤre Form des erſten anſehen. Schreibt man 
naͤmlich in der Formel 


— “J—— Vie — log (-+V h?-£x?) -+ Const. 
xi ftatt x, fo erhält man: 
Sri Vh’—x?)+ Const. 


Soll dies Integral für x=0 verfchwinden, fo kommt. 


xi-- Vh?—x? 
Sa = 10 (7 )=aresing, 


wo h pofitiv zu nehmen ift. 


u dx 
%. Es merde noch das Antegral V—— 
9 das Intes 
verlangt. Man ſetze 
V bh’: h’rr’=u—, 
fo fommt, nach dem Dbigen, 


dx __du u?+-2au—h? 
VO ee ug 


dk. __ Mu  __° 2du 
(a+x)V h?’-Fx? — u’+2au—h? - (u+a)’—a?—h? 


— 1 J du du 
 Va’+-h? uf+a—V a?-+h? va 
und das gefuchte Integral gleich j | 
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Va?-+-h? u-ra+V a?-+h? { 
oder, wenn than für u feinen Werth in x febt, 


1 8 Er] 


f dx _ 
(a h’epx? | 

— — +-Const. 
V a?+-h? x-+a-+V h?-rx? + V h?-ra? 


Schrabt man —x ftatt x, und —a ftatt a, alfo auch — dx 
ftatt dx, fo bleibt das Integral kinfs unverändert, während fein 
Werth rechts eine andere Form erhält, nämlich: 


dx 
S ara Vhae 
sPr=V h?’-+x? tr —V hir! rV hie? h?-ra? + Const. 
Year: ch x+3— +a—V h’r?—) Vh?ta? 
Addirt man diefe beiden Werthe, und nimmt das Product unter 
dem Logarithmenzeichen, ſo kommt: 


2 Yet 
(a+x)V h? 42 — 


1 Fax-h?-+V/h’r3° 2+3?2.Vh?+x? 

Vh?’-ra? ax—h?—V/h’+ta?- -Vh?+x? 

oder wenn man den Nenner rational macht, und bemerkt, daß 
(ax—h?)?’—(h’-+ra?)(h?-+x?)—= —h?(x-ra)? 


= l- Coost. 


iſt, 


S: dx — 
(a h?+x? " 

4 —h3 2 3 V a 
Ve] +Const. A. 


Schreibt man ferner in A. xi ftatt x, ai ſtatt a iz- 1), 
alfo idx ftatt dx, fo kommt 
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„fzdz_ __gQv-dv 
Sn —* 
Yz’+h v 
die verlangte rationale Form. 
Zweitens ſei a negativ. Man ſchreibe —a ſtatt a, fo wird 
ac+»-b?—(ax—b)? 
— — 


— 


u? =o+3ı— ar? = 


in welchen Sormeln a wieder pofitip if. Es fei ferner . 
ac-+-b?—a?b, ax—b=az, mithin u?—=alk—z?). In die 
fer Formel muß h pofitiv fein, wenn nicht u beftändig imagindr 
fein fol. Man fchreibe daher h? ftatt h. Das vorgelegte Ins 
97-dz 
Vh— 3 


her 92 eine vatienale Sunction von z iſt. Run fee man 
VR’—z I => vChaf-z), 


tegral fommt mithin auf die Form 





de (h+-a)vr’=h—z. Differentiirt man dieſe &teichung, 


fo kommt (1-Fv?)dz-+2v(h+-z)dv=0, 


dze ___2dr 
al var) Ip 
oder, weil " vCh-Hz)=V h’—z? ift, 


da _ ____2dv 
Vh?— 2? — 4yr? 
—_y?2 
Ferner iſt =; folglih wird durch diefe Subſti⸗ 


zuruͤck, in wel: 


— 4 


tution, das vorgelegte Integral auf dasjenige einer rationalen | 


Function zurüchgeführt, wie verlangt nude - 
Es fei 3. B. das Integral [= Vor 
feße vox+ Vx’+b, fo erhält man F dem Vorigen, 








„dv dx 
vyvor mithin ift das Integral gleich logv-+Const, 
ober v * log GHV Rh) + Const. 


t. 


= vorgelegt. Man 
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IR dagegen das Integral gen vorgelegt, fo muß 
| 2dv 


h—x dx 
=) * geſetzt werden; woraus ſich Vera Im 


ergiebt; mithin 





—i 


dx BEER Ä h 
f Ver Const.—2 arctgv= Const.—2arc V/ we 


Derlongt man, daß diefed Integral für x==0 verfehwinde, fo 
ehält man, weil für x=0 


are V hr: =arcgi=in 


wird, Set ver VE, 


oder auch, wenn man hx ftatt x fehreibt: 








dx Ä 1—x 
Vz u arctig 5 
geühee war gefunden darcsinx =: 3 mithin 


— J sinx, welches Integral gleichfalls von Null 
—x 
anfängt. 
. 1- 
Demnach muß arcsins=4n—2arc ey 1 ‚ 


oder arc Vz —* im —+arcsinx 


fin. Wird arcsinx=u gefeßt, alfo x=sinu, und 


Arc eV ir — 


I 
1X 


In der That ift, wie befannt, 





fo folgt ———ig lu) 


12 * 


ö— — ———r — — —— — Tuer eg nn — ge Tr — — — 
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fS dx _ 
(a+-x)VYh’—x? | 
— ar __h? 3 __n? 2__ 
V log ai + h +Vh’—a? . — — ——— x Zn 


Diefe Formel gilt, wenn Vh?—a? reell if. Hat aber dieſer 
Ausdruck einen imaginären Werth, fo ſchreibe man iV a’—h’. 
ftatt Wh?—a?; woraus folgt: 


dx — 
— —e 
lo [=> a?—h?.VYh?—x! 


— + Const. 


i Ve 


Man fihreide i?lax-+-h?) ſtatt —ax—h?, und dividire un⸗ 
ter dem Logarithmenzeichen mit hi, ſo kommt 


f dx 
(a-F+x)V h? — 


(ax-Fh®)i-Va?—h? » Vs 


Nun werde, meil 
(axhꝰ)ꝰ 4(aꝰ - a ZA Zn zz if, 
| Va?’—h? 3_h?. Vh?—x? - ax-+h? 
. h(x-Fa) 008 yı h(x-Fa) 
gefett, ‚fo erhält das vorftehende Integral die Form 


1 
— 8 


=siny 


alſo 


— 1 ax-+-h? 
SE — V a? —h? TTRrc — | + Conist. C. 
In dieſer Formel ift h poſitiv zu nehmen. 


In der Formel A. ſchreibe mon Ehi ſtatt h, jo kommt: 


(+x)VYx’—h? 
Yaxt+h?+-Va?—h? —h?. Vxr?—h? 
—— neu Const. D. 
Diefe Formel gilt, wenn a?—h? pofitiv if. Iſt aber a?-h? 
aegatib, fo fehreibe man in der Formel C. ai, xi, hi ftatt a, 
1,h; man erhäft: 


| 00000488 
| 
| 


_n ax-+h? x 
Sy on — 0 arcsin| 7 | + Con. 
In diefer Sormel kann, in fo fern h. pofitiv gedacht wird, nur 
aned der beiden vorgefeßten Zeichen, und zwar für affe Faͤlle nur 
dad nämliche, gelten. Wird a0 sen fommt: 


1 . 
SIEH ra cein“ + Const. 
Indem man feicht findet, daß hier für ein pofitives h, nur das 


negative Zeichen gilt. Daher gilt auch oben das negatine Zei⸗ 
chen; alſo iſt, wenn — 





dx Tax-+h? | 
Sa ve in + Coon 


der weil immer arcsinz — —arccosı iſt, 


dx 
Save” vv Ve re —B 
Die vorſtehenden Formeln werden unbeſtimmt, ſobald h?=a?. 


‚ In diefem Falle erhält man, nach den allgemeinen. Regeln: 
| Sn = Const.—! ar, 
(a+x)Y a?’ x? av a 


— — Con. * 
M (a+x)V x? a? onst. ꝓ Va 
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Ueber die theilweife Integration, und einige andere 
Mittel zur Auffindung von Integralen. Beifpiele 
von Integralen logarithmifcher, erponentieller 
und trigonometrifcher Zunctionen. 


97. Die fhon in $. 92. erwähnte Methode der theilweiſen 
integration, führt auf Entwicelungen, duch melde man oft 
dahin gelangt, vorgelegte Integrale allgemein auszudrüden, d.h. 
durch die befannnten Slementarfunctionen darzuftellen; oder folde, 
welche fich nicht auf diefe Weife darftellen Iaffen, und die man 
deshalb transfcendente Zunctionen nennt, auf einfachere For⸗ 
men zurüczuführen. 

Wenn u und v zwei beliebige Kunctionen von x find, fo ik. 
allgemein ($. 92.) | 


Sudv=vu—/vdu. ‚ 
du ’ d’u 7) e 1 
Man feße LU mu, f. f-; fo erhalt man hieraus 
Sudv—va— /u'vdx. 1. | 


Nun Fann man wieder die thellweiſe Integration auf die For— 
mel fu'vdx anmenden, indem man /vdx an die Stelle von v, 
und u’ an die Stelle von u ſetzt.“ Dabei kann man fich in dem | 
Zeichen /vdx eine beliebige Conſtante enthalten denfen. Man: 
erhält Suvdx=u'/vdx— /( /vdx)du’ 
oder, wenn man zur Abkürzung /vdx=v,, hierauf 
Yy,dı=//vd’=v, uff. ſetzt, 
Suvd=u'v, —/v,u"dx. 
SWv,k=uvw,—/v,.u"dx, 2. 
u. ſ. f. | 
[wWvn.d=um,—/vurtidx. 
Die Addition der Formeln 1. und 2., mit abtwechfelnden Zei: 
chen, giebt 
Sudv=u-v—uv, tu’, + uw, £/furtiv.de, 3. 
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. n j . ' 
mo u® die nte Ableitung - von u, vn das nte Integral 


x. 
fardx® von v bedeutet, 

Wenn man in dieſer Kormel bei jeder integration , eine 
wilkuͤrliche Conſtante hinzufügt, fo muͤſſen fi alle dieſe Eon: 
arten in eine, einzige vereinigen laffen, teil das Integral nur 
eine folhe enthalten Fann. Es läßt ſich auch leicht durch die 
Rechnung nachweiſen, daß dies wirklich geſchieht. Man fee z. B. 

Sık=v,+C, Ahvd’=v,-+Cı+C,, 

foght Sudr=uv—u'/rdx-Fu”f„vdx?—/fu"ds/zvdx? 
über in Sodv=w—uv, Ful'v, ſu vadx 

- — Cu’+Cu’x— C/u”xdx 

+C,W’—C,/u”dx. 

Die Ausdrücke uf u”dx, —u'+u”xs—/u”xdx find aber ent- 
weder Null oder, wenn man till, beliebige Conftanten; daher 
gibt der ganze von den hinzugefügten Conſtanten abhängige 
Til des Integrals nur eine Conftante. 


Es fi v=ı—a; man fee fr EN, 


fu, u. ſ. f, fo fommt, wenn man noch fx> 
fatt u fchreibt, aus 3., 


Sı=(kx—a)fs— —— 7* —-fx+ gar 


6! 
nk EN — ft, 


Denn diefes Integral für x—a herſchwinden ſoll, ſo ſetze man 
Skk=vwx, mithin Iik=Y's; man echäft 
Y-Ya=(x—-a)lx— G— a — "x „ze! W”x oo 


Rn 1 Fe ee! 


—f X TILL 
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oder 


Yya=ıyı$(a—)Vs+ a, 


w'x + w"x oo. 


„= —— Ser 
Es werde azmx-Fk gefest, fo kommt, indem man zugleih die 
Grenzen des zulegt ftehenden Integrals umkehrt: 
2 
ı’(x-+-k) m Vxk Vx 4 W'x fe v1. 


+ w+ 2, Ser" ds. 


Nach vollendeter Integration muß in dem letzten Gliede 
a—ı-t+k gefegt werden. Sekt man x-+k==z, fo erhält man : 


Y=ysHu-nyr um) — WXo | 
an “ad ff | 
+7 VıH+o AS. (.—x)"de+!(e) e 


Man fieht, daß dieſer Ausdruck nichts anderes ift als die Ta 
lorfche Reihe, deren Reſt fich Hier durch ein zwifchen beftimms 
‚ten Grenzen zu nehmendes Integral ausgedrädt findet.  - 


98. Wendet mon die theilweile Integration auf das Jates! 
great Sam-!ds(a4-ber)PP an, wo m und m zwei ganit| 
Zahlen, p eine beilebige gebrochene Zahl, fo kann man verfh 
dene Reductionen deffelben erhalten. 3. B. fee man 

ern zu. 





fo iſt —— IT = ea A 


x" (a--br°)P+! | 
nb(p-+1) \ 4 


ua dx(a+-bxeypt | 
| 
| 


fe" d(@a+brP?= = 


u | Tab? 
Run ift aber 


| 4187 
a4. bee H 
daher erhält man 
(14; a Sx""1dx (a4+-bxi)P = | 


ter) 
w@-n(abrr)ptt (m—n)a n 
nb(p-Hi) . — bern? x "(a+bx")P, 
Der - 


Sxz""!dx(a--br°)P = 
an ——— —(m—n)a/x®-1 dx(a-pba")P 
b(m--np) 
End; B.m und n pofitiv, und m>n, fo wird dee Exponent m 
afm-—n, dann auf m—2n, u. ſ. f. gebracht, bis alle in m ent: 
haltenen Bielfachen von n weggefchafft find. Iſt m ein genaues 
Vielfaches von n, fo erhält man ein algebraifches “integral, wie 
auch noch in einigen anderen Fällen, die hier aufzuzählen zu 
weitlaͤufig wäre. 
xvdx 


Die vorſtehende Formel auf das Iutegral 
vi: _ı’ 
angewendet giebt: 
SE eV 41x? mh) "dx 
2 + 
v 1—xr? VI 


HM m negativ, fo folgt aus dieſer one, durch Verſetzung der 
Glieder, wenn man noch —ın ſtatt m ſchreibt: 


f ii ,. Vo m dx 
x 


n+2\/ 1—x? — (m+1)x=+1 + m+1 ul 1_r: . 
deher z. B. | 


SE dr ==—xV 1-2’ +2 arcsinx+-Const. 





fi =) Vi—x? + Const. 


— BE — — ö —— — — — 








188 
di __ —— 
* -+Const. 
f dx _ Vi—x? 


u u Ze 





wobei zu bemerfen, daß: 





dx _ Io 
vi 5 


iſt. Dies ergiebt ſich, wenn in der. Formel B. 8. 96. a0, 
h=1 geſetzt wird. 


“99. Es werde noch das Integral SCsin dr (cos Jedk 
betrachtet, in welchem m und m zivei beliebige ganze Zahlen find. : 


Sept man cosı=y, sinn—=-V1—y”, => Zn 





fo vertwandelt fih das vorgelegte Integral in 
n — 1 
JSAa-y?) * ymdy, 

welches fi) nach F. 95., wenn n—1 ungerade iſt, auf das ntegraf | 
einer rationalen Sunction bringen läßt. Durch theilmeife Integra⸗ 
tion Fann man aber auch das vorgelegte Integral fofort finden. 

Man feke cos x2.dx=cos sm!.dsinz, fo kommt 
durch theilweife Integration 


| 
Jsin x" » cos swdx=/ cos x"-1.sin xdsinı— | 
| 








cos zm-1 sinx’+1 +- — Sin xt cosxm-? dx. 


n+1 +1 
Da aber sinxnt?cosx"—-2 —sinx" cosx®a-? — sinx" cos xv, 
fo erhält man 


cos xMm-Sin TI 





1 
— n m U} 
Ssinx” cosx "a 1 


# 


uf sinx" cosx@dz, 





n ın—2 — 
m Seins cosx"2 dx 


oder wenn ‘man die Glieder gehörig anfammenfel: 
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S sinx® cos xedı . 
AI w—i n+1 n m—?2 
gm 008 X sinx"+ + 1 fsinx cos x adx. A. 
Dieſe Formel dient, um den Exponenten m voh cosx auf m—2, 
ode auch, wenn m negativ iſt, m—2 auf ın zu bringen. Man 
kam auch eine andere erhalten, in welcher der Erponent m un- 
verindert bleibt, dagegen n auf n—2 gebracht wird. Man fin 
det, durch Anmendung der nämlichen Methode, wie vorhin: 
S sinx" cos dı = 









_fingn-1 cos n—1 
mu nen 

De Formeln A. und B. geben Feine Keduetion, wenn m-+n—=0 
ij. Alsdann hat man eines der beiden Integrale (tg x)"dx 
W /(cotg "ds zu ſuchen. Segt man. igı=z, 





[sin u cos x@dgx, B. 











= ‚= in ‚fo fommt /(tg —R Mr . 
t mon cotgx z, = == Ä ſo kommt 
(cotg rd — _z"dz .. Da U gun DT. 
1i-++z? 1-+2? 1+z? 
erhält man | | 
zrdz _ 1 „.,_ (Sad 
1+.? n—1 1%+z? 
fe. 8. S[ dg)’k—igı-ı Const. 
an hat noch: = 
ky)dı=  f —— eu m — los cos x-+ Const. 


JS Ccotgs)dx=log sinx+ Const. 
bemerfe noch die folgenden Integrale, auf welche man durch : 
gormeln A. und B. geführt wird: 


18 





dx fire =— dcos _ 
sinx e) sin  eJi-cos 


Hos mer C=bgigjs+C. 


Setzt man in diefem Integral 4r+x ftatt x, fo kommt 
d 
Sa logtg dr+49+C. 


" fein cosxdx—=%/sinxds=—1c0s2x74-C. 


. dx d2x 
SS ano tg x 4 Const. 


Um die Integrale Ssinx=dx, /cos avdx zu finden, kann 
füh auch der Entwickelungen von cosx®, sinx= bedienen, w 
in $. 24. gegeben find. Nach denſelben hat man z. B. 
cosx‘—=%cos4x-+H}c0s2ı+3, sinx‘ =} cos4ı —4c0s%- 
folglich Scosx'dx= 7 sin x-+-4 sin2x-+3x-+Const. 
Vainx dx 7 sindx—ısin2x-+!x-++-Const. 





100. Durch das Mittel der theilmeifen Integration fine 
man z. B. Sllgs)dik=xlogx—x; 
Sog s)’dk—=x(logxyP—n /(logx)"dz, 
di x 

ud St. apa 
oder, wenn man die Glieder verfegt, und n-H1 mit x 
Sehe 
dogs)” n—1J (log n—1 (logx 

Alſo z. B. 
Mogæ) dxx (log x)ꝰ - xloꝶg5Co 


dx dx x 
Ste Sog: Dart 
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melhe man den integral: Logarithmus nennt, und von deren 
Veorie hier nur Folgendes erwaͤhnt werden kann: 


Es ſei x’ ein beieiger pofitiver Achten Bruch, fo ift Flar, 
daß die Function —* fuͤr alle Werthe von x zwiſchen O und 


xedlich und ſtetig bleibt; daher das Integral S * 
Ann endlichen Werth haben muß. Um dieſen zu finden, ſetze 

















ma lgs=—u, fo wird u und u=w _ für 
ı=0; alfo 





Nr „u: er 
wze—logx’ eine pofitive Zahf if. 
’ . u 2 * 
m hat Tel 14 Hr 





f da u? u® 
ug „= Conit.+logu—u+ ,— s73tg74—" 


ue® 
k vorfiehende immer convergirende Reihe 

| u? u® \ 
Bent" 


mit fu bezeichnet. Da das Integral für u=co Rull 
en foll, fo muß Const.+iHd=0, alfo Const.——f(} 
; und es kommt darauf an, diefen Werth zu finden. Es 


ia eine beliebig große pofitive Zahl, fo- ift JS. —— fu—fa, 


I, wenn mar die Ableitung nimmt, = 


CY ie 


Kemen, fo ift gu=— zu Daher offenbar, ſo⸗ 
, u>a iſt yu>fu. Folglich wachſen die Fun⸗ 
fa - ia und eu beide zugleich ſtetig von Null an, indem 
a bis in das Unendliche waͤchſt; ſu — la aber langſamer 


. Man fege 
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dx — dcoss 
sinx ) sin x 1—c0sx 
—(08X 


1-Fcosx 
Sept man in diefem integral Irr+x ftatt x, fo Fommt 


SE logtg An-+49)4-C. 


ca8sXx 





3 Ylog! +C=logigiı+C. 


" feinx cosxdx=!t/sinxXdı==—1c0osx+C. 


u SR: d2x 
JS: cosx Ti 3, los ig x-+- Const. 


Um die Integrale /sinx=dx, Scosz"dx zu finden, kann man 

fich auch der Entwickelungen von cosx”, sinx® bedienen, welche 

in 8. 24. gegeben find. Nach denfelben hat man z. B. 

coſx —Fcos cost}, sinn! —=1cosAs—Lcosk+.; 

folglih / cos x dx 37 sin dx sin2x+3x% + Const, 
Seins k&—=Fz8indx— Lsin2x-+-Ix-+ Const. 


Mine _ _. 


100. Dur das Mittel der theilmweifen Integration findet 
man 3, ©. Sllgs)k=xlogx—-ı1; . allgemeine:: 
Sllog x)"dx —x(lgx)—n fi (logx)"Idx, 

dx X dx | 

(og UT (log x)°+!’ 

oder, wenn man die Glieder werfeßt, und n-+1 mit n bertaufßtt 


und 


SEs= 1 dx 1: x 

(log x)" n—1 (log x)" n—1 BE pi ' 
Alſo z. B. 
Sllogs)’dı=x(logx)’— % logx x-+2x-+Const. RE 


t dx ndx 
A 


Das Integral Pre eine tranfcenbente Zunction eigener I 
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! 


melhe man den integral: Logarithmus nennt, und von deren 
Iheorie hier nur Folgendes erwaͤhnt werden kann: 


 &fäx ein beige pofitiver Achten Bruch, fo ift Far, 
dap die Function 5* für alle Werthe von x zwiſchen O und 


aa! . , dx 
xdlih und ftetig Bleibt; daher das Integral | S: Iogx 
aum endlichen Werth haben muß. Um diefen zu finden, feße 


unlgs=—u, fo mid «=, ud u=o fir 


ı=0; alfo 
Nr Se er’ 


Muzc—logx’ eine pofitive Zahl if. 


et 41 n u? - 
Am hat Zar p„t“ 




















du .., u? u? u* 
On JSerz= Const.+-Iog rat 
ie vorftehende immer eonvergisende Reihe N 


u® \ 
los u- 435 — 3.3" 


mit fu bezelchnet. Da das Integral fuͤr u=o Rull 
den foll, fo muß Const.+EH—=0, alfo Const.—— f(}) 
; und e8 kommt darauf an, diefen Werth zu finden. Es 


du_ = fu—fa, 
use 





u 


era, fo ik gu; daher offenbar, fos 
a>1, u>a if yu>fu Folglich wachfen die Funs 
fu — fa und gu beide zugleich ftetig von Null an, indem 
von a bis in das Unendliche waͤchſt; ſu — la aber langfamer 


‚mens man Die Ableitung nimmt, fu. Man fete 
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als Qu, weil fu<gpu iſt; und da. = fd muf, 
. ° | 
1 | 


| 
| 


fein. Berechnet man demnach den n Werth der Reihe fu für eine | 
hinreichend große Zahl a, und fegt Id)—=fa-+re, fo iſt damit 
auch der Werth von I) bis a einen Fehler € gefunden, wel 


cher pofitiv und kleiner ald — Fur sit. Nimmt man z.B. a=10; | 


— 1 ’ 
fo ift e<ip. d. i. -0oοο; mithin findet man | 


durch diefe Rechnung (welche Brandes in feinem Lehrbuche der 

höheren Geometrie, Th: 2. ©. 69. ausführt) den Werth von 

fc4) bis auf 5 Decimalftellen genau. . Auf. anderen. Wegen hat: 

man die Eonftante des vorgelegten Integrals genauer ’ gefunden | 

—C=-—f4)=0,5772156649 ..- | 
Demnach erhält man 


u du a? u® Ä 
Se u-eu —C+logu-u+,— za t 714” 
‚oder wenn man u=—logx fest, vorausgefekt, Daß x une 
O und 1 liegt, | 
—=C-+log(—lo —* og , logn' | 
= logx 8 5 5 212 
Mill man eine Formel finden, welche brauchbar ift, * x di, 
Einheit überfteigt, fo fege man u=log x; man erhält, J 
ein poſitives u, 


Loge, 





N 
N 


dx e"du__ u? | u® 0 | 
fi 2 =boguru+ nt 313 +" Const, od. 


OgX u 


dx log x x)° 
— — Const.+loglogx+logx-+" 31 + at 

















Berlangt man den Werth von SE Dogx’ ‚ fobafd x >1, L muß 
man das Integral theilen. | 


\ | 4198 
Es fien.v und w zwei beliebig Kleine, pofitice Fe man ſetze 
"ds I-v dx 
v logx « =/, log x +[ 5 ls 

c + log (—log dm) Plog IV) + 

(log x’)? 

2'2 | | 

glgtmW-lgdtWe. —— 

ſo echält man, für v==P, w==0, | 5 
"dx _ —log (i—v) 
gr rl sim) 


ı »loglogx-+logx' REN —* 





+loglogx +logx-+ +.“ 











des Verhaͤltniß en) nähert fi dem Berhältniffe =, 
indem v und w fich der Null nähern, und wird, für v==d, 
„=0, unbeftimmt, weil zwifchen v und w' feine Abhän- 
gofeit icgend einer Art befteht. Folglich ift auch das vorlie⸗ 
gende Integrak, zwiſchen den Grenjen 0 und x’, ſobald x >1 


wbcfimmt. Das integral SE * hat alſo nur dann einen 


betimmten Werth, wenn ſich —** den Woſi tiven) Grenzen 
“und x, der Werth 1 nicht befindet. 


101. Der vorige 8. liefert ein Beifpiel von dem Gebrauche 
der Reihen zur Darftellung der Integrale. Hat man eine Fun: 
ion fx auf irgend eine Weife in eine Reihe entwickelt, welche 
für alle Werthe von x zwifchen x, und x, convergirt, fo echäft 
mon duch Integration der Reihe allemal auch das Integral 


‚dr durch eine convergente Reihe ausgedruͤckt. Denn es 


Dee der Reſt der Reihe, nach Hinwegnahme der n erften Glie⸗ 

det, mit pux bezeichnet; fo muß, nad der Vorausfegung, die 

dunction Qux, für alle Werthe von x swifchen x; und x,, mit 
13 
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wachfendem mn fich der Null nähern; tmoraus: folgt, daß auch 
der Werth) des Integrale JS. Puxdx ich mit twachfendem n der 
Null nähert, weil er einem Mittelmerthe von Pax, / multiplicirt 
in das Intervall Kı—Xo, gleich iſt. Dieſes Intervall muß aber 
endlich ſein. 

Man kann auch die Reihe fuͤr fx noch mit einer Function 


Fx multipliciren, welche zwiſchen ben Grenzen x, und x, end⸗ 
ih und ftetig bleibt, fo erhaͤlt man Dadurch eine ebenfalls can: 


vergirende Reihe für das integral JS. fx «Fx+dx. 


Man hat z.B. | 
—— 1° ua 4,0 Er ee Er 

mithin Jr 
arcsinx=i+4 7 rn 2: = era | | 


. Um das Integral Sri —x)mdx in eine Reihe zu entwickeln, 
für die Fälle, in melchen ein Ausdruck deffelben in endliher Zorm . 


nicht zu erhalten ift, feße man: | 

(—x)"=1—m,x-+m,xX?—m,x’+“ | 

mithin (Ye —=r—m trennt? mn, Xtt3 es i 

fo ift | | 

Azad Const gn+l xn-+2 xn4-3 

S&A—r)"dx=Cons + PB m—— 
Ein anderes Beiſpiel liefert die Reihe 

n+1 xe+r? xn+3 xnr4 


x 
X: x"dı= + — — 
Je xdx Const + tr pr 2 u 


welche man findet, wenn man die Reihe —1+x+ the 


mit x" multipliciet, und das Product integrirt. 


> 





\ 295 
Anmerkung. Sept man x=logy, f wird | 


Sxrerdx=/(log yy · dy, 4 
voröber 8 100 zu vergleichen iſt. 














102. Es ſei (x,a) eine Function' von ’x, welche“ zugleich 
" unbeflimmte Eonftante a enthält: Kennt man das Mtegral 


Siem ; u vun 


fo laſen ſich aus demfelben andere Integrale ableiten, inbeng 
man das vorftehende nach a differentiict, ' während. X ‚od x 
underaͤndert bleiben. Offenbar nämlich R wenn a in atk 
übergeht: 


Ak 


. — 1 7 2 


fe (eat &) dı= 


Ulx —— ya 








Vak Ko 9 ee 
| 


daher für k—=0, \ sr 


LTE 


sıdf(x,a) , diixa) ._ Ua) _ ach 
JS. a Men: da: | 
Ran hat z. B. S; at aretgt. 


Rinmt man die Ableitung nach a, fo kommt: 


—2adx _1, —I__ 1 aretgt; 
oe a a’fx’. a? °a' 


dx... 1 1: 
nithin v rar *35*3 Satz 3 areis 


Un; B. für a1, 


dx . X . or a ne 
Na =imgtt arctgx, 
ibereinſtimmend mit $ 92. Auf diefem Wege wütde man 3. B. 


dx 
— — aus den ormeln des 8. 96. fuͤr 
— his?  Sormeln be 
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Ss durch Differentiation nach a leicht finden. 
a na ee . 


)V h’tı? „ 
Kerner fann man au) das Integral —“— dx, als eine 
x 


Function von a betrachtet, mit da multipliciven, ‚und nach a in 
tegriven. Dabei geht «8 aus dem Begriffe eines Integralg, als 
einee Summe, hervor, daß die Ordnung, in welcher die Integra⸗ 


[4 


tionen vorgenommen mwerden, einerlei ift; tenigftens wenn die 


Function f(z,a) zwiſchen den Grenzen der Integration in Hin⸗ 
fiht auf x "und auf a, überall endlich und ftetig bleibt. Es feien 


demmalh 5 und B die Grenzen der Integration in Bezug auf a, 


fo Hat man Si da „(= ‚dr x, a)da. 
Diefer wichtige Sag läͤßt Pr au auf kofoende Art bemweifen: 
Man ſetze S —2 Vx,y), und a —=y@,F) ; 


fo ift JS. Oy )d«= vomg )— la,y ); J 


daher aM Wen) SF px, y) dx, 


woraus folgt: 
WEN YEI) = fi ⸗ Pa,y)dk. 
mithin: ı 
Ss] p®= VEN KHK u 
Kerner ift | 
K=/pamdy; Sienir=t —2— 


JE Jay [tea — fi Koma «= 


U Ya,y)— UK — en 


r — 
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mithin Sf day f Pla, y)dx= "dx Pay)dy; w. z. b. w. 
68 folge hier ein Beifpiel von. der Anwendung diefes Gates, | 
Ran het Se — =, wenn m pofitiv if. 


AR. NIE N I 4.. 8 HEIST, 


Muftipficiet man mit-Am,.unb integelrt, fo ift | 
‚fin * Keridxza fi: dx Kt zn melagn-Conit, 


ur © Dr Zar 
fernee cher dm = VEN IRRE un R G , \ 
bg" nn 


folalkh, wenn das Integtal von m= =p bis mg genoimmen wid, 


1 pP 
 Jeeteiig x ' u ; u a 3 ... J 
4 .” E . 


8: 


x xbgx x’ 
wu fin) af an= Ze 
1 ‚xq. u: i 5 J zu. 
Ja xlog engl: | | 
‚Ran hat demnach) folgenden bemerfenswerthen Integralwerth: 
xa - v 4. i 
Se xlogx. =Iog 1 . 


Mehrere Anwendungen des obigen eu ſehe man in 128. 
md den folgenden. .. 2 


⸗ 9 8 
De 








— 
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ss. 
in | 
Anwendungen der Integrol-Kedjnung anf 
die Geometrie ' | 


Quadratur und: Rectification:. der Euroeh. 


103. &; fei Gis. 18.) CEE_ ein Bogen einer Curve, 
AD die Age der x, =a, AD=x, Ordinate BC=ia, 
DE=fz; fo. ift der. Klädenraum BCDE offenbar eine Function 
von x und a; oder, wenn man ſich a unveränderlich denft, eine 
Function voh x; alfo BGDE=Hr. . 9ö$t man zum DD’=Ar 
wachſen, fo fann man immer Ax fo Elein annehmen, daß die 
Drdinate fx zwifchen x und x+-Ax beftändig waͤchſt oder de 
ftändig abnimmt; daher ift die Größe des Flaͤchenraumes 
EDDEAVX zwiſchen den Grenzen 


‚fx-Ax und æꝓa Ax, 
folglich auch der Quotlent Ir mwiſchen fx und BETEN ent: 
halten. Hieraus folgt; wenn die Differem Ax im Verſchwinden 
gedacht wird, Yx—fiz d. h. die Ordinate fx iſt die Ablei⸗ 
tung der den Slächenraum ausdrüdenden Funetlon pr- Daher 


wird der Slächencaum CBDE durch das Integral JS. fxdx an⸗ 


gegeben, wenn die Abfeiffen an feinen Grenen AB=a, 
AD=x, fin. 

Um die Sormel für den Slächenraum in Polarcoordinaten 
zu entwickeln, fei (&ig. 19.) AC==r der keitftrahl, ZCAB=p; 
AB=rcosp=x, CB=rsinyg=y. Wädft 9 um Ag 
CAE, fo geht AC=r in AD=r-+HAr über, und wenn von C 
das Loth CE auf AD gefällt wird, fo ift Dreied‘ CAE= 
1r2cosApsinAY. Bezeichnet man die Fläche A'AC mit Xp) 
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oder kuͤrzer mit %, Kindem man AA’ als einen bellebigen feften, 
AC als einen beweglichen Leitfrahl und mithin AAC als eine 
Sumtion von 9 anfieht), fo Fann man wieder, nah der Mes 
thode der Grenzen, beweiſen, daf das. Verhältniß von. .CAD= 
Avp zu dem Dreiede CAE ſich defto mehr: der Linheit nähert, 
je klener Ap wird; mithin muß 
Avp__, 4 sin A P. 
r cos AP: = Ag 


fen fir AP==0; woraus folgt: er; alſo u 7 
Difed Integral druͤckt, zwiſchen den gehoͤrigen Grenzen genom⸗ 
wen, das von zwei Leitſtrahlen und dem zwiſchen ihnen befindli⸗ 
den Bogen begränzte Flaͤchenſtuͤckk (AaAC) aus. F vV 

Aus den Gleichungen xt cos p, y=T sin Q, fofgt 

dk=cosp: de—ydp "und — — 
und hieraus ſindet man 
—E— W u u 
Daher die Stäche A’AC auch durch das Integral | 4 J 
augedruckt werden kann. 

Anmerf. Alle diefe Ausdruͤcke erhalten rermdleit des uns 
mdlich- Keinen eine Place geometrifche. Bedeutung, die zu merken 
fh. Stellt man ſich nämlich unter dx eine unendlich Feine Zus 
nehme der Abſciſſe x vor, weiche in Sig. 18. dur) DD’ ange 
deutet fei, "fo: deckt das Product fx-dx das Rechte aus ED 
m DD’ aus, welches bis auf ein, unendlich Kleines der zweiten 
Ordnung, der Figur EDD’E’ gleih-ift. Das Antegral / fx dx 
küdt. daher den Slächeneaum als eine Summe von unendlich 
Welm Elementar⸗Rechtecken aus. | 

Eben fo findet man, wenn man in dem Dreiecke CAD, den 
Dinkel bei A (Fig. 19.) unendlich klein und. gleich dp, zugleich 
CA=r, CD=r+dr fest, und die Sehne GP: zieht, den Floͤ⸗ 


henraum des geradfinigten Dreiecks CÄD he ind, 





. I 


— — --- 
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t 


welcher Aucbtütt mit ohchug alle al weiter und hoͤ⸗ 
begee Drönungen, auf den ‚einfacheren — zuruͤckkommt, den | 
| 


man ſofort Für das Elementar⸗Dreieck CAD des Slaͤchenrau— | 
mes der Curve zuf sehen Bat. | 


104. Fr fei (Big. 20.), AC ein u Bogen line Parabei, | 
A der Scheitel, AB==x, BC=y; y’=2px; fo ift die Stäbe 


. —J— — 


* —— — er Asy; 
de i. α.. uc. ia ze , 


“o, 01x 


dar di euipfe ir Sr 1, alfo ap 1 


AB=x, BC=y ($ig. 21.) AD=a, Akseb; alſo der Kaum 
FABC gleich (ix ober gleich V 1-58 


Ä Ahrens ‘ .. Bar Far 


Nun ıft ya V 1—x? Sfr [3 = 


2 
ri ji —x 
sig in “nl. I Wine Vi- 





⏑ u _ 


RE 


Ze VER lareinr, (8. 8) 





' Aut jaresinz und | 


5 — er 4 —— 


Gi die glas: ter : dm elliptiſchen Quadranten (EAD) if 
x=a, alfo die Släche Labrr, . oder. der von- der ganzen Ellipſe 
begrenzte "Raum! glei abr. 

“Wenn: man! die Afpmptoten AD, AE einer Hyperbel zu 
en der Ehordinaten: nimmt (Fig. 22.), alfo AB=x, BC (pas 
rallel mit AE).gleih y fekt, fo ik xy—a?” die Gleichung des 
Hpperbef. Es fei der Aſpmptotenwinket EAD, Bb=dxs 





31 
fine mmendlich Meine Zunahme der Abſciſſe x; man ziehe be pa- 


ralcl mit BC; fo druͤckt das Product ydz sih die "Fläche" des 
mendlich ſchmalen Streifens Chbe aus; folslich iſt 


[yax sin’ sin ©, f* ==a —— Cents. 


dr Ausdruck der von der Hyperbei degrenzien läd. "Soll | 
dielbe von der Drdinate FK des. Scheiteld K ihren, Anfang 
nehmen, fo ift die entſprechende Abſciſſe AF= a; mithin. bie 


duͤhe KFBC—a? sin a-log(*)- J ER 


Gr die Cyeloide war ($. 50.) x=a(p— ein )=AB, 
J=1(1i—cos$)—=BE (Fig. 23.). Betrachtet man Dei Flaͤche 
ACB als eine Function von 9, und bezeichnet fi ſi e mit F, fo it 
F— dF dx __ „ax, Ä 
” dı dp Kru 


all cosg)i ſa En Zr 


alſo, da mal - cos PD) und 


Ferdi —— zurnz 


oder F= ABC=ai(z ung 


wo das Integtai Pi genommen ift, daß es fuͤr x— 0, dv. h. für 
9=0, verſchwindet. 

Für par echäit man die ganze: Bi der Ehelode 
gleich Bat. 

Un noch ein Beifpiel von der Quadratur in Polaredordina— 
‚tn zu geben, fei" die Gleichung einer gewöhnlichen Spirale 
=ap vorgelegt: - Man erhält daraus den Slächenraum, wel⸗ 
Gen der Leitſtrahl r während feiner Drehung von Ly=o bie 
9 uͤberſtreicht, gleich 


4 fi rdp=4a IK prdy=4a’(p’—a?); 


alſo z. B., für a==0, den Zlädhenraum 4a?p?—=!r?p. 





‚4105. Es fei AB (Zig. 24.) ein, überall converer Bogen 
einer Curve, und in demfelben eine Sehne AB gezeichnet. Man 
ziehe in A die Tangente und verlängere fie bi zum Durchfchnitte 
F mit dee Ordinate EB von B; fo ift der convere Bogen AB 


größer als die Sehne AB und Meiner als die Summe der ein: 


fehließenden Linien AF--BF. Wan fann dies entweder als 
Grundfag annehmen, oder auch bemweifen, wenn man die Länge 
des Bogend AB als die Grenze des eingefchriedenen Polygons 


definirt. Nun fi AC=Ax, CB=Ay, ZFAC=o, fo ik 


ig © —3, und Sehne AB VAMXx Ayꝰ, 


arm AL +Ax iga— Ay. Ns man den Bogen 


AB gleich As, fo liegt das Berhärtmig L° ¶wwiſchen 
— ———— 


CE ———— — — — 
wa... —— cos ==V — 


if. Fuͤr ein verſchwindendes Bogenelement ds fallen dieſe bei: 


den Grenzen zuſammen, indem = = wird, und man erhält 
Pa * 
die Ableitung des Bogens Em =V 1+(2 7). 


Statt deffen laͤßt fich un ſchreiben: ds—=V.dx*-Kay?, 
was, in Worten ausgedrüct, nichte Anderes heißt, als Daß ein 


unendlich kleines Bogenelemert ds als zufammenfallend mit fer 


nee Sehne VW dx’-Hdy* angefehen werden muß. 


Sind Polarcoordinaten gewählt, ff daß 4 x=rcosg, | 


y=rsing, fo if . 
dx=cospdr—rsinpdp, dy=sin pdr-+ rcospdyp, 


mithin ° d=V dx? +dy?—=V dr?+r?dp?. 


u 
| 


| "a 
Der Bogen s wird alfo durch Die Integrale | | 


SV 1+2 >de oder Ve 


‚ ausgedrückt. 


Beifpiele. Die vorgelegte Curve fei ein Kreis; die Glei⸗ 
Gang deſſelben x’--y?=r?, fo it xdx-F-ydyz=0, alfo 
dx?(x?-+-y?)__r?dx? 

er aan 
mithin, wenn man das pofitive Zeichen wählt, 
I — ul. ’ a 


Siraus folgt sr arcsin =+ Const,, und wenn der Bogen 


k?-dy’— —ds, 





vn x==0 anfangen fol, S==T. arcsin-ı.. 
Aus der Gleichung der. Parabel “ y’ ==2px folgt 
ydy=pdı, mithin ds=dx PEr, y Um diefe Formel 











‚ n-E-2%x - 
ii integriren, fege man 1/7’ Pr *2, ſo wird m 
’ 


q’ 
— _n73 dz23 - 
=, —— = und = . Durch De in 
tinfache Bruͤche findet man: | 
— _ 4 1 
{z? (1) — la 7 pr — sh 


daher durch Integration 


J 1 ” 
s—Const. +ip ge + re 
oder, wenn man für z feinen 8* in x ſetzt; 


V — 4* —2 


s= Const, +!plog ——— — 
> Vp-+2x—V 2x 


Bu | E 


\ 


Soll der Bogen im Scheitel anfangen, fo'muß für. x==0 bad 
Integral Null, werden; alsdann erhält man: Const.= 0, und 
den parabbliſchen Bogen vom Stheitel an: 


2x+-V 2x IE, . Ä 
min VER VE, ‚VE: 


‘ u . 1; N 
Ahr Bringen — EI SR LI worent, 


a "7, ” 


2—b?__ Zu u — — 
wenn = Rn ‚"gefeit wird, ds—dk VS 


a —ı 
folgt, wovon das Zuleheal eine transſcendente Funetion if; 
Bringt man die Gredung der Ellipſe in die Form xa cos, 
y=bsinp, fo wird 


tt na — sin.p?-+-b? cos g*)äp: 

ode male sp. dg. 

| Schreibt man in den vorſtehenden Gleichungen —b?': ſtatt 5°, 
fo daß DE wird, ſo xrhaͤlt man das Differential 


des:Bogens der Hopliber: ine | 


ge 2 2 2 
a—e x? e 2x _a ' 


| 





gür d die Eycloide-war alt dy= Se 
(8. 50. ), folglich | 

ds? —=ds’+dy? =? cosy)dg? —4a? sin3p? dt; 
oder: de=i— 2a sin Indg, s==const.+Aacosip. | 
Soll der Bogen. im Scheitel & der Eycloide anfangen (Big. 23), 
fo muß für p=n, s=0 merden, woraud Const.—0 und 
s==4a cos !p. folat. (Fa dem Ausdrude für ds ift das nes 
gative Zeichen gewählt, weil, unter der gemachten Borandf 
Bung, der Bogen GE abnimmt, während 9 waͤchſt.) 


Man Hatte ‚y=alf— cosp)==2a sinigp?; zugleih 
52 I6aꝰ cos3p?, folglich, durch Elimination von 9 
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®+Say1ba?, oder 8 —82(23—y); d. ih, das Quadrat 
des Bogens Gc gleich dem’ Rechtecke aus "dem: vierfachen Vurch⸗ 
meſer Sa des waͤlzenden Kreiſes in den Hoͤhenabſtand GK ſei⸗ 
nes Endpunctes C vom Scheitel G. 





















106. In $. 48. 49. hedenteten a, b die Coordinaten des 
Krimmungsmittelpunctes, r den Kruͤmmungshalbmeſſer einen 
ebenen Curve. Werden aus. den Gleichungen 4.2.4. 5: dee 


mannten ⸗ die Broen3 — vb = emiit, » eehätt 


ar * J 
 @—aXda’+db’)= —rdadr. DE 
en man die Duadrate bieſer Gieichimgen, und ſetzt 
E-4a) () Frans u 
Wie \ dadpdh’mndri .”:i; 1 
det Bogenelement‘.der Curve dev: geininmsgeimiteipinete oder 
der&otate (U da*-4-db°) iſt demnach dem Differentiale dr des 
Scimmungshalbmeffers gleich; wie es auch fein muß, da .der 
Lruͤnmungshalbmeſſer der Cvolvente bei.. Der Abwickelung der 
krolute beftändig um die Länge des abgewickelten Bogens 
zunimmt. BE pn 


no Ra Em. 

Menn die Gleichung einer Curve in einem endlichen, nicht 
transſcendenten Ausdrucke enthalten iſt, ‚fe. kann man offenhar 
auch ihren Kruͤmmungshaͤlbmeſſer und die Coordinaten des 
Lruͤmmungsmittelpunctes immer genau ausdruͤcken; und da das 
Hferential des Kruͤmmungshalbmeſſers zugleich das Bogenele⸗ 
amt der Evolute iſt, fo folgt, daß die Evoluten nicht transſcen⸗ 
denter Curven rectificabel find. So war 5:8: Für die Evb⸗ 
Inte Pe Harqbel die Gleichung -Blar-p)’==27pb?. ‚gefunden 
R 8). ‚Sekt, man. J bay een. p era 
Ay: a „mithin. at. a Sea 2 : . 


3 .. 


- dal x j - , . "Trggr _. 
dy=i. 5* — Her, 
alſo der Bogen J 





—— Cor 


Eben fo. muß die Cycloide rectificabel fein, wie auch oben gefune 


den wurde, weil ihre Evolute wieder .eine Cycloide iſt. 


Es werde hier noch bemerkt, . wie man: den Ausdruck für | 


den Krümmungshalbmeffer r durch Conftruction, mit Hülfe des 
unendlich Kleinen, finden kann. Es fei (Sig. 25.) AB=ds ein 


Bogenelement, CA=r der Kruͤmmungshalbmeſſer, fo kann man | 


AB einem Kreisbogen vom Halbmeſſer r gleichfeten. Es fe 9 


der Winkel, welchen die Tangente in A mit der Age x bildet, , 
alfo ig -%; fo wird 4d9 die Neigung der Tangente | 
in B gegen die Are x fein, und folgfid d9-- BDE der Bir | 


kel, den die Tangenten in A, und B: mit einander bilden. Die ] 
fer. Winfel iſt aber dem Winkel, am. Mittelpuncte € gleich; a 
LC=dp, und Bogen Semrdg, 


Run iſt Kia alſe 


= ©) cos P a 9 J 


mithin „der .. Bo ale 
oder . r— “ , J 
— 
dxꝰd B | 
| 7 5 ur 
wie ie früher gefunden ift. Er 


Den Ausdruck für das Bogenefeinent. einer "Curve dope 


pelter Kruͤmmung findet man, indem man!" wieder "in de 
Stelle eines unendlich Fleinen Bogens die Sehne ſetzt: 


4 





- 


ds= — Vai +dy?-+dz],: 
in welchem Ausdrucke die Werthe der Differentiale dx, dy, dz 
aus den Gleihungen der Curve eingejeßt werden müffen, 1005 


| duch derfelbe auf Das Differential einer Kunction von eirier ver⸗ 


inderlichen Größe gebracht wird, melches fodann ihtegrirt wer⸗ 


Ökihungen x=mcosQ, y=msin@, Z=nP. Waren (8. 71.) 
&=Vn?-Fm?.dp, alſo s—=Vn’+n?-H-+ Const. 


Duadratur der Flaͤchen. 


107, Da ein unendlich Pleiner Bogen einee Curve als zu⸗ 
ſanmenfallend mit feiner Sehne betrachtet werden muß, fo folgt, 
W ein nach allen Richtungen unendlich kleines Element einer 
Petig gefrümmten Kläche als eben anzufehen iſt. Wird daſſelbe 
amlih durch beliebige Ebenen gefchnitten, fo fallen alle durch 
defe Schnitte entftehenden unendlich fleinen Bogen. mit "ihren 
Sehnen zufammen. Die Schnitte des Slächenelementes mit: bes 
ebigen Ebenen find mithin als geradlinigt, und folglich" it 
dad ganze Slächenelement als eben zu betrachten. ©? 

Berechnet man unter diefer Vorausfegung den Flaͤchenraum 
dei Clementes, und nimmt die Summe aller auf dieſe Weife be 
tehneten Elemente eines vdrgelegten "Stückes der Slädhe, ſo er 
hält man den gefammten Inhalt :deffeiben. 

Es feien die rechtwinklichen Coordinaten der Flaͤche als 
dunctionen zweier veraͤnderlichen Größen p und q ausgedrüct, 


ai s=f(p,g), y=PPRI), 2=Upd. 

behen nun p,q in p-+-dp, g+dq über, fo echält man, mit 
Veglaſſung der Glieder höherer Ordnungen Ä 
dx=adp-+a’dq 

dy=bdp-+b’dq 

dz=cdp-+c'dg. ' - De u Bor eE 






den muß. Man erhält 3. B. für die Schraubenlinie, ‚deren _ 


, 
‘ r 





Werden die Quadrate diefer Ausdruͤcke addirt, fo ergiebt fih der 
Ausdruck für einen unendlich kleinen auf. der Släche gezeichneten 
Dogen ds, noͤmlich 
ds? = dx?-+dy?+-dz? ==Edp?-+-2Fdp dgq+-Gdg’ , 

wo Ez=a°’-»b?-rc?, F==aa aber, G==a ne 
geſetzt iſt. | 

Irgend ein Punet Ä der Fiche (ie, 26), deffen PER 
naten x, y, 2 find, kann als Durchſchnitt zweier in der Flaͤche 
liegenden Eurven betrachtet werden, von denen die eine entfteht, 
wenn p ſich ändert, mährend q ungeändert bleibt, die andere, 
wenn q fich ändert, während p ungeändert' bleibt. Es fei AB 
das. Bogenelement der Eurve, für welche q conſtant bleibt, fo 
wird ‚die. Länge deſſelben duch WE -.dp ‚ausgedrückt, weil 
dq—0 iſt. Eben ſo ſei AC das Element der Curve, fuͤr wel⸗ 
che dp O, ſo iſt VG · dq der Ausdruck feiner Länge. Man 
‚ziehe ans dem Puncte B, deffen Coordinaten, x-Hadp, yrbdp, 
2+cdp, find, eine Linie BD, für welche wiederum nur q fh 
ändert, während der Werth von p, der für diefen Punkt 
Pdp iſt , ungeaͤndert bleibt, und aus G eine Linie CD, 
welche q-+dgq beftändig. bleibt, während p fich ändert. | 

‚ Beide Linien treffen in dem Puncte D zufammen, für wel⸗ 
‚hen ſich p um dp, q um dq geändert hat. Um die Länge von 
BD. zu finden, darf man in dem. Ausdrucke für AC, £ 





4.4 —X 


VG . aàq, nur P-Hdp ſtatt p ſetzen, wodurch man erhält 


or 
„tt 





'BD= (v® —— dp) dg 


alſo, mit Beglaffung der Sieber —* und höherer Ordnut 

gen, BD=YVG- -dg>=AC. Auf, ähnliche Weife, wenn man 

in E q-+dg ftatt q fegt, findet man CD=VE-dp=AB: i 

- Man hat ferner noch 
AD?—Edp? +2Fdpdq+Gdg?. 

Fun ſei der Winkel CAB gleich w, fo erhält man 


Ä 
| AD’=AB’M2AB-BD- cos@-+BD?, 

dern AB WErdp,. BD=VG-dg ift, 

AD’ —=Edp°-+2V EG -cosw-dp-dg-+Gdg?. 

Veglicht man dieſen Auchruck für. AD? mit dem obigen, .fo 
aht man fofort VEG-wsu=F, 

woraus fich ergiebt 














ViEs-r , a 
mn, 

VEG | 
Di Zläche des als eben zu betrachtenden Viereckes ABeD. iſt 
der gleich AB-BD.»sino; . folglich gleih 


- EG—F? .. 
ap · Vüdg- —— J 
| VE P v® 1 VEG 

ao gleich VEG—F°. dpdg. 
ft der allgemeine Ausdruck für ein Elemeuͤt einer ftetig ge: 
mmten Släche. Integrirt man : denfefben mit Ruͤckſicht auf 
Örenzen eines vorgelegten Stäbenftädes, ſo echält man den 
it deſſelben gleich 


- JWEG-—F°.dpdg. 


108. Gewoͤhnlich ift für die Fläche eine Gleichung zwiſchen 
twinklichen Koordinaten x, y, z gegehen. Um in dieſem 
Bel den Ausbruch des Zlächenelementes zu erhalten, muß man 
der Koordinaten, 3. B. x. und y an die Stelle der Größen 
md q ſetzen, und die ‘dritte, z ale Suncion derfelben betrach⸗ 
. Demnach hat man 


| dz= + I i 


Sin wo = 





-- ®_ — — nd 
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⸗ 


=ERt —— — | 
afo E=14+(®)), "=(E)(E ), =) 
daher —E 5) + ). 


mithin als Ausdruck des Flaͤchenelementeb: *r 


V +) —X dry ur | 


Werden ftatt der Eoordinaten x und y Polarcoordinaten r und 9 
im der Ebene xy zu Grunde ‚getegt, fo daß vermoͤge der Gler 
hung der Flaͤche z eine Zumetion von r und @ iſt, fo hat mal: 


x=rc08s9, yrsing, 1=l(rg). 
Demnah ft - dx=cos@-dr—rsing-dp 
dy=sing-dr-+rcosp-dp 


Deore 


dz de \ 
mithin E14 (® 2), 5 do’ Ger) 
und ds?—=Edr?-+2Fdrdp + Gdp?; 


ferner das Flächenelemens glecitch | | 





ODE 
ober Vh+r(& =) NS ‚drdg. | x. J 


Werden endlich Polarcoordinaten im Raume zur Beflimmmun 
der Fläche gebraucht, fo iſt 
X=TC0sW cos, yrcosy sing, „=rsinv. 


Alsdann läßt fich, vermöge der Gleichung der: Flaͤcha au 6 
gegebene Function von 9 und W anſehen. Man erhält 


“er 
. 
‘ . 
( 


\ 
\ . x 24 
ae Be qe 


—E (35 5 cos pr sin 5) PR 


Hager) a cos ꝙ ay⸗ 











us(5. cosyap. un 


1 r 


REN rennen 


in: mvay- +(Eum, Y+rcos y)a dv. 


Duch Addition der Quadrate diefer Diet Ausdeuͤcke echält mar 
dad Dogenelement , , 


ds? ——— dıy2, 
w E=r? Da El} — ‘Gear? BZ 
Heraus findet FR Zu u 


LE | 'd 


A E BSG LE 
nithin dee Ausdruck des Slächenelernentes: ”“ u 


pay [7° ey) Beer )}, : 


Bir Formel b. laͤßt ſich mit Vortheil bei Flaͤchen antbenden, die 
durch Umdrehung entftanden md. &8 fel tiaͤnmich z’die Umdre⸗ 
hengtaye, welche in Hinſicht Auf die erzeugende Euͤrve "als Ab⸗ 
ſtiſe Seträchtet toerden: kann, deren - zugehörige Orbinate r iſt. 
Htelt nun za) U die Gleichung der erzeugenben Curde vor, 

exhaͤtt man die‘ Gleichung der Umdrehungeflaͤche in rechewink⸗ 
WMWen Eosröinaten, wenn mai ſtait r, Vx'ry? ſchreibt, alſo 
Kz, VERF) —U. Behat man aber Polargoprdinaten, i in der 
e xy bei, d. h. ſetzt man, wie oben, x ⸗r co⸗ Q, yrsing, 
fit Kz,r)—=0 auch als die Stekhung der Umdrehungsfläche 
A betrachten; verndbge Deren: 'w unabhangig son: @,' ale «ine 


_ 14 * 
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bfoße Function von r ift. Dan het dermad in der Boge h. 


u = | Rec, ) 


als den Ausdruc des Flaͤchenelementes. Dieſe Formel kann 
man ſort in Bezug auf 9 integriren, weil r und 2, mithin 


auch u , unabhängig von @ fü nd. Integrirt man von 9*0 


bis y—=ıın, ſo erhaͤlt man den Ausdruck emes iigfdenigen 
Elementes der Fläche gleich 1: | 


2 Ihrer, BA 


Man bemerke noch, daß ar (E)" >) nichts anderes ik, al 


‚der Ausdruck des Bogenelementes PER ee der en 
zeugenden Eurue; mithin kann man den Ausdeud des ringfoͤrmi⸗ 
gen Slächenglenienttes auch ſchreiben Zrer-ds; weiches Differen⸗ 
tiol nachher. in der vorgefhriebenen Ausdehnung zu inte⸗ 
griren iſt. 


Anmerkung. Die in Vorftehendein angegebenen Kläcen. 
Differentiafe muͤſſen zwiſchen Grenzen integrirt werden, Die fi 
aus den Bedingungen der ‚Aufgabe ‚ergeben. Es fei das Fate, 
geal Hizy)-dxdy gu,integriven nach y von. y=gQ.x ii 
y=9ız, wo QoX Und, Pr zwei ‚gegebene. Zunctioigen won 
find, und fodann. nad x von ‚ES bis xx; ſo kann maı 
enttveder die angezeigten Integrqtionen unmittelbar vollzich 
oder auch, was oft vortheilhafter iſt, folgendermaßen verfahren. 


4 Zr N 


als conſtant angeſehen wird, ſehe malt. 
RI u Y=Qox+ (Pix gen, \ 
fo wird, für y=90X, ul, und. fuͤr pa 1554. M 


En. see VE 


- der Husdrud eines &lementes der — Fe 
3Wird⸗ngndas rück: yerlant,.-melhes Firhnamwirhen..der 
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feße ferner, indens man Rx als ronſtaut Be dye= Epirpox)de, 
fo dat man .,,.,. „ J=Hb w: jan 


„a F Siegen Weinen, 
X:  eng |” .„Wyınl 
und mithin, wenn man * ven —J— m nach 
x integriroris u rk Kl 9 Be 


ya 


PR er Yık= MH KR rer er Oasen ann ud * 
welcheo rangfongnirte Intepug] MWücen rund red, ‚und 
zwiſchen x—x, und xx, genommen wezden ig © 5 


J HOT Brände dt Bien‘ gegthenes Srult Ip‘ ‚Kugel: 
fläche‘ zuX quadriren. uMDib Bielchung diefdr ER bekannt⸗ 
no bein vechtwintiche Wobrbinalen fi Grunbeogricht werden, 


Hofe ei STR siz= " — uch 


7 dy z 
habs; Kt PER 
Wis! 2 Lt 1 a TE 1 | vo da) 2 - ws z' 3 — a’ VER 22913 3.3108 
i+ ) =5; 


organ 9 20] Nirfasni — oma h yo Ian 
michinꝰ rend zadadet 
2. em: Va?—x? —y ,n7 

nad un 31. * 





Chetie Yun. einem Berjehen,‚pangliel An, demn.hhande 
gelegten ebenen Schnitte behßgdet. Ma Man, A — 

u Suöhhneh 27 go Sun 2 

17 I PIEITITIR TO | = — ——— 3 uν NL 


— En Ya Werthen, welchaxn fuͤr ein gegebe⸗ 
ea d. ). don Er his y-4V2,, 

r Ich: BR | ide ah ind ſchmalen Zone er alten wird, 

die zwiſchen —* der Ebene ‚ya parallelen Ebenen enthalten if) 

und fddanı von x—=0' bis x Man kann auch zuerſt von 
y= —0* N a ENGE 2 bis xh "instgeikih, 

Senn ihän He ch der‘ rehel een * ᷣderdoßpitb ba dieſe 











V- ———ra 





* 
3 
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Garesretiong) auf, bad-kehchtefhe meiglähren,fegerima..: : 
y=yV ao? u, —s —X 2. du, Mandl n | 
scher, sch: 2J® er (ars, Al —* Ve 46 * V | 


fo geht das vorgelegte Integral U iwer in 
—8X ze. a va N u HU TEL — An 


"ir o Vi u? zah o Vi-u ——— ' 


welches Yeppr — — — tet: ci irgejohe | 
giebt dal a, ee ——— 
des vierten Aue Auen 7 dm er mo 


1, u een, Fopmgeln erhält. .ması narbmehugpe an 
Der, Muyshgügfe {dr ‚dafs Shemanb-Denfugeiflächen ., 32,8. Der ' 
Außdyeck Fir das Flegnent zinereicunden — da dur hie | 


Rugel vIkrtzein?, mithin — A fu ſix des Ce 
x uh x | 


ment diefer gläge ardrdg _ ardrde ‚oder, wenn man zuertt 
3 — 5 \+-} 





\ 


ſchmale Bone zwiſchen zwei var: Z.Tenfrechten Epewnr | 


Zar » . Sutegeiet, man den Ausdrud bpn 1550 bis 





V >»? —r? pie nd ld a Tin. 


in Hinficht auf @ von 0 bie‘  integeh, für eine unendlich | 
J 
| 


rer, ſo Lommt Bra wahre Oberflſche hesr durch 


den parhttittteich nnd Eulfecnung Var vo Be. 
puncte)! Korte Kihehfeahtänte 3” dh 

Eine andere Form fuͤr dos Diffe igl der Kugelflaͤche er⸗ 
hält man, wenn man Polarcoordingaten zu Grunde legt. De. 


— 


xrSa · di Glalchuig ber Rüge iR, ſo Mr. re | 


D7% ie 


„Ole. 


miehin, Me der Küßtrudc J 3 Flätpenelement 


Bel über 2 ig .. d . 18 F ya HR — * 
| 45%. ; “BB .. cos vd duch, , dr TEE 
wpelgher. ein "unendlich Feines, ‚Inäheiistes, Biere] ergiehk, deley 
Seiten, a und. a co⸗ va „find, von denen Die Koh Kine 
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geöften Kreiſe, die zweite einen dqrauf ſenkrechten Barallels 
greife vom Dalbinefier a.cos Y angehoͤrt. Integrirt man von 
9m bi 9", und von y—y By", fo: exhoit 
man a?(9'—Q)(Csin W’— sin w') als Flaͤche eines Viereckes, 
welches von zwei einander parallelen ebenen Schnitten, und zwei 
darauf fenfrechten größten Kreifen, die mit einander den Winkel 
4-9’ bilden, eingefehloffen wird. Sept Man ;. B! e=0, 
dr, fe erhält man die Kugetzone von“ ver“ Obhe 

h=alsin W’—einyf) aleich 2anh, tie berannt. \ 2 












110, Die Gleichung —S— nr 2 gel einen Bu 


A zweiten Grades bor, deffen Are in- der Are z, und deffen 
ze in der Höhe e über Dem Anfange der Eoordinaten liegt. 


Inien. Um Die Oberfläche dieſes Kegels zu finden, fege man 
xmo(e—7)c08Q, = —B(e—z) sin 7 
Ä Mi Annahme mit det Brdpung des Kegels Abereinfimmt 
 ‚Pieebuech echält man". ER | 

' = _ac0s0di-u(le-7) sin. ode, 
Ay —Painpdi+-Ke-zjcos gdg, di=di; 
ı 
det dr’ dy?rd2’ > Ed2’+2Fdrdg-rGdg?, 
en ‚Es=d4a® 008 9°+B? sin, - 
F=(e—z)sin® cos Q (ai B?), 
Gazte2%e" sin Er cos 9°), 





Gr? 






= —[di-+et. cos rs sin —R sin —XR cg8 on 
(a* —ß?)? sing? cos@?][e—z]*. 

bLrwickelt man dieſen Ausdruck weiter, fo findet, ſich 

RG Pie — +0?B?(cosp'-+sin®‘) - 

-+20?8? (sing? 00 Ke—zl", | 


De dee Ebene xy parallelen Schnitte find, wie man flieht, Et⸗ 


216 0 

ober. EG—P? zn[a2sinpt-Rt cos Haß? fein]? 

wei :casp'-psin.p*->2siugp* cds pꝰ (cos pF-Esinp? 2, | 

Demnach erhalt man für dag Elemnent ‚der Oberfläche des ſchi⸗ | 

fen Regel en wu | 
VERF ig — ta | 
ya Tino ER? 005° Hop ie—jdz dp. 

| Integeirt man; in Bezug auf z pon, z=0 bis z=e, fo hält 

man  te?/-Wa?sinp*+-B? cos @-+a?B? .Ap' | 

als Ausdruck für die über der Ebene xy, bis zur Spitze, ſich | 

erſtreckende Kegelflaͤche, in welchem das Integral von PO bie 


Yar2r, gengmmen. werden kann, wenn man die ganze Flaͤche 
verlangt, ‚ander vpn.,p==0 bis 94a, wenn man. war einem 


Ouadiamten verlangt. „Sept man cos2r=u,: ‚fo wird 
— sin ! 





F du .; | du. 


, dy— 
2.” .2K4-u® 
und das Integral geht in lelendes über: BE — 


VE iR (Br; +ae 2 


N 


os Pr 


welches von. u—1 bis —— genommen, ben vierten Theil 
der gefuchten Kegelfläche giebt. Dies Integral iſt eine trans⸗ 
ſcendente Function, die derjenigen am naͤchſten kommt, durch 
welche der Bogen: der Ellipfe ausgedtuͤckt wird. Iſt ar ß, 
fo hat man einen geraden Kegel mit. Fenkftreiakt Grundflähe 
deffen Oberfläche durchchee —4 

. .4e?. air + Constz . ) 
ausgedruͤckt wird. Nimmt man dieſes Integral von — dis 
var, 1 eommt - er 

\ aV ia: :etın | 

als die Oberflache des ‚geraden Kegels, von der Boͤhe e, deſſen 


Grundfläche ein Kreis dem. balbmeſet oe: iſtz :.wie ' anders 
teitig bekannt. 


. 
— nl A en een Sa. — — — 5. u - PR 


J 


. æ 
111. Druͤckt man em Euipſoi durch folgende Gleichun⸗ 
gen aus: 
1a coſs cosYy, yh sinp fosYy, —cen, 
ſo fommt dx= —asin poos ydp--acospsinydy 


dy=. heosgcor Hdp—baip Pain way, us 
dꝛ 6000;; 


* 


hieeraus 

di? dy?-+-dz2?’=Edp’+ aFäray+ say; 

i nelchen Formeln ur 

Ä | E=(a ‚sin 9% 4b? æ 32), | 
_ Fel@ br) sind 0089 sinul.gosa), . Vetıı 
G=(a? cos$?-+-b? sin$?)sin Y’-re?cos y’; 

mus fett EG-FP= 

(adsiny*+h*cas P”Xa?cos # +b "sin? ‚ra «bh? —E— — 

"X CGin:vv cos y?) 

-+(a? sinp!+b3 cosp*)c? «cos ıy* 

en vr c? sinp*-+-b?c? cos$?Jcos?] c0sW?; 

Mo. 'VEG-P= En nt 

2 2 23 3 s 
u a VE cos —— 


—2 als Ausdeud Für 'ein Slächenelement des Ellipfoidee: . 









bi _ $ 


Bi ab, oder das Ellipfoid ein duch Umdrehung. um die 
c entftandenes (ein Sphäroid), fo erhält man 


aac-dy-dy- cos y — ⸗ 


Zichenelement des Sphäroidee. ‚Segt man sin v=v 
dag Differential 


\ 


wäyaar)/ er ———— *8 





DB | , 
EN net 106 Bear: Hab. 
ae — —— 
’ . 4* 
1 .1* 7 U 2 8. °:” 
‘ ‘co a 
wV url us VARLEOEE = — 
a = a2 ur ec”. — 


und, wenn d?—a? seht, d. h. — durch Umdre⸗ 
hung der Eilipfe'bar ihbe geoße Are entſtanden iſt, ſo en man, 


- 0? a? 





7 — e eſett 
3 It 


SE 1—e? Fever Frame] 


Demnad erhäit man für die Zone des Sphãaͤroids von 420 
bis * J arts oh *0 bis 2 den Ausdruck: 


af, En in Vier simd+aresinesin »]- 


Fuͤr EUder, ieh, erhält man die Hälfte der Dbrefäck 
des: Srhor⸗de gleich 


\aenT- | 
e VIE4 + arc sin sine], | 
—RU6l bar „es BR LE ar re ; EEE | 
ce? 2 

"Vo — a J 

a + “arcsin )- a2 

- — © | 


—X bag Sphaͤroib Durch Umbeefung der Elipſe um die kleinere 
Are nem alfo ea” negativ, fo wird der Ausdrud der 
Fläche Daarithmife. Will man von dieſen Formeln zur Su 


apertthen fuͤr welche Dr —a? a0. iſt, ſo muß man bemerlch 


vd)ı be 


oder 








afcsın (esın 
daß, für el, — =siny wird, . . BR 
te Bullen TR en We 
Na 1 1 ww. en Hy) ni . — ‘ 


Eutatur bet Körper, 





. 412. Einen ‚von einer beliebigen Zläche Begteit ten X 
chen Raum denke män ſich in unendfich. kleine rechtwtntliche d | 
rallelepipede zerlegt, deren Kanten dx, dy, dz ben &sordine 



















paralkl find; jebt di mme der diefer, Pas 
raltepipede, ke as Anr — er 
Sffaxdydz vu: IE Va 

eilen den durch die Weichafßenheit ber! Beenpäche befkumten 
Gremien genommen, - den gefuchten koͤrperlichen inhalt. Inte⸗ 
it wan, z. Bnin infihtauf.z, ſo mhll wen undicmn dt. 
dd Volumen eines Prismas von der Grundfläche day, Hoͤhe 
2; wird hierauf 2 pt: Wuͤlfe der * ſchung der Flaͤche ale 
- Santion von x und y audgedrlidt, fo lebt das doppelte In⸗ 
| u a ag „SL3I8 45... PER Er 
dat Yelanatı —8 

Eind allgemein die Coordinaten x, y, 2 als Zunctionen von 
pind «hegebeil, ſo I nach $. 107. VRECFV. apdg 'ber 
Muödeucd eines Elementes der Oberfläche Géſel i-die- Neigung 
defed Elementes, oder, iiyap- chen ſo virl iſt,( Me -Meigung der an' 
deſelbe galegten: rohnateyen en die: Ebene sy, 9 :ift 


i —*8 





man das Flaͤchenelement nie bei i,:fe. erhält man feine Pro: 
jetion auf die Ebene xy; und multipficirt man biefe ‚m 

whält man das Volumen eines über dieſer Srunbfce Pan 
he elemeraai⸗ primene "Run nr el“ 


nn", 


R 
iz | 
je 
F 
— 
=; 
&is 
SE 
je 
DE 


’ ‘ 
Ay 


fit man in diefe * die sog Pr in dz, aud 
s.107, fo erhat man Ne 4 


apreige ern (a D )kbap+ bag)" 
bo das Verhaͤltniß E van uhökftimmt ‚Ofeipen ei 


end diefe Gieichung Immer Statt findet; fo, gerfällt ia 
folgende zwei Gleichungen  " | 


‘ 


ni dx (Es G a cs 9— * loan 
— a) r dy eher 

aus denen man findet: 

—V HR et baich'. dr damei lan. ww oäälen 


er ur a der, Suh-ab:”’ dy: ,baba'.ur- ey an) 


Di —* der Berährungeebene in dem Puncte'x, y, DM 
wie belaumt; nrbliy Parmı wurneht und 


PIE +5 . 
Ai, U. (4 (de )\s- ia ıN- 
. moin — J(u—X 
a Pr — 2) u- + dx v— 10 aa 


Setzt man in diefelbe die obigen Berife 6 von on ( 2) und 2] 
fo. kommt: ur ide in pe 
„gB’e—he Kuga —— ra In A = 
m. beste mwch daß ET rn a, Dean 
Li N ae ct anf 
———— ash IE 
iſt· Deninach if, für die Beigung i der Beruͤhrungsebene 96 
gen die Ebene xyxy, . 







f ’ 
Ag r Pd . 3 ab ab ‘ ‚ Dy- . , 
Ba GA EEE N Ze . sl ; ee En Feen 7: 

“. —* J x, Yo, — 4 EG—F? 3 ,3 org 
“ N ralı IR Tin de —* 142319 rs, RR | 
und fo g ich — .. . ın 2 .. ’ . „tr 4 ” aba 
„t ij Pe ’ rn, A 5 ur 3 8 9 is ĩ. EM 34 27,6 an + sr ! 


VEG—E}-dpdg-s.casiz= a. b-ab)dpdg..i ..: 
der Ausdruck des Elementarprismas 1 oder das Bolumen 


Körpers dh u 
un Ay dr © dy. dx) nda pn emo 
SG dq dq ap/ F. F. eg 


Eind z. D. ‚ftatt x und y Polarcoordinaten in der Ebene ge⸗ 
wählt, ſo "daR Sri cos , y—rsing, iſo hat man 


(7) ==; 69 ze singp, 06 mr eingr‘ 


(% Y)=r oo c08Q: | demnach echt. bie vihtha dormel vom 


\ 


















man ſtott⸗prund q, 9 und reihe ben. u na linunz) 

| | ff air dep, 1 2 TR TT EU 
wide man auch leicht —* Amen ein‘, therh ral de 
An reciangulaͤres Flaͤchenelement in der Ebene xy. barſtellt — 
— mit Z miltiplicirt, das Elementar⸗ Prisma don ‚der Höhe z 

3 3. Te 

" Eine andere Därftellung des korperlichen Elementes ethot 
da, wenn man das Flaͤchenelement in ſeinen ſentrechten ir 
Kin vom Anfange der Eoordinaten müftiplictet. " "Nimmt man 
Weite Theil’ des Hreoductes, fo hat man’ den‘ nfale‘ ener 
ſimide, deren Grundfläche das Glächenefement ,; und deren 
Über‘ Anfang der Eoordinaten ift. Aus der oben gegebenen⸗ 
* der Tangentialebene erſieht man, vaß der fenkrechte 
and dieſer Ebene vom Anfange der Coordinaten folgender, ift: 
(be_be)ck(e a—ca Yy+@b- ab) 

V EG—F? - u 

derſelbe mit dem dritten Theile des dlaͤchenelementes, vi 
VEG-F?. -dpdgq . ‚multipficiet, fo erhaͤlt man folgenden Aus⸗ 
tud des geſuchten Volumens, welcher daſſelbe nicht als eine 
me paralleler Prismen, fondern im Anfange der Edordiüah 
zuſammenſtoßender Pyramiden darſtellt: ee 
Ylb'c—be XV(c ————— dq. d. 


| lieſem Ausdrucke iſt, nach & 107, en — du uf. {5 


z. vw. Polarcodrdinaten gewählt, wie in F. Pe Bu „bo. at 
P=9, q=Y gu ſetzen, und. danach „die Werthe, von a, ıh;: 
"f fans den doptigen Ausdruͤcken Bir. &, “ dz: ‚au æntncha. 
Man: Ändet daraus | Be a 
u) 6—beixHe aa — re cos. 

oJ folglich den Ausdrurk des Volumens u u 

Mſerꝰ cospdydg. n e. 
ſaben Ausdruck kann man auch auf folgende Art * 8* 


— 


28 | 
-Sormel c. des $. 100 ablciten. ' Raw denke ſichninnethalb dee 
zu berechnenden Volumens ein beliebiges Stuͤck einer Kugelflaͤche, 
deren, Mittelpunct in. den Anfang. der 5 Soorbingten fällt, und. M 
en, Halbmeſſer r iſtz und, Drücke nad der genannten | Formel, ch 
Element w dieſer Fugelfläche durch r? cos vdydi aus. Daft’ 
‘man fi nun eine zweite concentrifche Kugelfläche vom Sale 
meſſer r4- dr,” fp kann man das Element der Ppramide 4 deren ! 
Kanten die. durch die vier Ecken des unendlich kleinen Viereckeß 
V, gehenden Halbmefer find, offenbar. ais ein redtwinkiiches fe 
ralleiepipedum von der Grundfloͤche w und dee Höge dr. beta, | 
ten, und demnach durch xꝰ cos ıpapdudr., augdruůͤcken. Sof | 
griet man diefen Ausdruck zuerft nach.r, fo "erhält m man den 9 
gen Ausdrud der Siementar-Ppramide, naͤmlich Ar —* 


⸗ . - den 1 
I y j Au j In rl 


113. Set man, für ein etipfoi, . 
x—al0sp cost, ybsing cos bj z=csny, 
fo erhoͤlt man aus den Ausdruͤcken für. dx, dy, dz ($. EDR 


Br % = na. — 


| und mithin, as Autdrud, de. ——— ‚Aber de ain 
ax, deffen Höhe z iſt, nach 8.112, 4.2... . 
vr aber sin? cos}. Arad. in 

Integtitt. man z. B. dieſen Ausdruck in Hinſicht auf von 
Hi8%, forfommt : Jabé. Sin v°rdp. Um diefe Formel ticht 
‚zu. besftehen, fel (Fig. 27. BED der: Durchſchnitt des Ellpfonl 
mit der Ebene sy;. fuͤr alle Puncte deſſelhen it 20, aljo v=& 
und: .Kemacasp, yazasind. Man ziehe aus dem Mittelpunc 
A einen Kreis mit dem Halbmefler AD =a,- 4 —— DCDe 
nehme in der. Eflipfe BCD einen Puuct K, deffen; Eoprbinaten 
x=AGb=acosp, y=6GK=bsinp find, und verlängert di 
Drdinate GK bi8 zu ihrem Durchſchnitte E mit dem Kreif 
Zieht man noch AE, fo it ZEAD=9Y. Aendert ſich nun $ 
um EAEdꝙp, ſo ſei K' deu dem: geänderten 9 entſprechen 


oo 
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| Yunct der Ellipſe, und m werde AK! gezogen, Ferner fel LMG 
die Projection der Ellipſe, welche entfteht, wenn das ediptoib 
durch eine Ebene Payallgl mit xy in der Höhe, 5 ge⸗ 
‚ föriten wicd; dahep AL=äicbsw ÄNZEI cAsY) RR Haupt- 
gm diefer Ellipſe d Hellen.., Alsdann wird der uͤber der Grund⸗ 
fühe MM'K’K befindliche Förperlihe Raum des Ellipſoids durch 
de Formel Zah an var. ausgedruͤckt / Kt man ferner w 
mgandert, und integrirt von 0 bis g, fo erhält man 
Jabe sin Y° .p: afe Mursddunf des über der Grundfläche LMKD 
kiadlipen Raumes. Integrirt man z. Bo sl Yacrıı, fo ift 
jbe-9 der Raum über KAD, und nimmt man P==ifr.fP 
gabe m als der Rauminhalt des über. dem Duadranten CAD 
liegenden Sten Theiles des. Eluͤpſolds, nie, iſt tabdı der 
halt dee ganzen Elipſoids. 



















lass 5 ia), I: —B 7 ll 

11. Es ſei [OR die Seigung eines 
elliptifchen Kegels; man ſucht den. Inhalt dechengen Gtuͤckes, 
welches zwiſchen der , Cbene zy und einem -Derfelken parallel in 


Erige bin, fich erſtreckt. Zu dem Ende ſuche man das Jate gral 
— were — V — 
"Vojffe-Vers +R voydady,. 1 wäh Au 
ger: 


genommen von y==0: hie! ern, und von s—=0 


bit ı=y weiches, wie man ſeht. die des verlangten In⸗ 
18 giebt. Bam: ge Brabe- —XR 
fü=V e' Sa. «dus, fo kommt 


"IV Pt It an Ma, 
T ST ya 


—— — 725 8 
— —E— — — Meꝰ — a?x?)u?., 


"Run n aber . * re: zn 7 . 


ERW ren B’u°+A® log D—— p, 


dem Abſtande x gefegtem Sehnitt, "über dir: Chen; 3 17-8 zur 


u; 


— 
234 , 
‘ 


.. .. 4.133 —— (Ki Tan 1] a reg 
michin u, SAVE "=. | - ’ u 


.s 


— ——— —X ER), 
fest! man En für A, era” 3 2 für B®, ſo sa man | 
fa Au —— Far an 
E J —— — . 
mithin ben EEE EEE 
.. AV Ver, — —— en. 
Um das ‚Integral F Busen nah x u finden, fe ia man | 
eg,‘ fo kommt Te —— ‚und hierauf: J 


— —5⸗ Var — I Ä | 


Man hat ⸗ dq. ig al — +1 aresinq. Gerne, 
durch theilmweife Integration: IN 


a u : ri. füge a — sim ä Er 


——— —— 
—E—— vi — VIE, u : 


Run ift dlg HIT Vie in. - within 


Br Liner: . * J “. A u 


⁊ 
;g 





- — — — —⸗ 


n 
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q?’ log LE — A m. rt. 


— — 
















—— | +Larcsing—tqV 1—g°?. 


Demnach findet man: 
1—a? 
=}&]} arcsing+3qV 1—q? — sg” log = VEF],- 
md, wenn man für q wiederum feinen Werth — — ſetzt: 


\ 
axYV e?—o?x? 
— — — — —— 


e? œx 
3 a3 FATCSsn r +3 


e? 
ax? lo Ver] 
im —— — — — — ee 
e° 5 ax 4 


beides Integral für 0 verfchtwindet, wei x? log ax für 
ı=0, RNull ift. 
Derlangt man das ganze über dem elliptifchen Quadranten 


kumde Volumen des Kegels, fo iſt x=— zu fegen, wodurch 
. j 3 
= , mithin, fuͤr den ganzen Kegel von der Grund⸗ 


3 
Bde nn und der Höfe ee, AV=} * achalten wich, 
wie bekannt if. . 


— nn — 


15 


Mechanitche. Quadratur. 


115. Da man häufig nicht vermag, ein vorgelegtes In⸗ 
tegral auf eine für die Rechnung brauchbare Weife allgemein 
darzuftellen, fo bedarf man einer Methode, um menigftend dm 
angenäherten Zahlenwerth eines ſolchen Integrals, zwifchen ge 
gebenen Grenzen, zu finden. Man nennt diefelbe gewöhnlich die 
mechanifhe Quadratur, in fo fern Dadurch, vermittelft der Be 
rechnung einiger Zahlenwerthe von Is, eine Curve quabrict N 
deren Ordinate fx ift. | 

Es fei ix eine befiebige Function von x, welche srofchen den 
(endlichen) Grenzen a und b von x endlich und ftetig bet; 


man verlangt den Integralwerth S® fx dx. 


Es werde x—=a-r-(b—a)u gefett, fo kommt, weil " 
x=a u=0, und für x=b, u=1, ferner d«=(b--a)du if 


JS. fx edx =(b-) (fa+b-a)o) du. 

Man kan demnach das vorgelegte Integral allemal auf die 
| 

| 

| 





zen O und 1 bringen; was zur Vereinfachung als gefchehen 
genommen werde, fo daß es fih um die Berechnung des 


j | 
grals S. fx+dx handelt. 


Man berechne den Werth von fx für_mehrere auf ein 
folgende Werthe von x, zwiſchen O und 4, welche mit ä,, % 
ee an bezeichnet werden mögen, und fuche eine rationale 
Aunction px von x, welche mit der Function fx die n W 
fa,, faa, ++ fa.’ gemein habe, fo daß fei: 


— — — 


Ya,—fa,, Paz, =fa,, - Panlan. 
Um diefelbe zu finden, bilde man das Polynom des nten Grades: 
YV=lX—2a,)X—-a3/X—a5) (Kan). 
Etellt nun px ein beliebiged Polynom vom nten Grade vor, fo 
hält man durch Zerlegung in einfache Brüche, nah 8. 90., 
doemel 6, 













— — 
Y% Ya(x—a,) Y aa) Fran” 


Rn fee Ya, —fa,, Ya,=fa,, ... gan —fan; fo ift 


fa, a n 
ie 67 Gt Va ot .r 5 
ea Polynom vom nten Grade, welches offenbar für 
' x—a,, Ay, By 
die Werthe fa,, fa,, »- fan 
rhält, wie verlangt wurde. 


Da der Untetfchied der beiden endlichen und ftetigen Sun: 
onen fx und x, zwifchen O und 4, nmal der Null gleich 
‚, fo ift einleuchtend, daß derfelbe überhaupt überall fehr Elein 
wird, wenn die Anzahl der berechneten Werthe von x bes 
kaͤchtlich groß und ihre Abftände klein genug ſind. Wenn man 


alſo flatt des Integrale Si fx dx das Integral Ss pxdx berech⸗ 


1 
kt, ſo begeht man einen Fehler, welcher durch J, (fx— ꝙx) dx 


mgedrückt wird, und mithin einem Mittelmerthe von Ix—gox 
gli ift, der ſich, je Fleiner die Abftände der berechneten Ordi⸗ 
‚daten werden, defto mehr der Null nähern muß. — Geometriſch 
tochen, kommt das Verfahren darauf hinaus, an die Stelle 
Eure y=fx eine Eure y=gYx zu feßen, in deren Glei⸗ 
8 Px eine rationale ganze Function von x ift, und toelche 
it dee vorigen Curve eine gewiſſe Anzahl von Puncten gemein 
dat, Diefes kann aber nur dann mit Erfolg geſchehen, wenn 
15 * 
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die Curve ylx zwiſchen den Grenzen der Integration Feine 
Spiten hat, fondern ftetig fortgeht. 
Zur Berechnung des votgelegten Integrals bedient man ſich 
am häufigften gleich weit abftehender. Drdinaten, d. h. man be 
_ rechnet die Werthe von fx für 


1 2 —i 
x0, n’ n ... * „1. 


Bezeichnet man dieſe Werthe zur Abkuͤrzung mit As, A,,A, | 
“An, und feßt nad) dem Obigen 


Pl .. (1); 


fo man 





_ A, ‚ux x An Ur 
RS sr" ar To ut“ J— 1’ 
| 


in welcher Formel der Werth, den Y'x für x—=- erhaͤlt, 

Abkürzung mit lu) bezeichnet iſt. Integrirt man von 0 gi 
\ 4 1 > 

1, fo erhält 75 S> offenbar einen endlichen bes 





v2 
\ 


fich der gefuchte Naherungs—⸗ Werth von Si fx dx, naͤmlich: 
Ss pxdı=K, Aot+Kı ArtKortAsheechKuhn 


3.8. es feinen drei Hrdinaten, für x—=0, 41 berechnet, fo | 
na)’ —ie 
Dan erhaͤtt YO, Ya YO; ferne 
lyyx 


0o X 


a ; 

kimmten Werth, der mit K, bezeichnet werde; und es ergiebt j 
| 

| 

{ 

] 

| 


1 
— dı= -P+2d =; 





nn a . . a | . nn \ 
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mithin Ko=4; K,=3; K,=4; und folglich 

A rFA, +3A2 
as-den Näherungswerth des Integrale fi: fx dx: 


116. Die Berechnung der Eoefficienten K,, K,, + K, 

„in wie man fieht, mit Feiner Schwierigkeit verfnüpft, und läßt 

ih noch durch die Bemerfung abkürzen, daß allgemein Ko=Ku, 
K,=K,-ı, überhaupt K,=K, a iſt. 


| it — 
da naͤmlich “rn JS 


De SS Te az 5 pa 


Im ift/ wie man Leicht findet, wenn man in in der Sunetion U, 
ix ftatt x ſchreibt, ’ . 


W—-ı)=(1—x) FHl- von )—=(A)tHYx; 
ſolgich VAa—)—l)Vx; der vVr—(A)W(i—x); 
daher, für ı=e, VW) VLo—u) Ferner ift, wenn 
man ftatt x, d—u ſchreibt, 

' oyd—u) - Ip l—u)du 
I af, du —— PT 


Air —Uu— — 








welcher Bert, weil. 

vi—u) _ m. Pu_ , Yu, 

— er — in (— / J 
DL. 


bei. Babe ift 
— dx 1 Wyx dx 
et — ne 
. nn 


u u 
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oder K,=K.-.; 1. z. b. wm. Man bemerfe ferner, daß 
K,+K, J 
Sr a + vo) Sy a 
Die in glammern eingeſchloſſene Summe von Bruͤchen iſt ober 
offenbar gleich —; folglich hat man noch 
* +-RK, ++ +Kı= "a1. 


Folgende Tafel enthält die zur ntendung der Methode nöre 
gen Zahlenmwerthe der Eoefficienten: | 


Anzahld. berechneten Drdinaten. Naͤherungswerth. (A.=1(£) ) 











ArtAı, 
2, Aurdı | 
3 | \ AAAM A, 
0 5 | 
4 ' Aot+3A,+3A,+A;, . | 
B J 
5. . —— 
0 | 
6 49A + 75A 1-+50A ,-H50A 5-+75A,-+19A, 
" ö— — 95 — | 
41 A 0HDI6A 1 +27A2+272A — 
- 540 
8 TDLAsHBSTTAıHI323A,H20WA + 
— ö0 
ö— — öö — 
—I——— 
89600 
44. - 19067A ,+1063004 ‚-48525A ,+2724004 2605504 4273684 +" 
599752 


Die in den Formeln 8—11. weggelaſſenen Glieder kann m 
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leicht aus den angegebenen ergänzen, wenn man auf die Eym: 

metrie achtet, welche in diefen Ausdruͤcken, wie allgemein vorhin 

beiviefen worden, Statt finden muß. 

Um nur ein ſehr einfaches Beiſpiel zu geben, foll der Werth 
ı | 


4 . 
von J m “ berechnet: werden, welcher, wie bekannt, gleich 
benat3=0,4054651 +» if. Man fee — ſo iſt das 


vorgelegte Integral gleich Er — vr Berechnet 


man en für u==0, 4, 4, 2, 1; fo erhält man die Werthe 
1Z 7 I, Iv 1, 
und mithin, nach der obigen Tafel, für 5 Drdinaten, den Nähe: 
tungswerth : 
—— +12. __ = 0,4054656 ... 


der bis auf 6 Deemafelen richtig if. 


117. Obgleich die eben behandelte Methode der merhani: 
hm Düadratur am häufigften angewendet wird, weil fie für 
de Rechnung fehr bequem ift, fo ift e8 doch angemeffen, hier 
einer anderen Methode zu erwaͤhnen, nach welcher nicht, 
we vorhin, gleich vorit abficehende Ordinaten berechnet, fondern 
iu berechnenden Drdinaten, nach einem gereiffen, fogleich an: 
zagebenden, Gefichtspuncte, auf die für die Annäherung vortheils 
efte Weiſe ausgewaͤhlt werden. Diefe fehr intereffante Me: 
thede it von Gauß erfunden, die hier folgende. Herleitung. der- 
Men aber von Jacobi gegeben. worden. 


Es fei, wie in $. 115. 
en GK—an), 


| fa 
m m A ı(X-a,) * ya en 2) = +7 ne 


„ 
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diejenige Function, welche mit der gegebenen fx, deren Integral 
- von O bis 4 gefucht wird, Die n Werthe fa,, faz, fan ge 
mein hat. Man fege 
&k=9x-r Ve. 4x, 
fo wird der Zehler der angenäherten: Integration durch 
fxdı— [pri f Vlxed 
isdi— [ grdı— , dx «dx 

ausgedruckt. 

Um einen allgemeinen Ausdruck diefes Fehlers, und dad 


ein Maaß der Annäherung zu erhalten, denke man fid fx in 
einer: Reihe nach Potenzen von x entwickelt, nämlich: 


= C+C,1-HC.x’ pr +00 
Wird Diefe Reihe durch. Ix dividirt, fo ift, nach der Sormel 
k=gox-F-V-Yx ° 
V der Duotient, px der Reft der Divifion. im V zu erhalte 
entwickele manden Bruch Ir nach fallenden Potenzen von x,nönli 


BB B, 
= x raatet tat ininf, 


multiplicire dieſe Reihe mit der Reihe für fx und faffe alle Gli 
der weg, welche negative Potenzen von x enthalten; fo ift 
der Inbegriff der übrigen Glieder. (Die Glieder mit negativen Pe 


tenzen von x ftellen dem Achten Bruche Ir ‚ In eine Reihe en 


wickelt, der.) Man findet dadurch 
Va C.B-+C.+BıFCnrB; „ij 1. 
+ [Cor B+Cor2Bı-+Cu+3B, ++ ]1 
+ [Cr B+C,+3B, 04B N + ou x: 
+ ++ in inf. 
oder, nach den Eoefficienten C geordnet: 
v=QB+C,„Bx+B )+Car2(Bx?+-Bıx+-Ba-t es, 
eine Reihe, deren Gefeß leicht zu überfehen if. 


Daher ift der Sehler der Integration 
1 1 1 
Nux= CB / Ixdı 4 — ı) Yx dx 


N 


+ Cor „BeHBx+B CMMAdx .· in inf, 


Run faffen ſich die —* Au, Apr Ag, An zwiſchen 1) und 4 
fo wählen, daß die Integrale 
Sande, Sabxdx, (x"lx dx,  SsAlxdx, 
wilden den Grenzen O und 1 genommen, fämmtlih Null wers 
den. Alsdann fallen die Eoefficienten Ca, Carı, Car2,° Cana 
ad den obigen Ausdrucke des Fehlers hinweg, fo daß der Feh⸗ 
ie nuc noch von den nachfolgenden Coeffictenten der Reihe fx, 
nömlich Con, Co+1, u. f« f. abhängt. Dies ift der Geſichts⸗ 
punct, nach welchem die zu berechnenden Ordinaten gewählt 
derden follen. S 
118. Wird in dee Formel für fudv, $. 97, user, 
v=/Jyxdx gefekt, fo fommt 
Pak=r (ix if ixdt-pur umt: af, did 
lu! SrnbadccH, 
Aus diefer Formel folgt, daß, wenn man x fo beſtimmen kann, daß 


S[yxdx, Sabxdx?, ve falxdı® 


ſaͤnntlichen Integrale 


S: Ladx, Mñ xx, a S: — 


Null find, wie verlangt wird. 


1 2 
—“ RRX Allgemeiner ſei 





die vielfachen Integrale von 4x, vom iten bis zum nten, nämlich 


inifhen den Grenzen Q und 1 verſchwinden, alsdann auch die 


Nun fei z. B. S. kik=ıc-N—xrz, fo ift offenbar 


— 


* 


S. Yxdx" —(# x)" 
fo if S. „Ix de1=n@ gr 


JS. da dx"? —n« n-1(x?-x)°-%(2x-1)’-+2n(i?-x)r-1 


_. _ P’a’—xr)" 
oder „yadı" * 


2 

ade , l 

u. ſ. f., endlich | 
JS na-e 


de(xꝰ -xy 
Die Ableitungen von (x?—x)", von der erſten bis zur (n—A)ten, " 
enthalten offenbar fämmtlich den Factor x?—x, und werden alfo ı 
Null für —0O und für x==1;,alfe werden auch die Integrale | 
SyYx dx, « fahxdx®, bei der letzten Integration von O bis f | 
genommen, alte Rull, und mithin verfchtwinden auch Die Integrale: | 


S. dxdk, J. zılade, wo JS. — ds, 

wie verlangt wurde, | 

Man hat, nad) dem binomifchen Sate | | 

(xA—x)" my? —n,22°-1.-.n,x2°-2_n, x)... a. | 
folglich erhält man durch nmalige Differentiation, wenn man | 
nachher noch Durch deu Koefficienten m: des hoͤchſten Gliedes 
dividirt, n! de(xꝰ-xy 
In! In = 
n!n!(2n—2)! ” 
2!(0-2)!(n-D12n!” 

n!n!(2n—3)! 
— — 








Died Polynom fee man ak: ; fo geben die Wurjeln der 
Gleichung | 10, | 

weiche ſaͤmmtlich pofitive, ungleiche ächte Brüche find, wie aus 
dee Entfiehung der Gleihung Ix=0 leicht zu ſchlieen iſt, die 
derlangten Werthe von 


a, Ag, Ay," Buy 
pu welchen die Drdinaten 
fa,, füas, Tas, + Tan 
berechnet werden müffen. 
Man fee noch 
I Va ar alene 


ſo iſt der angenͤherte Werth des Integrals Si fxdx folgender: 
S grii=KıfantKılah Kult 
19. Werden ;. B. nur zwei Ordinaten berechnet, fo iR 
Aa=77° ee x’—ı-+}, 
ed et 


die Abfeiffen, zu welchen die Drdinaten berechnet werden müffen. . 


Man findet daraus leiht Kı=K,=y, fo daß der angends 
beste Werth des Integrals folgender iſt: Ä 

fa, + fa, ⸗ 

an 


Nach den obigen Formeln ift folgende Tafel berechnet, welche 
zur Anwendung der Methode dient, mwofern nicht mehr als 5 
Ordinaten gebraucht werden: 

Anzahl der. Dedinaten. 
% a, 0211324897. Kı,=K,= 
a, —0,78867513. 


cthode erhält man deufelben gleich 


"Um nur ein Beifpie zu geben, welches hf gar feine Rechumm 


- y —— — — ten u A x —— . DE Ss — —55 —57577 












3 al, 11270167. K, Kr 
da =05.: K,= — *. 
| a, —0,88729833. - 
4: a, =0,06943184. 


äg = 0,33000948. 1 —K, —=0,173927142. | 
a; ==0,6699%052. K,.==K,==0,32607238.| 


a,=0,93056816. 

8. a, =0,04691008. K,==K, ==0,1184634. 
2,=0,23076536, K,—=K,—=0,23931434. 
20,5. K , =0,284414444. 
a, ==0,76923466. Ä 
2, =0,95308992. 


erfordert, vergleiche man Ph Werthe, welche das fehon eben be 
vechnete Integal SE 5, erhält, wenn nur zwei Ordinaten, fi | 


wohl nach der: vorigen, w der jet angegebenen Methode, | 
Rechnung gebracht werden. Nach der vorigen Methode iſt die 
Werth Ga tdi Me . 
wo nur die erfte Decimalftelle richtig iftz nach der zweiten M 


1 1 1 1 
IEα 
—3005 405 
alſo vier richtige Decimalſtellen. 
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Anhang über einige beftimmmte Integrale. 

















120, Durch ſehr mannigfaltige Mittel, zu welchen beſon⸗ 
des die Anwendung des Satzes in $. 102. gehört, hat man 
ane beträchtliche Anzahl von beftimmten Integralen, d. h. 
Verthe von Integralen, die zwifchen beftimmten Grenzen ge: 
tommen find, gefunden, und zivar, was fehr zu bemerfen ift, 
ohne einen allgemeinen Ausdruck diefer Integrale, für veraͤnder⸗ 
ide Grenzen, zu befißen, oder wenigftens zu Hülfe zu nehmen, 
Ein Beifpiel diefer Art ift fchon in $. 108. gegeben worden; es 
Hfigen hier noch einige. 


ve) 
Man fucht den Werth von JS. e-’dx, ber offenbar eine 
efitise endliche Zahl fein muß, die mit A bezeichnet. werde, fo 


& 
aß ‚A =/ e-”.dx. 1. 
0 


reift man yu ftatt x,.und fieht u als veränderlih, y als 
indig an, fo wird ydu ftatt dx zu fegen fein, und da für 
=_, x=0 und für u=o, so wird, vorausgefegt, daß 
pofitiv ift, fo erhält man auch . 


0 
A= I e’’ydu 2 
an multiplicire beide Werthe von A mit e—dy, und integrire 
y=0 bi! y0, fo erhält.man. . 


—y?3 . —_—x2 — _y? —y2a? v . 
Ser Sf rafiererie \3 


diefee Gleichung ift offenbar der Ausdruck links —A?.. 


240 ‚ 
422. Es werde ferner der Integralwerth 


%sinax dx | 
A 0 — re . 1. 
gefucht, worin a wieder eine pofitioe, von x unabhängige Groͤße 
iſt. Nimmt man die Ableitung zweimal nach «, ſo kommt 
da @ .. dx 9 
. bh? +? . | . 


Man multiplicire 4. mit b?, und ziehe 3. von dem Produck 
ab, ſo kommt: 


= CH) Ser. 





Es ſei ox=y, fo wird * SE alfo, weil für x=0, y=0; 
und fr so, y=o, | 


"sinox  __ sin y vu: 
ST. Tief, Tay=3: 6. 121) 


ar 2 da n 
folglich p275 * 








Ran feße be—Z=btn fo wird we — mithin aus 4. 


- 2b’ u. i | 5. 


da? 


In dieſer Gleichung ſchreibe man ſtatt a, alfo gẽ 4 pn fta 


da?, fo kommt fofgende: | ' 

FT u, 
welcher der Ausdruck u=Ae+Be-,. mit den willkuͤrlich 
Conſtanten A und B, Genüge leiſtet (vgl. F. 31., am Schlu 
oder auch 8.139). Schreibt man mieder ba ftatt P, fo kom 


6. 












u=Aebe 4 Be-be | 7. 
ald das Integral von B. Hieraus folgt 


du d 
= = 7 —b(Aebe —Be-be),;, 8. 


Plelih muß der Werth des Integrals 2. in vorftehender Form 
(8) enthalten fein. Um die Gonftanten A und B zu beftimmen, 
bemerke man erftens, daß das Iutegral 2. offenbar nicht groͤßer 
fin kann, als Ss Bay: ver] d. i. 55! wie groß auch  fei. Waͤre 
min 8. A nicht Nut— ‚— wuͤrde das Glied Acbe und mit ihm 
der ganze Werth von * = - für fehr große Werthe von a Über 
ale Grenzen hinaus wachen. Da diefes nicht zulaͤſſig iſt, ſo 
mß A=0 fein. Ferner erhaͤlt man für a0, - 
== —=—bB, wodurch B beftimmt iR. 

Es ift demnach gefunden: 


"cosax.dx__ mu Em 
v b?’-+x? "2b e 2. 

"ultipliciet man auf beiden Seiten mit d«, und integeict bon 
bis a, fo Fommt, weil 


@ —a—bs . 
Ser dus, S=! e it, 
Psinax+dx 
= f, —— =zpld-en). 1. 


123. Eine der merfwärdigften transſcendenten Zunctionen 
diejenige, welche mit Tp bezeichnet zu werden pflegt, und die 
folgendem Integrale enthalten ift: 


Ip = Serra. | 1, 


findet zuerft durch theilweife Integration: 


Se”srd= —e rP-+p/fe-"xP-Idx. 
16 
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/ 
Run fei p eine reelle pofitive Zahl, fo wid e-ı—=0 fir 
xs—=0 und für = ao. Nimmt man alfo die beiden Integrale 
in vorftehender Formel von 0 bis oo, fo fommt, vorausgeſett, 
daß p poſitiv iſt, 


& 
Sie e-ıxPdx==p S, e-"xP-!dx 
0 —0 


oder, nach der angenommenen Bezeichnung, 

Ip+D=p/p. 2. 
Es fei @ eine beliebige pofitive Zahl; man fchreibe in 1. ax ftatt 
x, fo bleiben die Grenzen der Integration ungeändert, und man 


u . 
erhaͤit: Ser -ladı= of e-yp-Idı=Ip, 
v 


2 para IP 
oder Si xP 'ı=_.. 3. 
Demnach iſt auch, in fo fern 12 poſitiv bleibt, 
Ip | 
)x Ay — 
Je ee, 


Diefe Gleichung werde auf beiden Seiten mit z1-1dz multiyl⸗ 
eiet, und fodann von z=0 bis 20 integrirt, fo kommt 
wenn links zuerſt nach 2 integrirt wird, 


S fe E ——ſ 
| 2a. (eg 0-0; 5. 
weil Se z1-Id2 = rg 
1) xT 
iſt. (q und p—q muͤſſen pofitiv fein, wie p). Indem md 


aber auch auf der rechten Seite der, Gleichung 4. mit zı-idı 
multipliciet, und hierauf integrict, fo fommt: 


z1-1dz ; 
ref, ——— ee “ 


N | 
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In diefee Gleichung fege man p=q-Fr und divibire auf Bei: 
den. Seiten mit Tp==T(q+r); fo kommt 
02 zi-idz_ dz _ TygTr Tr _ 5 a 
o drzIrT—Tg+n * 
Dieſer merkwuͤrdigen Gleichung, durch welche die von zwei Ele⸗ 
menten q und r abhängige transſcendente Function auf der fin: 
fen Seite, auf eine fehr einfache Verbindung dreier Zunctionen 
T, deren jede nur von einem Elemente abhängt, zurückgeführt 
wird, giebt man häufig auch folgende, etwas veränderte Geftalt: 














e⸗ ſi ꝛ fo wird x—=0 “ z=0 und x=1 für 


ı= 0; ferner 1422], ‚ da= — * Sr Werden diefe 
Berthe in 5. gefekt, und 0 nd 1 als Örenzen der Integration, 
wie gehörig, genommen, fo Fommt: 


Ic — Tq-Ir 
St» ix Kern 


t 


124. Es fein eine pofitive ganze Zahl; man feße die Reihe 
14-608 P +-c082P-F C083P +++ c0snp=S. 1. 
Die Summation diefer Reihe wird nachher gebraucht werden, um 
ud eine Eigenfchaft der Function I’ herzuleiten. 
Wird obige Reihe mit 2 gosp multipliciet, fo kommt 
2008 2 cos ꝙꝰ +2 cos c0s2P + +» | 
-+2cosp cosn9==2ScosY. 2. 


Bın iſt 2cos cos pp =.cos(u—1)p-+-cos(u+1)9; 
nithin 2cosp? —=1-4-c0s2p; 2c0sp c0s2p = c0SP-4-C0s3P ; 
2C08P 60s3P —=cos2p-Fcos4p; u. f. w. 
2cosp cos (n—1)P=cos(n—2)P-+-cosnp; 
2cos cosnp ==cos(n—1)P-+-cos(u-+1)Y. 
Echt man diefe Werthe in 2., fo erhält man, wie leicht zu fin 
den iſt, auf der liufen Seite die Reihe S doppelt, und noch ei- 
nige Glieder, ſo daß folgende Gleichung entſteht: 

16 * 
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25-008 P cos (0-1) - cosnp—1==2S cosg, 
4, C08nP-cos(n+I)P __, , sinm+3)P, Ä 
oder Berg - u Baer TY ; | 
oder Ss, ma) P 3 | 


2sintp ° | 
Bultiplicet man die Reihe 1. auf beiden Seiten mit dy, u 

integeirt man 9=7 bi 99, fo fommt | 
sin 2p , sin 3p ‚sind ung | 


SS 
Man fee 


sin2p | sin3p 


sinnp__ 
sin — 5 +77 “+77 =U, 4. 


fo wird SSW =9—z+U. 5. 
Der Werth von S aus 3. giebt durch Integration: 
sin nd 
JS. Sf Zsinig 


Man findet aber durch theilweife Integration, weil = 
a , 





(- 19/7 2sini 39? 
*sin(n4+-3)p y= 
2sinyYp 

cos FEN Pcos (n-F3)P , c0s4P 27) 
— (2n+i)sinip „/- (2n-+1)2 sinip? | 
| 
alfo J. Sip=K9-n)— mr | 
f ?cos(n+3)9 , 60839 2239 go , 
' -» Qn+1)2 sinip: 7°. | 
So fange p fi innerhalb der Grenzen O und 2m befindet, 


wird sin 39 nicht Null, bleibt alfo der Quotient = — 
eine endliche Groͤße. 
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C085P 


Ferner iſt — beſtaͤndig poſitiv, wenn 9 zwiſchen 
| 


} 


d und — liegt. | 

Bezeichnet man daher mit G den ' größten Werth, melchen 
 cos(n+-1)p zwiſchen den Grenzen der Integration = und 9 
- langt (p’ zwiſchen O und = angenommen), und mit K den 
linſen, ſo iſt fuͤr alle Werthe von 9 zwiſchen x und ꝙ 


6 20239 29 — cos (n +29 -.20530. cos 9 
















"sin 39 sin 9 
,c0s3P _. nn... C0s3P , 
u K Sin gi ,< —E sin ig’ 


folglich liegt der Werth des Integrals . 


Se cos (n4+3)9- En, dp 
wiſchen a cos3pdp _ _9C 4 -1) Ê 


sin 49” sin sin ip 


(HP __x(— 1). 
Bd. X, — Kl 1) 


Vird daher mit cos W ein Mittelmerth, den cos (a1) zwi⸗ 
ſden = und 9 erhaͤlt, bezeichnet, ff 
See» +Hp. cos 49 —2 = -1) , 

» 22H sin 4p: 2n-+1 \sin ar i 
mithin nähert fich diefes Integral, wenn 9 zwiſchen O-und re 
legt, mit wachſendem n der Null. Offenbar nähert ſich auch 

£os(n-+4)p' | 
dee Quotient — mit wachſendem n der Null, 
ww folglich erhält man, für n—=w, aus 6., wenn ftatt der 
enze p’ toieder, wie vorhin, bloß ꝙ geſchrieben wird: 


J. Sp — Ky—n). 1 


d elbe Formel gilt auch, wenn 9 zwiſchen m und 25 
gt, was auf ganz aͤhnliche Weiſe bewieſen wird. Durch 
Vergleichung der Zormeln. 5. und 7. ergiebt ſich weiter: 


.de= 


- 
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g-T+-UÜ=4Y—F), oder uU=777, 


d. i. 
sinp-+ 4 Zr 004 +4 .. in inf. >, 8. 


in welcher Formel 9 zwifchen O und 22 liegen muß. Noͤhme man 
auf der linfen Seite ꝙ zwifhen anderen Grenzen, 3.8. 2x und 
Ar, fo erhielte man offenbar nur ben nämlichen Werth, welcher 
fih nach Weglaffung von 2e ergeben haben würde; ſo daß, 
wenn man P auf der linfen Seite äber 277 hinaus beliebig wach⸗ 
fen läßt, zwifchen zwei auf einander folgenden Vielfachen von 
277 beftändig die nämlichen Werthe der Reihe, mie zwiſchen 0 
und 2m, toiederfehren. An den Grenzen O und 2rr ift aber die | 


| 
Summe — nicht richtig; denn die Reihe iſt fuͤr beide Wer⸗ | 
the O, mährend der obige Ausdruck ihrer Summe für 9=0, | 
3’ und für 92, -7 giebt, welche Werthe unrichtig find. Ä 


Dagegen erhält man z. B. für 9—=r auf beiden Seiten Rull, 
toie erforderlich if. Daß Übrigens die Reihe für alle zwiſchen, 
O0 und 2 liegenden Werthe von 9 auch convergirt, ließe ſich 
zwar auch noch nachträglich bemeifen, indefien würde der Bewei 

auf eine bloße Wiederhofuig der Herleitung Binausfonmen, in 
welcher die Eonvergenz ſchon begründet if. Nämlich der Auf 
druck 6. flellt die Summe U--P—r (vgl. 4. 5.) für jeden hd 
liebigen Werth) von m genau dar; derfelbe nähert fic aber, mit 
beiviefen, mit wachfendem n dem Werthe zn Addirt man 
alfo eine hinreichend große Anzahl von Bliedern der Reihe 


sin TE en, fo kommt die Summe U dem 








N | 
Werthe — immer näher, d. h. die Reihe convergiet gegen 
ihren angegebenen Gefammtwerth >, w. 3. b. w. 


125. Da befanntlic) 
Pr DEATH 
— cos a) Ze 1- cosn-a)P, 
n-pa n—a 
‚ do wenn von O bis 2r integriert wird, da, wenn n eine ganze 
1” cos (n=a)2r—cos2ar ift, 


pt 2 "Cosapsinnpdp=* 





2/ &s apsinnpdp an (1 — c08 Zar); 















1 2 1 
Darm) e og '49= n?—a? 1. 
Gibt man in Diefer Steigung Ye Zahl ı n die Werthe 1, 2, 3, 
u. f. bi n, und addiert die dadurch entftandenen Gleichungen, 
1 * 
ſe kommt: nf ap V-dy= 


1 1 41 1 
It trat tr 


U das nämliche bedeutet, wie in der Formel 4. des vorigen 
Bird nun n=w gefekt, ſo wird für alle zwifchen O und 
, alfo zwiſchen den Grenzen des vorſtehenden Integrals be⸗ 


dlichen Werthe, u="?, Dieſes gilt zwar nicht fuͤr die 
in O und 2 ſelbſt; ich es iſt leicht ensfeen, dag der 
ker, welcher begangen wird, wenn. man — fr U 


‚ Kleiner als jede gegebene Groͤße, d. h. gar ei Fehler iſt. 
ud naͤmlich v und w zwei beliebig kleine poſitive Größen, 


2 
iſt „Jessp-Vir= Ä 
2Ur—W — — 
Jesap-Vap+ — — coſs ap· V· dy 
v 2m w 
mbar nur unendlich wendg:von - 





Se "cos ap- —— 


Ss ———— ——— cos 29. "rg | 


* verfchieden; mithin darf geſetzt werden: 


Se U IK: m 
„sa | 9o= „cos aPp* 3 


Demnach ft 


| 1° OD Zn 1 
———— cos ap- 3. 19= na? 2. 


. Run findet man aber durch ee Integration: 


Senne parat e-Dena 
mithin . 


2m — _o | —1—00s dar #sindarz, 


2. dp. 











.. . um 


folglich, wegen 2., 


| 4 ®, sin far nt _ 4 
5 DR 7 Du 7% 1 coilae 2’? .. 
in em 
asindar' 1° a 


oder | 4. 


1 cos2arn 14, — 

Wird dieſe Formel auf beiden Seiten mit da multiplicirt, und 

in Bezug auf a integriert, fo fommt, wenn c eine Conftante if: 
 Ingell—cosn)=loga+zlog(n—ar), 

oder, weil 1--c0s Yar—2sin ar? Ift, wenn noch auf beiden 

Seiten: log a ſubtrahirt und co ſtatt 20 geſetzt wird: 

log ra a 





log (nꝰ -aꝰ), 
wofuͤr man auch ſchreiben kann; DE 
c-sinan a? 
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durch welche Aenberung wieder nur die Eonftante c eine andere 
Bedeutung erhält, indem nur die Summe zlog n? rechts fub- 
trahirt worden iſt. Setzt man nun a0, fo wird sin on, 
und man erhaͤlt rechts Slogi—0, ae nn 
* ex O, 


mithin =, oder, = BSolglich J 


‚ET — ris G-2)- 


w mithin, wenn man . * Logarithmen weglaͤßt: 


— — CEST CHEN CR en 


Ran ſchreibe in diefer Gleichung 2a ftatt a, und 2sinarcosar 
für sin 2arı, fo fommt: 


Yıinan cosan—2anlt—2?a)1—a”) 
. * 
*6- BY ") u 
mithin, wenn mit dem Werthe von 2sin: ar aus 5. in vorſtehende 
Glichung dividirt wird: 





ums 








cosant== ’ 


FR) —— — —— 


126. Die obigen Gleichungen 5. und 6. ftellen.sinars und 
cos am als Producte aus unendlich vielen, der Einheit immer 
näher fommenden, Sactoren dar. Schreibt man x ſtatt a, 


fo — — ſtatt a, ſo erhalten ſie folgende Geſtalt: 


in=x(1-5)(1-34)(1— )init 7. 
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url — -Fa)(I-5 * ) ininf. 8. 


Wird in 5. a==! geſetzt, ſo wird sinan=1, und mithin 


1 —=z(1 — ) (1 — 375) -57)" (1- =) nn 
sn 3 15 35 2(2n-1IX2n-+H1) 


oder 1-5 TIER 06060 — — ...., 


woraus man folgenden ſehr merfwürdigen Ausdruck erhält: 

x 2:2:4.4:6-6:8:8 m» 2n:2n 

3 =T.3-3.5-5-7.7.9 nano. ve hof. 
Entwicelt man die Werthe von sin x und cos x aus 7. und 
8. in Reihen mach Potenzen von x, bleibt aber, um nur die ein: 
fachften Reſultate zu erhalten, bei den erften Gtiedern ftehen, fo 
kommt offenbar 


sin=x— [145 + 1 Ä 


tz 
= ,41,1,4 , . 04x? 
coss=1—|1 Hatstutge in inf. | at 


Dieſe * Drehen muͤſſen mit den befannten ven 


. —x x. x —4 
sinx— 6 —8 cos x — * pn ° 


| Abereinfiimmen; ; mithin erhält man, durch Vergleichung der | 
Coefficienten: 


8 
I ET in inf. —* 
7 


44a 1. 
A+strartgtininf. =. a 


„1. ... 1 
Irene. bh; 


. 


Bon diefen beiden, ebenfalls ſehr merfwärdigen, Summenfor⸗ 
meln, ift jede in der andern enthalten. Multipliceirt man noaͤm⸗ 
lich die Reihe b. mit der geometrifchen Progeffion 
| 1 1 1.714 4 
Irre te Ft 
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fi leiht eingufehen, dab. das Product nichts weiter als die 
Hehe a, d. i. die’ Summe der umgekehrten Quadrate. der nas 
tuͤelchen Zahlen fein Fann, da b die Summe der ymgefehrten 
‚ Qucate dee ungeraden Zahlen war; mithin erhält man die 
‚don Summe (a) gleich Int -g—in®, wie oben. 


127. Schreibt man in den Formeln 5. und 6. ($. 125.) 
5 Rat a, ſo ergiebt fich, durch Diviſion, folgende Gleichung: 


SC — 
—— — 


Oder, wenn man auf beiden Seiten die Logarithmen nimmt, und 
die Glider rechts in Factoͤren des erſten Grades zerlegt: 


\ 


ar 
457 = 


= — 
ro (1+2) og (1-2)-i08 (143) +10g (1-2 
Oo +log (i+2) - ein inf. 


Run ift | 
1,90% : 
log te 9 — ey _ da o __#da 
515 3” TE Zu 
| 85 ?eing-cosz 


hlglih erhält man aus der vorſtehenden Gleichung, duech Dr 
ſttentiation nach a: 





Mar a A—a A-+a ur an 
rein 4 
Im das Integral | 
J 
eo 148 
/ 
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worin a ein: pofitiver aͤchter Bruch if, in eine Reihe zu ent: 
wickeln, theife man daffelbe in zwei Integrale, die von O big 1, 
und von 1 bis @ zu nehmen find. Wird der Quotient 


x-1 
5 nach ſteigenden Potenjen von x entwickelt, fo kommt 
ai 


ArX- 





mx ur Sr x. lee: Zhfte w S I 000 


1 — 
mithin, da für ein poſi tives a, /V. ya u. iſt, 


—R — 1-5 4° 1 
ia ı Imtrihn te “ in inf. | 
Ferner echält man, Durch Entwickelung nach fallenden Potenzen vonx, . 








L. 2 5 | 
xar — x xXa2 _ ga ya __ a5. o.. | 
. | 

x 


folglich" durch Jutegration, da, ſobald a—1-negatin iſt, 
der 2 — 4 . ) 
Ss d=,r U. ſ. f. 


Pe SEHE VER WERE EEE 
I Ber at nn 3 


⸗ mu 


Die Addition von 2. und 3. giebt: 
Pad 41 1.4 1 1... 
mtr RR matrrannhf 
d. i. wegen 1. “ 
ege-ide — 
o 1 —ushnan 
In der Formel 5. des 8.123. fege man g+-r=1,. und ſchreibe 
a ftatt q,x ftatt z, alfo 1—a ftatt r; fofommt, da Ti M=1 ift, 
ot Rua— dx 
R i+x —la-I(1--a). 5. | 
Diefe Formel, verglichen mit der vorftehenden,, giebt einen merk⸗ 
würdigen, die Function I’ betweffenden Sa, der in folgender 


wu 
















Gleichung enthalten ift: 


Ta-It-a)= · 6 


Hiraus folgt z. B. für a4, indem sinz—h, | 
IH Id=n 


Grade Id =fe e-17-Idx. 
Ran feße x? ==y, alfo s=y?’ und x hardy, fo Eommt: | 

r9=2 fe ray, 
aſo | Sie — ıVr, 


‚te ſchon in 8. 120, auf einem ganz anderen Wege, gefunden 
worden iſt. 
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Meber die Integration der Differentiale von Suntio- 
nen mehrerer veränderlicher &rössen. 


| 
' 


428. Im Vorhergehenden iſt hinreichend bewieſen worden, 
daß jede Function einer veraͤndeklichen Größe ein Integral oder 
eine Stammgröße hat, von welcher fie die Ableitung if. J— 
man dagegen eine Function zweier und zwar von einander un 
abhängiger Veränderlicher f(x,y), fo ift ihr Differential bekanntlich: 


IM, , ME | 
oder wenn man x zue Abfürzung mit y’- bezeichnet, | 


df =(% +. 5 )8 Vejeichnet man die partiellen Ablei⸗ 


tungen von f, nämlich I = mit Pr 3 2, mit q, fo find p und q 


zwei Functionen von x Um y, —5 welchen ein ſolcher zu 
ſammenhang Statt findet, daß 


dx 

Wenn aber dieſe Bedingung erfüllt wird, fo ift auch Mdx-+-Ndy 
allemal integeabel, ohne irgend eine Relation zwifchen x und 
voraus zu fegen. Nämlich man integrire Mdx nach x, indes 
man y als beftändig anfieht, und fee v=/Mdx-H-Y, 10 
eine beliebige Function von y, ohne x, bezeichnet. Hieraus e 
giebt fich durch Differentiation: 


dp__dq , .  d’f _ d’f 

dy dx if, weil dxdy dydx 
Hieraus folgt, daß Mdx--Ndy nicht das Differential einer 
Function von x und y fein Fann, wenn nicht — ik 


w=Mi+( [+ a 


Am fann man Y fo beftimmen, eb 


dM 
JE ——.dı + Yon, 


der — F— dx | 
Bed. Nimmt man nämlich von vorftehendem Ausdrucke rech⸗ 
tefand die Ableitung nach x, fo findet man 2-7. welche 

Diferenz, nach der Vorausſetzung, Null if. Alſo iſt 
— — eine bloße Function von y, ohne x, und mithin iſt 
dM 
fe) 
eine Kunction von y, wie verlangt wurde. Daher hat man 
dM 
v=/Mi+/ (N— Fra dy, 


‚und wenn man differentürt, fo findet man -dv=Mdx-+-Ndy; 
alſo Felt die Function v das verlangte Iutegeal von 
Mix--Ndy dar. 


Beiſpiel. Es fei das Differential ydx-——xdy vorgelegt, 
bit My, N=—x, mithin — EN 24; alſo die 
Bedingung der Integrabilitaͤt nicht erfüllt, * ydx—ıdy if 
nicht das Differential irgend einer Function von x und y. 

Iſt dagegen —— vorgelegt; ſo iſt M=%, 


N=— 1 —; folglich dv Mt, =5; alfo die Bedingung 


de ntegrabilität erfällt. 
| ydı«_ __y 


Man erhält demnach, da Gm, info fen y 
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als beftandig angefehen wird, 


— LC 
vo trY 
Um Y zu beftimmen, hat man 
dv_ 4 fix 1 1_, 
— 86 


alſo iſt Y eine beſtaͤndige Größe, und v=—I+ Const. da | 


verlangte Integral zn. 

4129. Soll Mdx-+-Nay-+-Pdz 
ein vollftändiges Differential einer Function dreier unabfängige | 
Beränderlichen x, y, 2 fein, fo wird erfordert, daß, wenn ;. d. 
z als beftändig, alfo dz=0 geſetzt wird, auch 


Mdx-+-Ndy 
ein vollftändiges Differential einer Zunction von x und y, a 
dM _dN 
daß | hy” % | 
fei. Eben fo muß au | 
| 4dM dp und? IN_dP 
dx dz dy 


fein. Sind diefe drei Bedingungen erfüllt, fo ift der‘ vorgeett 
Ausdrud integrabel. Denn man feße das Integral von 
Mdx-+-Ndy, in welchem Ausdrugfe z als eine beftändige Griſe 
angeſehen wird, gleich u, und es ſei 


v=u-+rZ, 
wo Z eine Sunction von “ ohne x und y, bezeichnet. Alsdanu 
ift du=Mdx-+ Nay-+ SE dz, und dran +42 dz; 


und man kann Z fo beftimmen, daß 
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nid, Nimmt man nämli von — die partiellen Ablei⸗ | 
| tungen nad x und nad y, fo find diefelben - 


| dP__ d’u m dP_ d’u 
| dx dxdz dy dydı 
d 
henden Ableitungen von — uͤber in: 


dP .dM 


_ ZI m T— 


dx da u dy. dz’ 
welche Differenzen Null find. Daher ift —F eine bloße Fun⸗ 
ction von z, wie verlangt wurde; und man erhält 


‚=u+/ (P-5)% " | 


8 diejenige Zunction, deren Differential Mdx-H-Ndy-+-Pdz ift. 


Run iſt aber I —=M, um T=N; alfo gehen die vorfte: 


Anmerfung. Cine Aufgabe ähnlicher Art, wie die in den 
borftehenden $., findet man in $. 149., nad einer anderen Mes 
thode, gelöft. 


1 Differentialgleichungen. 


130. Die einfachfte Art von Differentialgleichungen zwiſchen 

‚Wi veraͤnderlichen Größen wird durch die Formel 
Mdx-+-Nay=0 

anggeigt, in welcher M und N zwei gegebene Sunctionen von x 
und y find. Diefe Gleichung ift von der erften Ordnung, und 
vom erften Grade ($. 34.). Wenn der Ausdrud Mdx-4-Ndy 
"der Bedingung der Integrabilitaͤt Genüge leiſtet, alfo wenn 
— 8 ift &. 128.), ſo ſei vd Na); afsdann 


dx 
17° 


= 
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tft De vorftehende Differential: leihung offenbar einerlei mit 
dv=0, und giebt als Integral v=Const. 

Wenn aber der Ausdruck Mdx-ENdy nicht, ohne eine Re 
lation zwiſchen x und y anzunehmen, integrabel ift, fo kann man 
ſich doch leicht überzeugen, daß die vorgelegte Gleichung ein In⸗ 
tegral hat, oder daß fich immer eine Gteihung: zwiſchen x und 
y finden läßt, welche der vorgelegten Differentialgleichung Genäge 
leitet. Dieſe Differentialgleichung beftimmt nämlich) die Ablei⸗ 


tung 7 als Function von x und y; hieraus aber laſſen fi 


auch die Höheren Ableitungen von y nach x fofott finden; und 
man fann mithin, wenn man dem x einen beliebigen Werth ber 
fegt, und zugleich einen willfüclichen Werth von y annimmt, der 
diefem Werthe von.x. entfprechen foll, ven Werth von y, web 
cher irgend einem x entfprechen foll, wenigſtens Durch eine Reihe, 
mit Huͤlfe des Taylorſchen Satzes, darſtellen. Diefe Darftellung 
würde zwar in den meiften Faͤllen unbefriedigend fein, aber fie 
lehrt wenigftens, daß die Frage nach der Integration der vorge | 
legten Gleichung zulaͤſſig iſt. Daffelde Fann man auch durch 
geometeifche Betrachtungen finden, indem die Aufgabe, die Glei⸗ 
hung Mdx-+-Ndy=0 zu integeiren, darauf hinauskommt, 
eine Eurve zu zeichnen, von welcher nur die Richtung der Tan⸗ 
gente in jedem den Eoordinaten x, y entfprechenden Puncte ge 
geben ft. Man nehme alfo einen Punct, deſſen Coordinaten x 
und y find, an, durch welchen die Eurve gehen fol; laſſe hier⸗ 
auf die Abſciſſe x und k wachſen, wodurch y in y’ übergeht, ſo 
wird fich der Werth von y’ wenn k flein genug ift, aus de 


dy d’y k? 


Reihe y =y/+7 145* 3 — 4 ... 


- berechnen, und auf diefe Weife ein zweiter Punct der Curve er 


haften laſſen. Geht man ſodann toieder von diefem ztoeiten 
Puncte aus; fo wird man einen dritten, und auf die nämlide 
Art beliebig viele Puncte der Eurve finden. Die ganze Curve 
ift alfo völlig beftimmt, und die Aufgabe allemal lösbar Man 


| 
| 
Ä 
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nannte früher das, was von der Aufloͤſung diefer Aufgabe be- 
font var, die methodus tangentium inversa,. welche Benen⸗ 
mung aber gegenwärtig veraltet ift. 


131. Wenn nun die vorgelegte Aufgabe immer loͤsbar if, 
fo giebt es eine der obigen Differentialgleichung Genuͤge lei⸗ 
ſtende Gleichung zwiſchen x und y, welche noch eine unbeſtimmte 
Conſtante c enthaͤlt. Zu mehrerer Deutlichkeit denke man ſich 
dieſe Gleichung nach c aufgelöft, alſo auf die Form J 

————— | | 
gebracht. ‘ 4 
dr ls 


Diefe Gleichung giebt, ee we ya und 


an muß, da J n — E An fein. "an 
12 "dy hie 


bezeichne den Quotienten = -:M mit w, fo muß 
f df 


—Mw, — * 


dx dy “ et yn 


fan, fo daß die durch Differentiation von ne enäftehenbe | 


Gleichung folgende ift: 

wMix+wNday=0 ° 000" 
Bern alfo der Ausdruck Mdx--Ndy=0 : die Bedingung’ der 
Integrabitität nicht erfüllt, fo giebt e8 Immer eine Function’ w 
don x und y, mit welcher multipliciet, der Ausdruck ein vollftän- 
digeß Differential wird. Die Kenntniß diefes Factors (den. man 


den integrirenden Factor nennt) wuͤrde fofert zur Integra⸗ 


tion dee Differentialgleihung , Mdx--Ndy=0 führen. 
Es muß aber der integrirende Factor w elzender Bedin⸗ 
gung Genuͤge leiſten: 





= d(wN) 
Et J 
der, wenn man die ne Mbleitungen enttiihlt:  *. 


17* 


— 


AM dN dw dw 
a) En | 
Die Aufgabe, die Zunction w aus vorftehender Gleichung zwi⸗ 
ſchen ihr und ihren partiellen Ableitungen nach x und y zu fin: 
den, ift im Allgemeinen eben fo ſchwierig, als die Integration 
der vorgelegten Differentialgleichung. Man Fann fich indeffen 


obiger Gleichung doch in einigen Faͤllen mit Nutzen bedienen. 


Wenn z. B. der Quotient 
am | any 1 
dy dx 
fein y enthält, alfo eine bloße Kunction von x ift, welche mit 
X bezeichnet werden mag, fo fann man der vorftehenden Glei⸗ 
Hung für w genügen, indem man w .i eine bloße Function 
von x, ohne y, betrachtet. Man febe n=0 fo fommt 


Fo; 


— 


/ 


mithin MX, alfo log w=/Xdx, und w=e/kt, Mul⸗ 


tiplicirt man demnach die Gleichung Max 4.Ndy?O, wofern 


dieſelbe ſo beſchaffen iſt, daäß ——)3 eine bloße 


Function von x iſt, mit exds, fo iſt die Gleichung 
e/Xı& Mix +-Ndy)=0 
integrabel. Man fete zur Abkürzung e/Xu Mu, e/AuN =>, 
ſo ift das Integral der vorgelegten Gleichung nach 8. 128. in 
folgender Gleichung enthalten: | 


‚fess+ SC- Ted dy—Const, 


„ d dM 
oder weil dv m e/Adı — Ay’ in folgender: 


„er Nds fi (3N— fi er &) dy= Const. 
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Gi MS Ya, NE Vn, fol De vy, 


-—FrWy, alfo 
dM dN gı—Fx_ X: 


dy dx N Fr 1” j 
mithin wird die Gleichung 
(pxvy -+ix)dx--Fxyydy=0 


durch Multiplication mit e/Fdx integrirt. Gebt man yy=z, 
dedirt durch Fx und ſchreibt px, fx ftatt En =; fo kommt: 
(9x-z-+-i)dx-+-dz==0, a. 
Died dieſe Gleichung mit e/Xd= multiplicirt, vo X=gyx; fo 
hält man: - 
eS3%&Xzdx-He/I& da — — e/Xdx fxdx. 
Man fieht Teicht, daß die Glieder auf der linken Seite ein voll: 
Rindiges Differential bilden, fo daß fich 
d(e/Xbz) = — e/*di fxdx 
ergiebt. Demnach ift 
eSX%dx.z—Const. —fe/Käsfgdy, 
oder z=(C— fe Xdıfyix)e/Adx b. 
dad Integral der vorgelegten Gleichung a. 

Wird dem Integrale (Xdx eine willfürliche Conftante beis 
gefuͤgt, ſo muß diefe ſich mit C zu einer einzigen Conſtante ver: 
Anigen,. da der Werth von z nur eine folche enthalten Fann. 
Eine feichte Rechnung zeigt, daß diefes wirklich geſchieht. 

Kann zum integrivenden Kactor eine bloße Function von y, 
one x, genommen werden, fo findet eh dem. vorftchenden ent: 
ſprechendes Verfahren Statt, wie ſich von felbft verfteht. 


132. Um die Differentialgleichung 
Mdx+-Ndy=0 
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zu integriren, ſucht man die Veraͤnderlichen, wenn es moͤglich iſt, 
von einander zu trennen, oder die Gleichung auf die Form 
Xdx-+Ydy=0 

zu bringen, in welcher X eine bloße Function von x und Y eine 
bloße Function von y ift, und deren Glieder fich mithin, jedes 

‚ befonders, integriren zu laffen. Iſt 3. B. die Gleichung 

fx-Yıı+py-Xdy—0. 

vorgelegt, in welcher fx und X fein y, fo wie py und Y fein 
x enthalten, fo braucht man nur mit XY zu dividiren, wodurch 


fx dx  @ydy 
man y+t F U 


erhält, in welcher die Veränderlichen getrennt find. 


Die Trennung der Veränderlichen gelingt immer, twenn M 
N zwei homogene Functionen von gleihem Grade find. Man 
nennt eine Kuynction f(x,y) homogen, wenn fie die Eigenfchaft 
hat, ſobald x, y, in tx, ty übergehen, in t=f(x,y) Überqugehen, 
fo daß die Gleichung ' 
f(tx,ty)=t"i(x,y) a. * 
die Definition homogener Functionen von x und y ausfprigt. ' 
3. B! die Zunetion xy+Vx+y* geht, wenn tx,ty ftatt x,y 
gefegt werdeh, in t?(xy+-V x‘-H-y*) über, ift alfo homogen. 
Der Erponent m von t iſt der Grad der homogenen Functionen. 
Die homogene Function vom mten Grade Fix,y) hat die Eigen 
ſchaft, daß 
2 ) a. ‚ynfl, y). b. | 
ift. Nimmt man ndanich vo von der obigen Gleichung a., Die Ab⸗ 
leitung nach t, ſo kommt 


afct ‚t dflix,t \ 
Tr Tree GL | 


und fegt man t=1, fo erhält man 











Nr ER. yanllay), tw. z. b. w. 


Setzt man in der Gleichung a. x=1, fo kommt 
it, Ytfl, y); 
| oder wenn in diefer x ftatt t, und t ftatt y geſetzt wird, 
fx, tx, xv(14, t). c. 
Ran fein M==f(x,y), N=g(z,y) zwei homogene Functionen 
vom mten Grade, fo geht (megen c.) die Differentialgleichung 
Mix-+-Ndy==0, wenn tx flatt y gefeßt wird, nach Weglaſſung 
des gemeinfamen Factors x=, über in 
f(1,1) · dx+-p(1,0- dlt,x)==0, 
d.i, wenn man zur Abkürzung ſt' und gt. ſtatt ft), oA, 
weich auch tdx-Pxdt ftatt dltx) ſchreibt: 


(ſt Ptyt)dx + Pt xdi=0, 
= _ptedt 
dt erg 


in welcher die erändertißen getrennt find. 


Man Fann audy leicht bemweifen, daß, wenn M und N zwei 
homogene Sunctionen von gleichem Grade (m) find, der Ausdruck 


Mdx-+ Ndy 
Mx-+-Ny 


14 
| cin vollftändiges Differential, mithin MSHNy ein integrirender 
| doctor der Gleichung Mdx--Ndy=0 iſt. 
| PR M 
Nimmt man nämlich die Ableitung von NaHNy nach y, 


—ü — — — — — 


N - 
und von nach x, ſo kommt, mit Weglaſſung des 
Nenners (MxNy)ꝰ, 

dM dM 
(Mi+-Ny), -M(N+T N.) 
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und (Mx-+ N — N (ut x 9 Fr =") 


oder (ni _ md), und (m N; x-NM. d. 
Run ift aber 
dM, dM dN _dN 


ir Ar y=uM, at ymuN (nah b.); 
folglich 
dM dN 
(N —M | Fran) -M(mn— 0x) 
=(nm® nn x; 
alfo find die beiden Ausdrüce d. einander glei, w. z. b. w. 


433. Wenn eine Gleichung zwiſchen x, y und der Ablei⸗ 


tung , in Hinfiht auf dieſe leßtere von höherem ald dem \ 


‚erften Grade ift, fo mäßte man fie, um fie auf den erſten Grad ! 
buebchufägen, in eine getoiffe Anzahl von Factoren von der 


Form = I _fx,y) auflöfen. Setzt man einen diefer Factoren 


Y_16,)=0, und Fann man das integral diefer Gleichung 
finden, fo befriedigt daffelde auch die vorgelegte Differentialglei- 
Kung. Es fei z. B. (7 39 Bi +b=0, Br 


fo erhält man zwei Werthe für, 53 2, nämlich entweder Y- IA 


oder DB, mithin y—Ax=C, ode „-B=C. Man 


fieht, daß, geometrifch gedeutet, die vorgelegte Differentialgleis 
bung zwei gerade Linien zugleich darftellt, welche gegen Die Ab: 
feiffenage x, unter gegebenen Winfeln, deren Tangenten A und 
B find, ſich neigen, übrigens aber eine willfürliche Lage gegen 


f 


ey nn il EEE nn mn una EEE EEE EEE ee __ ——, 
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einander haben, weil die Sonftanten C und C’ beide beliebig ind. 
| die Integrale werden durch das Product: 

Ä (y-Ax- C\y—Bx—C)=0 . 
nglech dargeſtellt; d. h. man genuͤgt der Differentialgleichung, 
wenn man einen der Factoren diefes Productes Null fett. 

Man kann auch das integral, ohne die Differentialglei: 
dung aufzulöfen, auf folgende Art darftellen. Offenbar nämlich 
mp, wenn man hat: 


6 — 0 


der Quotient = unveränbertich fein. Man fege SI 1x7 q, und 


J=p-+c, fo ift zugleich, gq’-+aq+b=0, und * Integral 
der vorgelegten Gleichung erhaͤlt man durch Elimination von q 
aus den beiden Gleichungen — und +ag+b=0; 

naͤmlich: — ——— =0, 

Daſſelbe ſtellt zwei gerade Linien dar, welche die Are yin dem 
Juncte fchneide, wo x—=0, y=c ift. 

Diefe Gleichung enthält eine willkuͤrliche Conſtante, und ift 
das vollſtaͤndige Integral der vorgelegten Differentialgleichung. 
der That iſt jede der beiden früher gefundenen Aufloͤſungen, 
mich. y—Ax—C=0, und y-Br-0=0, einzeln genomz. 
wen, in ihr enthalten. 


134. Da ſi ch uͤber die Integration der Differentiagle 
dungen Feine allgemein antwendbaren-Regeln geben faffen, "fo 
lm nur noch einige hierher gehörige Beiſpiele behandelt wer: 
den. Es fei die Gleichung 


y?’dy?-4-4Axydı dy 2x’ —y2)dr? —=0: 
vergelegt. Diefelbe giebt Tr 
(ydy-H2xdx)? = (2x?-4-y”)dx?, 
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mithin ydy-+2xdx==dx)/ 22?+y?. 

Diefe Gleichung ift offenbar homogen; man feße alfo vn, | 
fo fommt txltdx-Hadt)--2xdı—xdsV 2-Ht?, | 


oder (?-+2)dx-Fıdt=dıV 2-+H1?; 
PR dx tdt 
mithin — — — *0. 
th x 2+?—V 2-1? 
Man fege ’+2=u?, tdti=udu, fo kommt | 
Zr udu —*060, oder er; | 





mithin Vogx-rlogla1)const y folglich auch x(u1)=e | 
Sest man fir u feinen Werth, namlich 


3 3 . ' 
| —— + en | 
ſo erhaͤlt man 

V x, mithin —E— — 


welche Gleichung das Integral der vorgelegten iſt, und mit der 
in F. 31. uͤbereinkommt, wenn man c=a fett. 


135. Es werde die Gleichung einer Curve ‚verlangt, derm 
Tangenten von: einem gegebenen Puncte alle gleich weit abftehen. 
Man nehme diefen Punct zum Anfange der Coordinaten; und feße 

I 7 KW y)—dylu—x)—0 | 
als die Gleichung der Tangente der Curve, im Puncte x, y- 


Dividiet man diefe Gleichung mit V dx?-+dy?=ds, und fegt 
u=0, v=0, fo hat man den Ausdruc für den fenkrechten Abs 
ftand a der Tangente vom Anfange der Eoordinaten; mithin fol! 
x dyoydı 

ds 
Im diefe Gleichung zu integriren, ſetze man dy=qdx; fo kommt: 


g—y=aVi+g?. | 
| 
| 


=a, oder »dy—y dx=aV dx?-+-dy? fe 
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jr dy=qgdx folgt, durch theilweiſe Opntegration, y=a-Adgq 


ae g—y=/idg, folglih muß Adgs= aVi+g° fein. 
Die Gleichung giebt, differentürt: 





de 
d= II, 

| x yo= V 1 +q? ’ 
| . , 
nihin muß man entweder haben: dgq=—0, oder ei. 

Vi+g? 

Die Annahme dg=0 giebt q==const., und folglich ftellt 

g—y=aV 149g? 


bed Integral der vorgelegten Gleichung dar, worin q die will: 
Kirihe Sonftante iſt. Diefe Gleichung bedeutet eine gerade Li⸗ 
ax, deren fenfrechter Abftand vom Anfange der Coordinaten a 
# Man genügt aber auch det Differentialgleichung, wenn man 


— ſetzt, und dieſe Gleichung mit y=g-aV 1+9? 

verbindet, indem man q aus beiden eliminiert. Aus x 1--q?==aq 
; | u — — 2 m - a 

erhält man —— Vixq =7 


® 
ı_y? 





GSetzt 


man dieſe Werthe in die andere Sfeihung, fo kommt 
x? 

| a Vz Br | Va 

de ?.-y?=a?, die Gleichung eines Kreiſes vom Halb⸗ 

weile a. 

| Daß diefe Gleichung der Differentiafgleihung wirklich ge⸗ 

nigt, ſieht man leicht, denn fie giebt xdx-Hydy—0, woraus 


3 
| dx?-4-d —— und re 


y? ' oder —3=Val-r? '7 


gen, wie erforderlih. Deſſen ungeachtet ift fie nicht in dem 
‚#fundenen Integrale enthalten, welches nur gerade Linien dar: 
fell. Der Kreis aber vom Halbmeffer a, welchen fie angiept, 
dat die Eigenſchaft, von allen diefen Geraden berührt zu wer⸗ 
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den; woraus ſchon herborgeht, daß die Auflöfung durch die Glei 
hung xy’ —a?—0 mit dem Integrale in einem enge; 
Zufammenhange ſteht. Wan nennt ſolche Gleichungen, welche 
einer Differentialgleihung genügen, ohne in dem vollftändigen, 
d. h. mit einer willfürlichen Eonftante verfehenen Integrale ders 
felben enthalten zu fein, befondere Auflöfungen der sn 
rentialgleſchung. | 





136. Es ſei I&,y,)-0 das bollſtandige Integral eine 
Differentialgleihung, mit der toillfärlichen Eonftante c; ſo 'iſt die 
Differentialgleihung felbft nichtd anderes, als das Refultat de 
Elimination von c zwifchen den beiden Gleichungen 

df df 


a0 und % dx+ ay dr. 


Man betrachte nun die Sonftante c als veränderlich, fo giebt di 
| Gleichung f(x,y‚c)=0, differentüct, folgende: 
0, A, 
* — de0. 
In vielen Fällen iſt es moͤglich, die Conſtante c als Functi 
von x und. y fo zu beſtimmen, daß 








J "de 
werde. Es ſei c=yl(x,y) der aus diefer Bedingung entwif 
Felte veränderliche Werth von c; fegt man denfelben in das vol 
ftändige Integral, fo Fommt 

 Ay)=0, mw P=yRy). 
Diefe Gleichung befriedigt offenbar die vorgelegte Differentialglt 
Hung; denn fie giebt 
AT dx df « 
und da 0 ift, fo giebt fie —* dy=0. 


/ 


N 
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®iminirt man @ aus dieſer Gleichung und aus fix,y,P)—=0, 
fo hält man offenbar diefelbe Differentialgleihung, wie vorhin 
dei der Elimination von c. Wofern nun die Gleichung 
—A— nicht als ein bloßer beſonderer Fall in dem voll⸗ 
adigen Integrale enthalten iſt (was ebenfalls fein kann), fo 
fie eine beſondere Aufloͤſung der Differentialgleichung. In. 
den vorigen Beifpiele war ge — ya) 1-+q? das vollſtaͤndige 
Iuegral; q die Eonftante. Nimmt man-die Ableitung nach q, 
hen man x und y ungeändert läßt, fo kommt 


* 

Vi-rg° 

1 welcher Gleichung, durch Wesſchafuns von q, ſchon oben 
ke beſondere Auflöfung x? --y?—a? gefunden wurde. 
Um die geometrifhe Bedeutung diefer befonderen Aufloͤ⸗ 
Rasen Fennen zu lernen, fei f(x,y, )=0O die Gleichung einer 
Kurve, welche, indem die unbeftimmte Eonftante c (die man auch, 
Bdinfiht auf die Eurve, einen Parameter nennt) andere 
Bethe erhält, fich ebenfalls ändern wird. Denft man fich nım 
m Parameter c in ftetiger Aenderung begriffen, und mithin die 
zzehoͤige Curve ebenfalls, fo werden, im Allgemeinen, je zwei 
uf einander folgende Eurven einen gemeinfchaftlichen Durch⸗ 
Monitt haben, deſſen Eoordinaten man erhält, wenn man die 
AMeichungen beider Eurven mit einander verbindet. Diefe find 


f(x,y,‚)=0 und fix,y‚c+do)=0, 
me auch, ſtatt der zweiten, 
f(z,y‚c4-de) — f(x,y, 9 = 0). 



















xiche, für ein verſchwindendes de, auf 0 zurückommt. 
* Wird nım c aus der Gleichung Pos y‚)==0 vermittelſt 
=0 weggeſchafft, fo erhält man die Curve, in welcher alle 


„ Durchfchnitte liegen; und diefe ift alfo die befondere Auf⸗ 
Mung derjenigen Differentialgleihung, von welcher I(z,y‚c)—0 
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das vollſtaͤndige Integral war. Fuͤr irgend einen Punct P der 
Curve, welche die beſondere Aufloͤſung darſtellt, und deren Glei⸗ 
chung f(x,y‚p)=0 iſt, haben x, y, ꝙ beſtimmte Werthe. Giebt 
man der Conſtante e den Werth von 9, fo ſtellen die beiden 
Gleichungen fix,y,)=0 und fix,yp)=0 zwei mit einans 
der in diefem Puncte P zufammentreffende Eurven dar. Diefe haben 
zugleich in P eine gemeinfchaftliche Tangente, weil der Werth von 
= ‚mag er aus den Gleichungen 


df  dfi:.d 

fx, y, d=0, 5*5 2* 

di df d df 
rg * 
genommen fein, offenbar derfelbe iſt. Daher wird die ganze 
Schaar der Curven von veränderlihem Parameter, welche dag 
vollftändige Integral darftellt, von der durch die befondere Auf: 
loͤſung dargeſtellten Eurve eingehüllt. Go ift 3. B. in der 
‚Aufgabe des vorigen $. ein Kreis die Hülle’ aller in gleichem Ab⸗ 
ſtande a vom Anfange der Koordinaten befindlichen geraden 
Linien. , \’ 


Das vollftändige integral der Gleichung 

xdy __/(dy 

ı-z=r(e 

Cin welcher ꝙ eine Zunction anzeigt) ift . 
Jymaxgpa, 

wo a die wiltfürlihe Eonftante. Differentiirt man nad a, ſo 
fommt x=ga, woraus fi, nach Elimination von a, eine be; 
fondere Auflöfung ergiebt, welche die Gleichung einer Curve dars 
ſtellt, die von allen in dem vollftändigen Integrale enthaltenen 
geraden Linien berührt wird. Dies findet z. B. Anwendung auf 


die Evolute einer Eurve, welche von allen Normalen biefer 
Curve berührt wird. 


oder aus f(x, y, )=0, 0 
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137. Es fei noch die Differentialgleichung 
y’(ax’-++-dy?)=(xdx-Hydy)adx 
vorgelegt; oder geordnet: | | 
‚y’dy?’—aydıdy-Hy?—ax)dx? =0. A. 
Wird diefelbe differentüct, und d’r=0 geſetzt, ſo kommt 
dydydy 42ydyꝰ —adxdy? —aydxd?y+(2ydy-adx)dx? *0. 














aawitelt man hieraus den Werth von ;, ſo kommt: 
—V — [ 
dx? — (2y®dy—aydx)dx? . 


Exit man den gemeinfchaftlichen Factor dag Bählers und Nen⸗ 
jers Null, nämlich: 


B. 





” 


2ydy— adı==0, 
Died die borftehende sm befriedigt, ohne daß daraus 
m beſtimmter Werth für 9 %: 3 hervorgeht. Man feße y y’-ax=u, 


geht die Gleichung A., —* ſich auch, wie folgt, ſchreiben laͤßt, 

(yd y—adı)ydy-+(y ?_ax)dx?==0, 

Bit in (du—adx)ydy-+2udx?—0 

(du—adx)(du-Fadx)44udx?=0, 
du?-HAu—a)dx?=0. 

Dieſe Gleichung oder die Gleichung A. wird mithin offenbar be⸗ 

Migt, wenn man feßt: du—a? 0, oder 

y„?—aı=1? cC 

Rd fernee aus B. der gemeinfchaftlihe Factor Aydy—adı 

ggelaſſen, ſo Fommt 

ydꝰy —E— =, 

Pe Differentialgleihung, zweiter Ordnung. Ban bemerkt leicht, 

Rt yd?’y-+-dy?==d(ydy) 

h; mithin giebt die vorfiehende Gleichung: 
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dydy)+der=0, oder (47 )+dx=0; 


daher durch einmalige Integration: ' 
. ydy+@&—k)dı=0, 
und durch eine zweite Integration 
| y’+(x—k)? =? ’ 
wo k und g mwillfürliche Eonftanten find. 
Man fege die Werthe von y? und ydy, aus den zufegt ve 
. fundenen Gleichungen, in A., fo fommt: 
(—k)?-Fal—k)rg’—(i—k)’—ar=0. 
Entwickelt man diefe Gleichung, fo fällt x weg, und man pi 


Y 


gꝰ — ak). 

Folglich ift y?-+(x—k)?—=ak -D. 

das vollftändige Integral der Differentialgleihung A., mit de 
willkuͤrlichen Eonftante k. Die Gleihung C., welche ebenfalls 
der Differentialgleichung genügte, ift aber nicht in diefem Inte⸗ 
grale enthalten. Denn toäre fie es, fo müßte es einen beftändis 
gen Werth geben, der, für k gefegt, die Gleihung D. in C. 
verwandelte. Um diefen zu befinden, wenn er vorhanden ift, ds 
minire man y aus C. und D., fo fommt Ä | 


ax-Fla?--(x—k)’=ak; | 

Wird diefe Gleichung nach k aufgelöft, fo kommt | 
k?— (ix+Ha)k + Ga)? 0, | 

oder (k—x—13)?—=0. Ä 
Man fieht, daß der Werth von k nicht unabhängig von x auf 
fällt, und daß mithin die Gleichung D. nicht dadurd in 
übergehen Tann, daß man irgend einen beftändigen Werth 
k einfegt. Daher ift C. eine befondere Auflöfung der Diffe 
tialgleihung A. Man bemerfe noch, daß diefelde, wie auch ſ 
die befondere Auflöfung in $. 136., unabhängig von dem v 
ftändigen Integrale, durch Differentiation. der Gleichung A. 
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ı funden worden iſt, nämlich. als der Factor, welcher, gleich Null 
öefegt, die Gleichung B. befriedigte, ohne einen beſtimmten Werth 


25 
don — zu liefen. Man Pann diefelbe nad der Methode de 


| terigen F. auch aus dem vollftändigen Integrale D. erhalten, 

wenn dieſes als bekannt vorausgeſetzt wird. Zu dem Ende braucht 

kan nur die Ableitung von D. nad) k afeih Null zu ſetzen; 

man findet —2Ux—k)=ea, ‚air keep, welcher 

Verth in D geſetzt: — . Fr 
ya alı- 1a) oder y 3 — ax +!a? 

übt, übereinftimmend mit C. 

Die Gleichung D. bedeutet eine Schaar bon Kreiſen, deren 
Rittelpuncte auf der Are x liegen, und deren Halbmeſſer ſich 
had dem Geſetze ändern, daß, wenn k der Abſtand ded Mittel: 
syneted vom Anfange der Cootdinaten iſt, Wäk den zugehbri⸗ 
Hin Halbmeſſer ausdruͤckt. Alle dieſe Kreiſe werben von der 
Wach die Gleichung C. ausgedruͤckten Parabel eingehuͤllt. 

Dies ſind einige Beiſpiele von beſonderen Aufloͤſungen. 
Eine vollſtaͤndige Theorie derſelben würde hier zu weitläufig fein, 



















Einige Beifpiele von Differentialgieihungen Höhe: 
ver Ord nungen zwiſchen zwei Veraͤnderlichen. 

138. Daß es immer eine Relation zwiſchen x und y giebt; 
Wide einer gegebenen — zwiſchen x, y und mehreren Abs 
gen von y nach x, d. i. & dr’ I ‚=. u. ſ. f. Genüge leiſtet, 
kam man ſich, init Huͤlfe des Taylorſchen Satzes, auf aͤhnliche 
VDeiſe klar machen, wie in F. 120. in Bezug auf die Differen⸗ 
gleichungen erſter Ordnung angedeutet worden iſt. Naͤmlich 
enn die Differentialgleichung z. B. von der zweiten Ordnung 


| 
ſo wird I durch x, y, Sy ausgedrückt, : woraus man die 


| 18 | 
| 
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höheren Ableitungen I he fe und alfo eine Reihe für y 
erhalten Fann. Dabei Bleiben die Bei welche, für irgend ein 
gegebenes x, die Groͤßen y und 57 2 haben follen, ganz beliebig, 


und die Gleichung zwiſchen x m y muß mithin zwei willkuͤr⸗ 
liche Conſtanten enthalten, Diefelbe wurde duch f(x,y,a,b)=0 
vorgeſcellt, wo a.und b die Eonftanten find. Nimmt ‚man von 
diefer die erfte und die zweite Ableitung, 

df d?f 

& , 1,70 
und eliminirt a, b mit Hülfe der Gleihung f==0, fo ai 
man die entfprechende Differentialgleichung zweiter Ordnung. | 
Will man eine Differentialgleichung zweiter Ordnung inter 
griren, fo iſt es am natärlichften, zuerft eine Diffgrentialgleihung 
grfter Ordnung zu fuchen, welde, mit einer willfürlichen Con: | 
ftante verfehen, der gegebenen genägt. Dieſe iſt das erſte, und 
ihr Integral, welches wieder eine neue Conſtante enthalten mu 
das zweite Integral der vorgelegten Gleichung zweiter Ordnung. 
Ehen fo verhält es fid mit den Differentialgleichungen hoͤherer 
Ordnungen zwiſchen zwei Veränderlichen, deren letztes Integral 
immer fo viele willfürliche Eonftanten enthalten muß, als die 
Ordnungszahl der Gleichung Einheiten enthält. Man Fann im 
mer nur ein letztes vollftändiges Integral finden; dagegen Fins 
nen die vorhergehenden Integrale weſentlich verfchiedene Formen 
haben, je nachdem fie diefe oder jene der Eonftanten des vol 
ftändigen Integrals enthalten. 3. B. die Gleichung 


yd?’y-+-dy?-+-dx?=0 ($, 137.) 
hat I PP+a-hg! 
zum zweiten Integrale, mit den willfürlichen Sonftanten k un 
g. in erftes Integral derfelben iſt 








“  ydyra—bHdr=0, oder s-k=— X. 


| 


Aber auch die Gleichung 


| — y J (&)'- — a 
| iR ei erſtes Integral, welehes, wie. man ſi ſieht, nicht die Con⸗ 
ante k, ſondern g enthält. ie giebt. 



















dy__ Ve’—y? d 
dx y 
_YI4_. 
Der ’ N 
V 558* = 


beraus man durch integration wieder doſſide pe Zatrea, 
W vorhin, erhält. 


139. Es giebt indeflen einige Faͤlle, in welchen man das 
volfändige Integral einer Differentialgleichung von“ ' Beliebiger 
Meinung finden Fann, ohne von jeder Ordnung auf die vochers 


er Differentialgleichung beliebiger Ordnungen (d. h. ſoiche, in 
meiden y und feine Ableitungen uͤberall nur in der erſten Pos 
in vorfommen), wenn Ihre Eoeffieienten conftant find. Es fei 


ra, 23 Ira Jr. u rt 

ie vorgelegte Gleichung, in welcher a,,a.,-- Conſtanten ſi nd. Diefl 
Biehung hat die merkwuͤrdige Eigenſchaft, daß man ihr vollſtaͤndi⸗ 
8 Integral finden kann, wenn man nur eine hinreichende Anzahl 
Binlich n) unvollſtaͤndiger Integrale kennt; was fonft, im Allgemei⸗ 
Ben, bei beliebigen Differentialgleichungen nicht möglich ft: Solche 
wollſtaͤndige Integrale laſſen fich aber, in dem vorliegenden Falle, 
Fit finden. Es wird hinteichen, dies nur am einer Gleichung 
der weiten Ordnung zu zeigen, da das Verfahren überall das 
müche iſt. Die vorgelegte Gleichung ſei demnach 


d? 
.: —I +3; 42,70. 


en ſetze y—e, fo folgt . 
48 * 


Fhende zuruͤckzugehen. Dahin gehöten die fogenannten line 


2316 


d d? 
mer, nm? bu ex, 


Die Einfebung diefer Werthe giebt, nach Weglaſſung des gemein⸗ 
famen Factors e=*, folgende Gleichung zur Beſtimmung von m: 


m? -Fa,m-Fa,=0. 
BDezeichnet man die Wurzeln derfelben mit m, und m,, ſo 
fommt  Yımenx und yet, 


Jeder diefer Werthe befriedigt die vorgelegte Gleichung und iſ 
ein integral derjelben; da er aber Feine willfürliche Eonftante 
enthält, fo ift er ‚nur ein unvollftändiges Integral. Man fiht 
aber leicht, daß auch die Function y=C,yı-rC.y., in 
welcher C,, CT, beliebige Conſtanten fü nd, dieſer Gleichung 96 
nügen muß, wenn yı and y. Ihr genügen; und da dies bei den 
obigen Werthen von Yı, Ya ber Hall ift, fo erhäft man 


U y=C, em +0, er | 
als vollftändiges Integral der vorgelegten Bing, mit den 
willfürlichen Eonftanten C, und C,. . 
Wenn die Wurzefn m, und m, der‘ Gielchung 
m’+am+,—=0 . _ > 
imaginaͤr find, fo ſetze man | | 
m, =p-+qgi, m =p—qg; . 
ſo wird e@ıX = PX. e Piz eP:(Cosqx-Fisingz) 
eure. Ri er*(cos gqx—isingz). 
Folglich erhält man 
y=(C,-+C,)er cosg--(C,—C ji epx gin qx, 
oder wenn man C. C, ⸗A, (C. -C.)ic-B ſetzt, 
yazerk(A cosgx-+Bsingp), 
als die in diefem Kalle paflende Form des Integrals. A und 
B find willkuͤrliche Eonftanten. 
Wenn die Wurzeln m, und m, einander gleich find, fo fe 


— 
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fert die Kormel ewr nur ein unvollftändiges Integral. . Alsdann 
ehilt man ein gweitge, wenn man man die Ableitung von 











yızew nach m nimmt, d. i. * umz.om, Setzt man naͤm⸗ 
ih für y dieſen Werth, fo erhaͤt: non 








dyı 
dy dm d’y, __d’y,, 
dx dx dmd<” dıdın’ 
Tr) ur 
de — 
d’y_ dın — d’y, 
Aa fo Tr rd’ 


gli, wenn yrmet, = Ä 
dd d d 
re Er, 


d? Yı j 
Al rat * F+ayı) __.4(e"*(m?-+a,m-+a,)) 
| dm 


near ment) 

GSezt man nun m?-Fa,m+a,==0, und. find die beiden hier⸗ 
aus entfpringenden Werthe von m einander gleich, ſo mird auch 
zugleich 2m 2, 0; folglich ift 


fe yo und für yxen, wenn m die Bunt der 
Eltichung m?-Ra ma, ==(m-+ta,)?=0, oder m=—H4a 
it. Das vollſaͤndige Integral der vorgelegten Gleicung iſt 
alsdann VSC. 2. C,xeow 

der. y(C, +C,x)e®., Ä 

ähnliche Weiſe erhält man z. B. das Integral der Steigung 


d’y d’y dy 
jsta jita Dtay=0 Ä 
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durch die Bar 
Yale, 4C,en, 
in welcher mi, m,, ın, die Wurzeln der Gleichung 
m’-Fa,m’+a,m-pa,=0 
find. Wenn diefe Gleichung 5.3. drei gleiche Wurzeln (m) ja, 
fo nimmt das Integral folgende Form an: 
y= =(C +C C, xꝰ )en. 
In dieſem Falle erhält man nämlich aus dem anvolltöndigen 


Integrale Jule" zwei andere, indem man ‚die Ableitunge 
von dieſen nach m nimmt, naͤmlich 


Der Beweis wird, mit Huͤlfe der bekannten Saͤtze, weiche 
gleichen Wurzeln afgebraifcher Gleichungen betreffen, auf ähnliche 
Meife gefuͤhrt, wie vorhin. 

140. Wenn in der lineaͤren Diffentialgleichung an; 
Ordnung 


a de di>2 dy | 
gets hai Tate tan !+.,y=0 | 


die_ Goefficienten Ay, Aa, au fammtlih Functionen von y, 
ohne y, find, fo veicht es ebenfalls hin, m unvollſtaͤndige —* 
grale derſelben zu kennen, um ſofort das vollſtaͤndige Sieg 
zu erhalten. Denn es fein Yı, Ya, * Yn Functionen VOR 
welche der vorfiehenden Gleichung genügen, fo. genügt denſelben * 
auch, wie leicht zu ſehen, die daraus zuſammengeſetzte Function 
y=CyırUyı CYAM, 
in welcher C,, Ca, «= C, Gonftgnten find. Sind daher die 
‚Zunctionen Yı, Ya, * Ya alle von einander verfchieden, # 


ftellt y das vollftändige Integral der vorgelegten Differential 
gleichung dar. 
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Gegt man ye, und 9a 4 fü wird dieſe Differential⸗ 


geichung auf eine andere — q und x zuruͤckgefuͤhrt, die 
me nach der n—Aten Ordnung, aber nicht Mehr linear if. Die: 
borgelegte au Mi 3. B. | 











Bragtay= | 
a und a, Kunctionen von x, ohne y. Wird yz=e®*  gefeht; 
kmmt dy=ze®.du, d’y=erd’urdu?); folglich geht 
# Gleichung in folgende uͤber: 

da, 
ar 
ohdem ve semenfome Factor er) weggelaffen worden if. 
ird ferner ng gefegt, fo fommt 


2) ra, +, =0, 


A 
+’ +219+2,=0, 


de Gleichung nur noch von der erften Ordnung, aber nicht 
r lineaͤr iſt, weil q darin in der zweiten Potenz vorfommt. 


141. Wenn in der linearen Differentialgleichung: 
Ira, et an-ı + y=V 
ie Goefficienten a}, as, “an, fo wie v, Conftanten find, fo 
Me man ny—v—anz, woraus dy=dz, d’y=d?z, u ſ. f. 
gt. Die Gleihung mwird dadurch auf eine andere gebracht, 
in welcher das letzte Glied, auf der rechten Seite, Null ift, wie 
—* 139. angenommen wurde. Sind aber a, As, "+ ay V 
Sunctionen von x, ohne y, fo läßt ſich die Aufgabe wenigſtens 
* wie hier an dem Beiſpiele einer Differentialglei⸗ 
dung zweiter Odnuns gezeigt werden fol. Es fei 


dy 
ra D+a,y=r A. 


230 
die vorgelegte Gleichung, ar, aa, v Funetionen von x, ohne y. 
Man fuche zuerft zwei unvollſtaͤndige Integrale der Gleichung 
ed? dy 
Zahtı ray, B. 
welche mit yı und ys bezeichnet werden mögen; fo iR 
y=C,yı+Cıyı das vollftändige Integral von B. Be 
trachtet man nunmehr C, und C, nicht als Eonftanten, for 
dorn als Kunctionen von x, fo laſſen ſich diefe fo beftimmen, daß 
der Werth von y der Gleichung A. Genüge leiſtet. Wird naͤm⸗ 
lid die Gleichung y=C,yıt+&ays differentürt, fo kommts 
dy=C.dyı+Csdy,+yıdd ıtysdC,, | 
Run fege man ydC,+y:dl,=0; fo wird 
und hieraus 
d’y=C,d’y, HEY Al. dy Alzey, 
Man erhält demnach 
c(F Vi 
Te ‚Bi. = as Yı ) . 





rn Bann ie rn) — 
a | 
Net 

Meil aber, " der Annahme, 


d2 1 d?y 2 | 
Hay ge ER PL 
ſo Pi | | 
g day ac. d dCa dy | 

Fr ra try ra 


Man beftimme demnach ei und = aus den Steigungen: | 


d d dC, 
Yı rn C, =0 um dyı Pal air Par —=vi 


dx 


a N 
fo erhaͤt man diefe Größen als Functionen ‚von x, ausgedrückt, 





dC dC 
und demnach 9, mp; 
cder GC, =/9ıx- dx, C‚=/9.x.dx 


Das vollſtaͤndige Integral der vorgelegten Gleichung iſt als⸗ 
Im folgendes: 


yayılpırdatyfprrde 


2 N 
Ier die Integration einer Differential⸗Gleichung 
von erfter Ordnung und vom erfien Grade zwis 
ſchen drei VBeränderlihen. -- 


142. Es fei die Gleichung ee 
Mis+NdaypPa=0. A... 
vorgelegt, in welcher M, N, P als Functionen von x, y, z'’g& 
geben find. Wenn es möglich iſt, dieſe Gleichung "durch eine 
Gleichung zwiſchen x, y, z, mit einer. willkuͤrlichen Conftante, 


n integriren, ſo fei v=const. dieſes Integral; aledann muß 
ßch offenbar 





v, dv dv 
—E ne z 
serhalten, alfo muß ein Factor w vorhanden fein, welcher giebt 
a nn Be 
within auch 
| m _ d(wN) KM) dtwP) dtmN) _ dwP) d(wP) 
dı« ’" d &’u - dy ' 


—* daß der Ausdruck MIdx -Ndy Pdæ) ein vollftändiges 
Diferential iſt. $. 129, Entwickelt man die vorſtehenden Glei⸗ 
cuugen, fo kommt: 


" - de "(2 D)= 


pir _ mie —— an _ | B. 


ie 
| NAT PST he —— 
Multiplicirt man die drei Gleichungen B., der Belle nad, mit 
P, N, M, fo fommt dur Addition 
(> — dN dP _ aM dN dP\_ , 
EINE +M (- —*& c. 


* eine- eingang — welche die drei Functionen 
M, N, P erfuͤllen muͤſſen, wenn die Gleichungen B. mit einan⸗ 
der verträglich, oder ein integrirender Factor w moͤglich ſein 
fol. Vorausgeſetzt, daß die Bedingung C. erfüllt iſt, fo hat die 
Gleichung A. ‚allemal ein Integral von dee Form v==const, 
in welche v. eine, gewiſſe Function von. x, y, 2 iſt. Man inte 
grire nämlich, aut z eonftant fegend, die Gleichung | 
' Mix-+ Ndy==0; D. | 
8 fei u->gz==0 das Integral, worin pz die Stelle der om 
ftante vertritt. Different man die Gleichung u 920, 
ſo kommt, weil de — m, @ ya N fein, muß (A dee integri⸗ 


vende Factor von D.) 
| ——— 
Dieſe Gleichung werde mit | . 
AMdx-FANdy--APdz=0. 
verglichen; fo muß offenbar 


du _ 
7 tYyı=MP, 


du 
oder | $'z—= AP — fein., 
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! 















der That Fann man zeigen, daß ap auf eine bloße 


zuction von 2 und 92 zurädfommt, wenn die Gleichung 
1920 vorausgeſetzt wird. Wetrachtet man naͤmlich in 
dieſer Gleichung z als beftändig, fo wird y eine dunction von 


1, und i=—2 —. Ferner giebt der Ausdrud np. 2, fo 


Vferentiiet, als ob z beftändig wäre, die Ableitung - 
dp) dCaP), dy_ du _.d’u dy 


mE mummseesnip GEREEED dusmasmumm (5 — SEE 


dx 2 dx dxdz dydz dx | 
Joer wenn man füe Se, 3 Te z ine Werthe AM, AN, - _r feßt, 


mit N matt, 


„dGP) mia) _ + da)_ —AN 
dk dy de du — 


[nee — — — 


un iſt aber, nach der — = un oder 


(D— A), 
dy 





— 
dy 


ſolglich 
dP_dM dN dP dM _dN 


Nr 3) Free) u Yy u)” 
gen C., alfo A=0, Folglich iſt pe , wenn man darz 
8 y mit Hülfe der Gleichung u--pz==0 efiminiet hat, eine 
oe Function von z und @z, ohne x, weil ihre Ableitung A 


x Null ift, und man erhäft demnach zur Beftimmung von 
die Gleichung 


=, ‚ 


i du _, 


24 

welche als eine Differentialgleichung zwiſchen 2 und 9r, nach 

geſchehener Elimination von y, zu betrachten ik, aus der ſich 

alſo Yz wiederum: beftimmen läßt. | 
Auf diefe Weiſe ift die vorgelegte Aufgabe auf die Integra⸗ 

tion der Differentialgleihungen zwiſchen zwei Becänderlichen 

zuruͤckgefuͤhrt. | 


Beifpiel. Es fei die, Gleichung 
zdx—xd Ham log x)dz==0 
vorgelegt; alfo : 
., M=z N=—z Prz+xlogx; | 
welche Werthe die Bedingung C. befriedigen, wie man leicht fin 
den wird. Dar integrire ad«—xdy=0, z conftant fegend; | 
fo wird =>, und u=zlog ı—y; alfo | 
FI, Yogx.dı; 


folglich muß das integral in der Form 
zlogx— y+-yr=0 
erhalten, und zugleich 
gr—ı-tlogx— — 
fein, alfo 2422. 
| Daher hat die vorftehende Gleichung das: Integral 
21065 - y-F42? ==const. 


149. Wenn die Bedingung C. nicht erfüllt wird, fo geit 
es auch Fein integral von Mdx--Ndy+-Pdz=0 in der 
Form fix,y,)==0. Dffenbar aber fann man diefer Sle 
hung Immer durch zwei Gleichungen: zwiſchen x; y und z Ge 
nüge leiften, nämlich wenn man für y eine ganz beliebige Fun⸗ 
ction feßt, fo wird z mwieder als Function von x beftimmt. Um 
alle diefe möglichen Aufloͤſungen umfaſſend darzuſtellen, verfahre 
mon wie folgt: Man ıntegrire wieder Mdx--Ndy=0, z 
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alz conftant betrachtend. Das Integral ſei u4-P2==0, wo 9z 


eine befiebige Function von z ift, die hier die Stelle der Con⸗ 
ante verteitt. Run differentire man die Gleichung ur-Ypz==0, 


nd x, yy.x; fo fommt, (weil S2==AM, zn nie I oben,) 


AMdx-F-ANdy-+ u; 9 2) aꝛdo. 


⸗ 





Ban ſetze Pl + pz; : fo erhält man’ folgende ton 
Ökihungen: 
ur+-pz=0, a =g'rz | 
| reche zuſammen die vorgelegte befriedigen. Geometriſch bedeu⸗ 
im dieſelben offenbar eine unendliche Anzahl von Curven im 


Raume, denen eine gemeinfame, in der Differentialgleihung ause 
gedruͤckte, Eigenſchaft zukommt. 


Beiſpiel. Die Gleichung y’dx-+-x’dy--dz=0 ge 
nigt der Bedingung C. nicht. : Integrirt man aber zuerſt 


„’ı+-x’dy=0, fo fieht man leicht, daß = ** ein in⸗ 


dx d 7 1 1 
tegrirender Factor iſt, wodurch at —=0, alfo um-n- = 
ehelten wird. Hieraus folgt du =0, und, mil P=1, 


dz 
helm a Folglich iR das verlangte Integral in fol 


genden Gleichungen enthalten: 


1 


+, = —=gz und =", 





x?y 


W 9 eine beliebige Guncion von 2 fl. 
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Einige Bemerfungen. über die Integration partiellet 
Differentialgleichungen. 


144. Eine Gleichung zwiſchen x, y, 2 und beliebigen par⸗ 
tiellen Ableitungen von 2, nach x und y, heißt eine partielle 
Differentialgleichung. Von ſolchen koͤnnen hier nur einige 
der einfachſten, als Beiſpiele, betrachtet werden. Es ſei zuerſt 


de p==f(x,y) gegeben, und es werde die Function z bon x 


" Ind y verlangt, welche diefer Gleichung genügt. Man integeire 

den Werth von p nach x fo, als ob y conſtant wäre, und füge 

zum Integrale eine beliebige Zunction von y, 9y; fo erhält man: 
z=fl(x,y)dx-+-Py 

eis die geſuchte Function; denn Hieraus folgt offenbar, indem y 

als beftändig angefehen wird, 


= 
T-= = f(x,y ). 
Wenn aber key gegeben if, „ſo ift die Aufgabe 


ſchwieriger. Man hat allgemein , denn Fr mit % wie frühe," 
bezeichnet wird, | 
dz==pdx-4-qdy. 
In dieſer Gleichung iſt p=f(z,y,z) eine gegebene Zunetin 
x, y, 25 q aber ift unbeftimmt. Um nun die vorgelegte Gleis 
chung zu. integriren, integrire man zuerſt die Diff erentialgleichung 
dz—pdı=0 Ä 
fo, als ob das in p enthaltene y conſtant, alſo eine Differential⸗ 
gleichung erfter Ordnung zwifchen x und z vorgelegt wäre. &6 
fei w ein Sactor, der die Function dz—pdx integrabel macht, 
und u das Integral von w(dz—pdx), fo ſtellt die Gleichung 
in welcher py eine beliebige Zunction von y ift, das verlangte 


/ 
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arrgeal dar. Nimmt man nämlich von derfelben dir Ableitung 
pad x,.indem man y als beftändig anfieht, fd erhält men 

| du _ du dz > 
«td a0. 
du__ = 


—I 


145. Es ſei die partielle Differentialgleichung | 
ap-»bgq=c 
egeben, in welcher pn, = a,b, e Eonftanten find. 
Wer vermittelft derfelben q aus der Gleichung 
| dz=pdx-Hgdy a 
xggeſchafft, ſo kommt | 
bdz— cdy —ilbäsady). 
Ion ſetze bz—cy=v, b—ay=u; fo iſt dv==pdu. 
Wenn demnach die Function z der vorgelegten partiellen 
dferentialgleichung genügen foll, fo muß die Funetion 
bb — ey die Eigenfchaft haben, daß ihr vollftändiges Diſ⸗ 
mtial von dee Form p+du ift, wo 9 irgend eine Function 


Veränderlichen bezeichnet. Dieſes Fann offenbar nur 
Statt finden, wenn v eine Function von u ift} alſo ſtellt 


Gleichung bz+-cy=y(bx—ay) 
 gefuchte integral dar. Diefelbe giebt in der That 
p=gy'(bx-ay), bo—c= * ap(bxı—ay), 
thin ap-+bg=c, 
verlängt wurde. 


146. Es ſei noch die Gleichung 
Pp+Qq=R 
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d d? 
>= me®m* nm’ emx 


Die Einſetzung dieſer Werthe giebt, nach Weglaſſung des gemein⸗ 
ſamen Factors e"*, folgende Gleichung zur Beſtimmung von m: 


m? »a,m-Fa, 0. f 
Dezeichnet man die Wurzeln derfelben mit m, und m,, fo 
fommt  Yımerx und yes, 


Jeder diefer Werthe befriedigt die vorgelegte Gleichung und ift 
ein integral derjelben; da er aber Feine willfürliche Eonftante 
enthält, ſo iſt er nur ein unvollftändiges Integral! Man fieht 
aber Teicht, daß auch die Function y=C,yırC,y,, in 
welcher C,, TC. beliebige Conſtanten find, dieſer Gleichung ge⸗ 
nügen muß, wenn Yı und yz ihr genügen; und da dies bei den 
obigen Wertpen von Yı, Ya der Ball ift, fo echäft man 


3. Ci cm -C,.em 
als vollſtaͤndiges Integral der vorgelegten Biadung, ‚„ mit den 
willkuͤrlichen Conſtanten C. und C.. 
Wenn die Wurzeln m, und m, der Sleching 
mꝰ Paim -Pa,-0 
imaginaͤr ſind, ſo ſetze man | 
. m=p+g, m =p—di. 
fo wid emxizzer.eRizzers(cos gx-+Hisinge) 
enteo. Pi er*(cos Ri, singx). 
Folglich erhält man 
y=(C,+C aJeP* cos g-HC,—C Hi . ePX gin gu, 
Dder wenn man G,+C,= —A, (C,=C,)i=B ſetzt, 
yazer(A cosgx-+H-Bsinge), | 
als die in diefem Kalle paffende Form des Integrals. A und 
B find willkuͤrliche Eonftanten. 
Wenn die Wurzeln m, und ım, einander gleich find, fo le 


— 





p==2x P{x’4-y?), q=2yP@’+y?), 
itht py— qx, w. z. b. w. 
hie Gleichung umfaßt alle Flächen, welche duch Umdrehung 
we Curve um die Are der z entftehen. 
An. Wenn der erwähnte einfache Fall nicht Statt ndet, 
jeder der Ausdruͤke 
Qdz— Rdy und Qdx—Ply \ 

h drei Beränderliche enthält, fo laͤßt ſich die vorgelegte par⸗ 
le Differentialgleichung integriren, wenn man' im Stande ift, 

x Bleihungen zwiſchen x, y,z zu finden, welche den Öle 
wid ."Qdı—Rdyz=0 und Qux - Pdy=0 

Jeich Genuͤge leiſten. Es ſeien a und b die in diefen Glei⸗ 

m vorkommenden willkuͤrlichen Conſtanten, und die Gleis 
nen felbft Dargeftellt durch 

M=a N=b, Ze 

PM und N Zunctionen pon x, y, 2 find. Betrachtet man 
ta als eine Function von b, ſetzt alſo agb, fo wird 
= PN) eine Gleichung zwifchen x, y, z fein, die der vorge⸗ 
m Genäge thut, indem fie zugleich eine willkuͤrliche Sunction 
enthält. Nimmt man naͤmlich die partiellen Ableitungen von z 


giebt fich 

“ dM _ dM m SAN ‚ 
ram erN (+2 Pr) 
dAM_ dM 2 dN 
yr dz a FIN 9); 


Bin, pe Wegſchaffung von —* 


Heart) re) rer 
x geordnet: 

dN dM dM dN dN dM dN ZT) 

ya) dd dd 

| 19 
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due. bie Farm 
yCyenn4C,omn +0 em 
in welcher mi, m, m, die Wurgela der Gleichung 
m’-ra,m?Fa;,m-+a;=—0 


find. Wenn diefe Gleichung 5.3. drei gleiche Wurzeln (in) Hat, | 
fo nimmt das Integral folgende Form an: 


y=(C+CH+C, em. 
In diefem Falle erhält man nämlich aus dem unvollftändigen 


Integrale yı=e=* zwei andere, Indem man die Ableitungen 
von diefen nach m nimmt, naͤmlich 


yı= —Aı _ mie", ys II tom, 


dın dın 


Der Beweis wird, mit Huͤlfe der bekannten Saͤtze, welche die 
gleichen Wurzeln algebraiſcher Gleichungen betreffen, auf aͤhnliche 
Weiſe gefuͤhrt, wie vorhin. 

140. Wenn in der: linearen Diffentialgleichung nter 
Ordnung 


doey de-iy dı- -2y dy 
data mtr Tate ta tay—0 


die. Eoefficienten a,, aa, «+ an ſaͤmmtlich Sunctionen von x, 
ohne y, find, fo reicht es ebenfalls Hin, m unvollftändige Inte: 
geale derfelben zu kennen, um fofort dad vollftändige Integral 
zu erhalten. Denn es fein Yı, Ya, "* Yn Functionen vonx, 
welche der vorftehenden Gleichung genügen, fo. genhgt denfelben. 
auch, wie leicht zu fehen, die daraus zufammengefegte Zunction 
y=Cyı try: +++ C.yn, 

in , welcher C,, Ca, «= C, Conftgnten find. Sind daher die 
Functionen Yır Ya, *"* Ya alle von einander verfchieden, fo 


ftellt y das vollftändige Integral der vorgelegten Differential⸗ 
gleichung dar. 
















Dariations - Rechnung. 


188, Zur Auflöfung gewiſſer Arten ‘von Aufgaben, von. 
nachher einige Beifpiele folgen folten, iſt es noͤthig, aus⸗ 
en, daß eine Function y von xin eine ‘andere Function 
ibergeht, oder daß die Abhängigkeit zwiſchen y und x af 
erlich gedacht wird. Man leiſtet dies eben fo einfach als: 
ein dadurch, daß man für- die Menderung der Zunction, 
Y—y, melde man auch Die Parigtion von y nengt, iik 
diferential⸗ Zeichen dy ähnliches Zeichen dy einführt; fo 
wein y die urſpruͤngliche, Y''die geänderte Zuntklon iſt, die 
tion V—yòy eine ganz belieblge Function von *be⸗ 


Um aber, wie fpäter deutlich werden wird, mehr Gleichfoͤr⸗ 
t in die Rechnung zu ‚bringen, werde’ der Begriff der Va⸗ 
noch etwas anders: gefaßt. Nämlich man ſetze die Aen⸗ 

Y—ykılak) In dieſem Ausdrucke begeichnet k 
beliebige Sonftante, 27Cx,k) eine willfürliche: Function von x 
k; uͤbrigens iſt derſelbe ſo gebildet, daß Y-y,, für. km; 
‚und für ein ſehr kleines k, ebenfalls. ſehr ‚Mein, wird, 
entwichele man dig Function YCx,k) nach Potenzen von k, 
begeichne die Eoeffcienten dev. Entwickelung mit Sy, Joꝛy, 
f, fo daß u 

Var= +7 Ye 2 
Da NL Ku " DZ ine 


ey + on 
i und demnach der geänderte Werth von J * i. X durch 
19* 
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die vorgelegte Gleichung, a,, aa, v Bunctionen von x, ohne y. 
Man fuche zuerft zwei unvollſtaͤndige Integrale der Gleichung | 
d? dy 
Zahaı ty B. 
welche mit yı und ya bezeichnet werden mögen; fo iſt 
y=C,yı+C.ya das vollftändige Integral von BB Bes 
trachtet man nunmehr C, und C, nicht als Eonftanten, fon= 
den als Kunctionen von x, fo laffen ſich Diefe fo beftimmen, daß 
der Werth von y der Gleichung A, Genüge leiſtet. Wird naͤm⸗ 
fih die Gleichung y=C,yı+Cays differentürt, fo fommt: 
dy=C,dyı+HCady;+yıde ıt+y.dC,, 
Nun fege man ydC,+y.dl,=0; fo wird 
oo dy=GidyimCadya, 
und hieraus 
yld’y+Czdiystd,dy,t+dlzdg:, 
Man erhält demnach a 
rer) - 





d’y | dy; 
gataı Dra,y= +0, (472 + +2,57, ) .. 
dC, dy, „ dC; dya, 
+ dx. «trx% x“ dx . 
Meil aber, nach der Annahme, 


“da d’ d 
| ua #rasyı=l, wer ty 


fo folgt 
1° 2 d A dC, 

EA Cd, Ende, 

Man beftimme demnach Fa und © aus den Gleichungen: 


dC dC a dC, _dy, dC, 
Yı —— m und "ih et . aaa 
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AL dv dv: dy . dv dz 


W dx .dy Frag "dx 
K hi wacher Formel . 2. de partielle tetungen ‚von. 
Nemo “ d’(v) 





nd x, y, z find. Um die Bariation vom am —VF 


[°C om), zu finden, muß man in —* as ) = yrköy, zrköz ftätt 
h hreiben, und hieraufiden: —* von Xentwickeln. Es 
wer offenbar einerlei, od man zuerft - ee m. "entwickelt; : und 


yhkdy, zpkiz flott y;z. Kreibt, ‚oder. ob man dur 
küig' wow. y-pköy, z-4-köz  zueuft. wit V übergehen tat 
fidann die Ableitung von V ninimt. Denn "m 





re EM AM vv 2 
a): ee > Ä CE für ko; u 
da " Fe k ur E 
be, ‚mit Weglaffung dee höheren Bein von ek,’ ' “ 
N,J HJ Hu ..,, 

Ä | yarıkr herr ein are 

! h eilt m man, oo u 
. (er dev) u 
ln un — * dx" “: u ST rn are J 








| fiber aiſo die Varlation einer beliebigen Ableitung von 6, 

h man die Ablettung v der Bariation von’ v nimmt. Auf die 
fie Weife det man auch die Bariakion eines deliebigen 
Bat bo ducch das Integral der Bäriation dv; ie B.- 
für’ das “erfte Jutegrate J 


LTE 0 Bas u a 


ee ofsdmför.de, ©. 
kun man hat noch der Definition. 


ne Rn fı CHLs für k=0, 


232 


vo. wit 4 dfdsfär.de.. ar ‚ 
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Hierin find die Regeln für das Verfahren der Variations 
nung enthalten. Dieſelben gelten ſowohl, wenn die in v u 
fommenden Sunctionen y, zu. ff. unabhängig von einant 
ſind, als auch, wenn’ fie e8 nicht ſind; z. B. alfo wenn aufet 
in v nur noch Ableitungen von y nah x vorkommen, wie 
Folgenden der Fall fen wird. a ? 





















“ag, Es ſei vl, y, y, y"j eine Funetion von x 
md den beiden, erfien Ableitungen ven .y nah x, u 
vun. y'=CY. Je nachdem die Function w beſch 
iſt, kann es entweder eine Function u. von x, y, y', 
ut plK, 37.3"), geben, von welcher v die vollſtaͤndige Abl 
ift, oder ‚es ann eine ſolche Sunction u nice geben... Ya N 
erften Falle ift v allgemein, ohne Rädfiht auf die Abhaͤngi 
zroifchen x und y,; integradbel; im. anderen Kalle ift v nicht al 
gemein integrabel, fondern dad Integral /vdx muß. in je 
Salle beſonders geſucht werden, je nachdem y diefe pdet | 
Function von x ift. Die Zunction u kann ihrerſeits wieder 
gemein integrabel fein, » ha “ ann eine $unction u, =pi( 


‚geben, aus welcher —— hervorgeht, oder nicht. ‚Sie 


ction u, wäre das zweite —— von v, fo wie u das a 
Die ‚Bedingungen, unter welchen v ein erfted, und ferner. 
zweites Integral hat, laſſen ſich mit Huͤife der Variations⸗R 
nung finden. Man wird in der Folge beict bemerken, daß 
Methode im Weſentlichen die nämliche bleiben muß, wenn. 
v vorkommenden Ableitungen von y die zweite Ordnung 
ſteigen, was hier der Kuͤrze wegen nicht angenommen wird. 
Wenn die Function v integradel if, fo u 


u=ogo(x, y, Malik a 
fein. -Läßt man, in, v;ıind in u, y.in "yr-koy übergehen, 
vergleicht die Eoefficienten der erften Potenzen von k mit di 

der, fo. kommt du=fdvrdgs; d. h. wenn v integrabel if, 














auch die Variation Av integeabet ſein; und mas iſt du. u 
. Man fchreibe zue Abroͤrzung v. für, $ * v" für zn 


2 


_dv ‚döy d' ‚dy EEE See 
Ü dov= Frauke re di 


tin da=/dv-dı= f Privat * 22J. 


vorſtehende Ausdruck fuͤr du, laͤßt fi ch dur theiftoeife Ar 
ion in zwei Theile zerlegen, von welchen der eine dom Yes 


aber zeigen, daß der unter dem Integralzeichen befindfiche 
‚feiner Befchaffenheit wegen, niemals Integrabel fein Fann, 
ei Wentifch Null fein muß, wenn bie Variation. öv ins, 
ei ſein fell. M BE 
Min findet nämlich durch theilweiſe gtegetlon j I 

fay=vöy-[Ar).dy; 
Ky) das vollftändige Differential von v bedeutet, gerner ft 


Sam tr, 


d(v N). * STE —* „Kr er? ice or 


jaay a For FON mn 
pi di 99 — sy. er un 


man die vorftehenden De in. den. obigen von du ein, 
ommt 


vöytv 








) t 2 „ 
—5 Wyn, ”!95 dv), rn [ev- dx x. 
* e. * 
dy dx du? = ur 7 uf. 
ſt L eine $unction von x,.y und einigen Ableitungen 
y nach x, ohne dy. Iſt nun L nicht identifch Null, fo 


" 25 
[3 


eichen frei, der andere noch Damit behaftet ifl. „Es wird. 


Pa Tree BE 
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welche als eine Diferentialaleichung wiſchen z und gz, nach 
gefchehenee Elimination von y, 'zu betrachten ft; aus der ih 
alſo pr wiederum beftimmen läßt. - 

Auf diefe Weiſe iſt die vorgelegte‘ Aufgabe auf die Integras 
tion der Diffeventialgleichungen zwiſchen zwei Beränderlichen 
zuruͤckgefuͤhrt. 


Beiſpiel. Es ſei die Gleichung 
zdx—xdy+HiszıHxloegr)de=0 
‚vorgelegt; alfo : | | 
., M=z, N=—x Pexszıxlogı; 
welche Werthe die Bedingung C. befriedigen, wie man leicht fin- 
den wird. vn integrire zd«—ıdy=0, z conftant feßend ; 
fo wird A =, und umzls ı—y; alfo 
N, Jogx-de; 


folglich muß das Integral in ber Form . 
zlogx— y+p—=0. 
erhalten, und zugleich 
pr=ırlogx—logs—r 
fein, alfo gı=zı. 
| Daher hat die vorftehende Gleichung das Integral 
zlogxs— y-+42° ==const. 


149. Wenn die Bedingung C. nicht erfüllt wird, fo giebt 
es auch Fein integral von Mdx-+-Ndy-+-Pdz=0 in der 
Form fix,y, 0. Offenbar aber kann man biefer Glei⸗ 
Hung immer durch zwei Gleichungen: zwiſchen x, y und z Ge 
nüge leiften, nämlich wenn man für y eine ganz beliebige Fun: 
ction ſetzt, fo wird z wieder als Function von x beftinmt. Um 
alle diefe möglichen Aufloͤſungen umfaſſend darzuſtellen, verfahre 
man tie folgt: Man ıntegeire wieder Mdx--Ndy=0, z 
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fin. Diefe Bedingung (toorüber F. 128. zu vergleichen,) iſt er⸗ 
frderlich und zugleich hinreichend, damit der gefundene Ausdruck 
firdu, in Bezug auf y und y', integrabel, oder Damit die Function 
1 melde verlangt wird, vorhanden ſei. Es foll aber-fofort ges 
zigt werden," daß dieſelbe ſchon in der Bedingungs⸗Gleichung 
L=0 enthalten, alſo Feine neue Bedingung; iſt. 
Nämlich die Gleichung 
_ dv _d@w') d3w”)__ 
dyY_ dx" de 7 Ze 
dan offenbar nur dann, wie erfordert‘ wird, identiſch kſchen, 
N „”, d. i. Fr unabhängig von y"ift. Denn enthielte v" 


die Ableitung y”, fo würde in d em die vierte Ableitung | 


L= —=0 








y als Sactor eines’ Gliedes votkommen; und da die uͤbri⸗ 
Glieder offenbar nur die drei erſten Ableitungen von y ent⸗ 
en koͤnnen, ſo koͤnnte dieſes Glied ſich gegen keines der uͤbri⸗ 
aufheben; daſſelbe muß alſo Null ſein. Hieraus folgt aber 
tee, daß y” in v nur als Factor eines Gliedes in der erſten 
otenz vorkommen kann; demnach muß v nothwendis von fol⸗ 
der Form ſein: 


R 


vrptay) 5 4 
pund q Bunchoren von x, y, y, ohne y", mid. Gi 


welche Werthe die Gleichung L=0 in folgende abergeht: 


dq » _ al) a(43. 7’) d’(q)__ 


dp j 
"ty dy di dx - de =. 
d d d 4 d „ 
an hat KW, ; 
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BAROR er), 2 








ir a 
(q). 
Wird dieſer Werth von 0 in die vorfichende Steigung 19 
(da. no. wi Zr 
£ dy dy’ ), 





gefegt, fo fällt | de , wie man Mi eht, heraus, und 
es bleibt noch 


* OR s), „9 DR 


-. - 





1_® 





.- . 
u” 
. — 


gy Tagꝰ 7 4 

Man ſetze zur —8 | Ä 
dp .dg da 

— od dy’ ot. | 

DE tn Die | 
Ru iſt aber; wei ‚offenbar r kein y aut. 






ent ee are 


. 
*. 
. 
. 
— 
-. 
. 
® 
. 
— 2 .. 
— un _ Mn a. 


_dp dr dr. y4 
| ar ers Fr ar = *0. | 
Diefe Gleichung foll identifch beftehen. Da nun dev. 
Klammern eingeſchloſſene Theil bon L offenbar Fein: y 
ſo beſteht fi fie nur "dam, wenn folgende Steigungen Are 


Statt fen: kim u vi. Y 
d dr dr, \ 
Eragrte 
nn dq :_dr 
dy dy ’ 


in welche alfo die Gleichung L=0 zerfällt. 
Oben war du=Mödy-+-Nöy', 


MT), Ne". er 


muß abet veptay" fein; ‚alfo | 
dp, .dqn 52 N=u. 
Sata ‚N=q 
d(q) 
de 








, wenn man entwickelt und einſetzt, 





dq__dq »_ 

M=$ —523 dy Im 
| — und M=r. | 

__. Ar... 
nun De = ir war, fo ift au rar nun 
ſei z. ®. ——— fo folgt 
dr _ —yy'H2ay" * xy" Be X 
dy — — v⸗ ya —— 
che Werthe der Bedingung 1*0 ‚genden, wie man leicht 
et. Daher iſt v integvabel. Dan, eh \ =— 7 


=. alſo auch en und: iu ee? 


' re} | 


\ du=— =y — — — * alt » 


ich uSfra=l. 


el, 


- 451. Um. zu, finden, ob v, menu es ein echer efntegrat 
, alſo die Bedingung L==0 erfuͤllt iſe, auch ein zweites In⸗ 
ral Dat, nehme man das erſte Integral von en ' 


1 
u=vdytv „ddy N. 
dx . Ü . 
U nun u integrabel fein, fo muß auch du integrabel fein, und 
n erhält wieder, durch theilweife Integration 


gegeben, in weiber P, O, R, Functionen ven x; y, z find, 
Schafft man vermittelſt derfelben eine dee Größen p, q, z. B. 
q aus de=pds-pgdy | 
hinweg, fo Fommt | 
| Odz—RdyplQikPay). | 
Der einfachfte Fall ift, wenn in dem Ansdrucke Qds—Pdy nur 
x und y, aber nicht z, und in Odz—Rdy nür z und .y, abet 
nicht x, vorfommen. Alsdann kann man zwei integreirende 
Factoren w und w’ finden, welche die Ausdrücke 
w(Qdz—Rdy) und w'(Qdx—Pdy) 
zu vollftändigen Differentialen machen. Es fei der erfte gleich 
dM, der zweite gleich AN, fo erhält man 
ww’(Qdz—Rdy)—pww (Qdx—Pdy) 


oder wdM==pwdN. ° 

Diefe Gleichung Fann wieder nur beftehen wenn M eine Zunction 

von N ift; alſo iſt 
Mæ90N) | 


das verlangte Integral, worin: @ eine bellebige Function andeu⸗ 
tet. Der Beweis iſt der naͤmliche, welcher ſogleich nachher fuͤr 
den allgemeineren Fall gefuͤhrt werden wird. 


Es fi z. B. pr—qgy=0 gegeben; ſo folgt =, 
and aus da=pdx-Fady, 
| de=p( dr) 
oder dem=E (sd yay)—4R dry) i 
Man fee x?’+-y? u, fo verlangt die vorstehende Gleichung, 
daß 2 eine Function von u ſei; und das geſuchte Integral iſt 


2 pa’ 4-y?). 
Daffelbe giebt in der That 
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ha größten oder kleinſten Werth erhalte, deſſen es, unter Vor⸗ 
Aitgung der erften Bedingung, fähig‘ if. Man nehme an, 
| die Function y in eine andere Function u 


⁊ 
⸗ 
* 


—D—— Aytn 


mr 'ddy k? dd?y Re N 

Ä in y in HT Kr tr" J on Bu “ | u 

sche, fo geht v, auf entfprechende Weiſe, zber in 
— —R u - ‘ 

P mithin das Integral /vdx in 5 ae 


JVYd= = rän Hände Dr eänch" u 


ndiefee Reihe Fann man offenbar.k fo Flein annehmen, daß 
beeſte Glied, Kf/öv-dx, mern es nicht Null: if, die. Summe 
Di übrigen übertrifft: - Alsdann aber würde. diefes. Wied ent⸗ 
zengeſetzte Zeichen erhalten, wenn k das eine Mat. pofitin, das 
dere Mal negativ genommen würde, . und. mithin wäre der 
th von /vdx Fein größter oder Fleinfter. Die Bedingung 
P Sroͤßten oder Kleinſten iſt alfo, ganz auf ähnliche Weife, 
R bei den Functionen einer Veraͤnderlichen, die, daß der — 

Pi erden von von, k, Null ſei; aiſo nn 


N KR 

I ar —E „mithin, u . J 9 
be ng, . 

A wenn wieder theilweiſe integrirt wird, u; u „5 


" “ „ J  E 2 Z 
Sör-d—vöy+ -f [& 10) dy dk. 





X 


den vom Integralzeichen freien Theil des vorſtehenden Aus: 
ices muß man die Wetthe ſetzen, welche rund dy; an 


den Grenzen a-und b erhqlten, und ſodann ihren Unterſchied 
nehmen, um den Werth des Integrals zwifchen den: Grenzen a 
und b zu finden. Nun ift aber vorgeſchrieben, daß für x—a, 
—A fein fol; e8 muß demnach an der Grenze a die ge 


ſammte Yenderung von y d. i. köy Hyper, Null fen; 


alfo muͤſſen, für x==a, fümmtliche Eoefficienten von k ‚in dem 
Ausdrücde der Aenderung von y, Null fein; insbefondere alfo 
öy==0. Eben fo muß auch an der anderen‘ Grenze b, die 
/ Variation von y Null fein, weil auch hier der Werth B von y | 
vorgefehrieben ift. Mithin if der dom Integralzeichen freie 4 
von ſelbſt Null, und um die Bedingung des Groͤßten ader Ste | 
fien zu erfüllen, muß nur noch | 


LE Kaya ix=0 0 


feier, in welcher Oleichung dy: eine gam beliebige Function von 
x. bedeutet, Die’ nnr an den Grenzen a und b der: Bedingung, 
Null zu fein, unterworfen if. -Daher kann offenbar das voeſte⸗ 
hende Sntegeul nicht anders Ruf fein, als wenn 
‘ L =: — — 

itt; welche Gleichmg die Bedingung des Größten oder Seifen 
darftell. Um zu entfcheiden,; ob wirklich ein Größtes oder 
Kleinftes vorhanden ift, und welches von beiden, muß man de 
Glieder zweiter Ordnung des Ausdeudes 





k? 


Vak, ya —2 


entwickeln. Dieſelben ſind 


k2ö°’v ı 2 aa vr; 8 
2 =[:7% J ae ——— y° 


— | 
Ä ee 
Um das Juteyrel far. dx darauf, betrachte man wet die 


. 
° j 
PEwEr 
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& 
beiden letzten Glieder ded voxftchenden Ausdruckes fuͤr d?x, 
nämlich (Ser geſetzt, wie oben) B 


1 
»211 


un Fr ey 


J 


und > Gemeie, deß offenbar wieder doy BT y. iſt. ar it | 


Pr VERA 


⸗ 3. J 53; re 


men nun von diefen Gliedern das —* fe ersät man, 
nach Wem: Integration, re RER 


— —— A aryan J 3 J z 


Da nun an ja Den —— und ferner überhaupt 
IE) 9. Ir ten , .“r® 
= dx 
it, fo ift diefer Theil des Integrals ‚Se? vdz Null; und dems 
nach hat man 


Ser af: [? ar 


Diefes Integral von a bis b genommen, muß fein Zeichen nicht 
wechſein, welche. Zunction.von x für. dy:i@üch geſetzt werde; was 
der Kall fein wird, wenn Mi eingeflammerte Ausdruck FE 


‚dv, 
dy? dy?+2.— 5 yd ler. u. ’ 


(nahdem y, in v, als Function von x Dee Bedingung des Groͤß⸗ 
ten oder Kleinſten gemäß ausgedruͤckt iſt,) für alle Mertha ‚yon 
x zwiſchen a und b, und für jeden bellebigen von oͤy, ſein Zei⸗ 
chen nicht wechſelt. — 
Im Folgenden werden nur folche Aufgaben vorgelegt wer⸗ 
den, wo offenbar iſt, daß ein Groͤßtes oder Kleinſtes Statt "fe 
den muß, mithin’ die unterſuchung der Glleder zweitet Ord⸗ 
ung entbehrt werden kann. 


a 


153. Es ſei B. vi, man detlant den kiein— 








304 IL 
ften Werth des Integrale. / vadx zwiſchen [gegebenen feſten Gtengen. 
Da bier offenbar Sr nichts weiter iſt, als die Länge eine 


Curve zwiſchen zwei gegebenen Puncten, indem für x=a, y=A 
und für x=b, y=B werden fol; ſo heißt diefe Aufgabe geo⸗ 
metriſch nichts Anderes, ald daß die Fürzefte Linie in einer Ebene, 


wilden ini gegebenen puicten — wird. Man erhaͤlt 





_Y. div | dv 4 1, 
0,5 y- y’ m 0,5% — — — 
oa ift, nach der obigen allgemeinm Gleichung 
dv dv)__ 0 
dy dx +: 


die gefuchte Gleichung der fürzeften einie 


BORR 


alſo Z m T—constı; worauf. weil ‚vz=Vi1- +2 iſt, folgt: 


00 y=g 
e eine Eonftante, Die geſuchte Linie iſt —* die Beh, 
“wie befamnt. 


Die Glieder der jweiten Ordnung geben blos 





oe behäft das Intel 05 


fer o=fr dx . . 

v r 

für jedes beliebige dy beftändig das nämfiche Zeichen; und zwar 
iſt dieſes Zeichen poſi itiv, wenn der Unterſchied der Grenzen h— 
pofitiv ift, wie man annehinen kann; alſo finder ein kleijſte 
Werth wirklich Statt, was aber ohnehin kiar ift. 


Aus der Gieichung y'==c der .dyi—edx. erhält man durh 





v⸗ 


/ 


5* 
ne — — 
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weitere Integration, wenn-h eine neue Eonſtante iſt, —e 
Die Conſtanten c und k find fo zu beftimmen, daß die Linie 
duch 'die beiden gegebenen Puncte sehe; woraus man folgende 
 &leihung für diefelbe erhält: \ . 
'y—B_ ı-b, ZZ 
A-B a—b — 
154. Es werde ferner die kuͤrzeſte Linie zwiſchen zwei Yun. 
cten im Raume verlangt. Da’ die Die einge derfelben dur das 


Integral % (+ +(@)' 


ausgedrückt wird, fo. ift bier VO dx +G 2) , und 


es find zwei Größen, naͤmlich y nnd z, als Functionen bon x zu 
beſtimmen. Die Methode ift indeffen immer die nämfihe. Man 
ſchreibe yırkdy-r«, zrkdzr flott y und z, und ent; 
wickele die Variation dv; fo muß das Integral /dv-dx Null 
fein. Man ann die Rechnung folgendermaaßen machen: 


Es ift, wenn J geſetzt wird, 


aσ pey- öde, 


rin (dyddy , dzdde 
Irk=fir-dh= f +) % 
Durch theilweife Intathn ergiebt fe 


ir= Sy * [(Z)er +); 


Lund weil. öy, oꝛ an den Grenzen Null ſind, und d/vdx—=0 
fein ſoll, muß 


—0 +a(3 2) d2=0 A. 


fein. In dieſer Gleichung find oͤy, dz ganz beliebig und unab- 
haͤngig von einander; diefelde kann alſo nur dann beftehen, wenn 
20 


⏑ — — — 


ſolglich 


\ 


N 


2)=0, a(7)=o, 
mithin W-., an = 


iſt; c und c’ find Eonftanten. Diefe Gleichungen geben eine | 
gerade einie, tie leicht zu fehen ift. 

Es kann aber auch die kuͤrzeſte Linie zwiſchen zwei Yuncten' 
auf einer. gegebenen Släche verlangt werden. Da die Bogens’ 
länge immer durch ⸗* Vix+dy’+ dz? ausgedräcdt wird, M 
findet man durch Variation wieder die naͤmliche Gleichung 


— — —R nn 


In diefer Gleichung find oy und, dz nicht mehr unabhängig von | 
einander, wie vorhin. Sest man nämlich in der Gleichung dr. 
Flaͤche f(x,y,)=0, yıköyte, z-+köz+«- ftatt y um 2 
und entwickelt ‚nad Potenzen von k, fo erhält man u 
BE f-+H-köf+ 0 | 
und die Coefficienten der verſchiedenen engen von k ei 
einzeln, Null fein. Nun findet man ffert M \ 


df df af 
I=Tz vi Fr dz, alfo muß dy KLP NOIR Zy=0 


J | di ,df 7 4 
fein, oder, wenn der Quotient ya‘ d. i. er), we 


gewoͤhnlich, mit q bezeichnet wird, 


de — gdy==0. 
Demnach giebt die Gleichung A, wenn für da fein Venh 
qoy geſetzt wird, 


— — — 


dy 
— —X ==), 


eine Differentiafgleichung zweiter Ordnung für die verlangte fürs 


‚zefte Linie, welche nachher noch näher betrachtet werden fol. 
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155. Eine bemerkenswerthe Aenderung der Aufsabe in 
8.152. entfteht, wenn die, Grenzen des Integral /wdx, welches 
em größten oder Fleinften Werth erhalten foll, nicht feft find, 
fndern nur gewiſſen Bedingungen Genüge leiten müffen. Um 

die Bedeutung hiervon anfchaulich zu machen, dient am beften 
das Beifpiel der Pürzeften Linie. Man kann nämlich die fürzefte 
Binle auf einer Flaͤche nicht zwiſchen zwei Puncten, fondern zwi⸗ 

‚hen zwei, ihrer Beichaffenheit und Lage nach, gegebenen Eurs 

ben verlangen. Um die Methode darzuftellen, veicht es hin, 

venn nur eine Grenze als veraͤnderlich, die andere aber als feft 

| angenommen wird, alfo z. B. diE Fürzefte Linie von einem geges 

henen Puncte aus nach einer gegebenen Eurve verlangt wird. 

Es werde alfo der größte oder Fleinfte Werth des Integrale 


S f(x, y, y)dx — 


ieelangt. * An der einen Grenze mögen die Werthe von x und 
ygegeben fein (dieſelbe ift in dem vorftehenden Integral unbe: 
zichnet gelaffen worden); an der anderen Grenze ift aber der 
Verth von x, nicht gegeben, fondern ed wird nur verlangt, daß 
an diefee Grenze y eine gegebene Sunction von x, alfo y — Vxi 
fü, wenn mit yı der Werth von y, an der Grenze, bezeichnet 
wird. Man fieht, daR die Gleichung yı=Yx,, verbunden mit 
de Sleihung der Fläche, die begrenzende Curve beftimmt. 
Man ftelle fich zuerft den Werth) von x, als gefunden, odep 
die Grenze x, als feſt vor; fo muß der Werth des Integrale 
Si, y, y)dx 
tin groͤßter oder Fleinfter unter allen denen fein, welche Für die 
nimlichen feften Grenzen möglich find, Es muß alfo genau die 
Aimliche Gleichung für das Größte oder Kleinſte gelten, tie vora 
in, als die Grenzen feft waren, nämlich: 
dvd) _, 
dy d« 7 Ä 
Im dies auch an einem Beifpiele anfchaulich zu machen, fo iſt offen: 
. u * \ 





\ 





& 
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—E 2. ar) — IE ) 


‚ dx? Ta 
”q), — 
Wird dieſer Werth von 2.0 in die vorfehens Steigung L=0 
(dq’ ME Fuer Ä 
q dy’ day ) 


gefegt, fo fällt — wie man ehe, heraus, und 
ed bleibt nd 


cd, dag; y . = F a), 








=dyt dy” 
Man fege zur meurnng 
dp -dq__dq ‚_ 
-dy’ ix dy’ I 
vi N ‚dp :dq N) I. 
fo. wird u Hay Mo. | 
Ruh iſt aber; weil ‚offenbar r fein y ei . WB | 
iz F Weiz vr 5. I— 
mithin I 
= dr dr.. y 
Ray" — Py =... 


Diefe ots, fett identifch beftehen. Da nun der. nicht m 
Klammern eingefhloffenei»2peit von L offenbar fein: y" enehäft, 
fo beſteht fie nic "dam, wenn folgende Steigungen LE 
Gran ſann: D- in. - 


BE * Mi .. 


dy day ’ 
in welche alfo die Gleichung LO zerfällt. 


= 
Oben war du=Mdy-+-Nöy, . u 
Ä | 


29 
Fe end), New. oo: 
: Ban muß aber ‚vz=p-+gy” fein; alſo 
__ dp "dq, d(gq) — 
zart? —F N=4 
oder, wenn Man AD entwickelt und einſ eht, 
dp _dq_dq »_ 
0 Mey 
do N=q und M=r 
dq_ de. ML 
Da nun dy = dy war, fo iſt auch | rar mr 
fig B. , ‚fo folgt 
dv __—yy — — Jr , _x 
dy 3.0.0.8 = — Sy. 


welche Werthe der Bedingung L=0 ‚genügen, we man: er 
findet. Daher iſt v integeabel. Man. ein \ M=— 5I 


Ins 
N=%, a alſo auf IN, und: : Fo BE 5 
9 N 
dh = sy aydy , aöy'_ ri LER J 
SEE de * y” 


flglich - fe. 


ft, 


151. Um zu finden,. ob v, menn es ein erſtes Integral 
bat, alſo die Bedingung L==0 erfüllt iſe, auch ein zweites In⸗ 
tegral Hat, nehme man das erſte Integral von dv, 
„dd dw), - 
Ze 2ay . 
Soll nun u integeabel fein, fo muß auch du integrabel fein, und 
‚man erhäft wieder, durch theilweife Integration 
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JSdu-dx = WR’ ref [r-2 öydx. 


Demnach muß, wenn y ein zweites. Integral haben foll, außer 
der Bedingung | L=0 noch Die zweitf Bedingung 


\ L=r 2 >_ =0 " 
erfüllt werden. Man ii “ vpayt ſo echän 
man | ' ! 

u=55 E_239_ — 197 *0. 


Dieſe Gleichung kann nur. dann beflehen,. men | dq, og: wei 
in den übrigen of dem, F nicht ar muß 


dp Idg’ .dg u. 
2 Tr a 2ay7 =0 m = 


fein, wenn vein zweites gnlegral haben ſoll. Sind ie Be | 


dingungen erfüllt, ſo exhaͤlt ma 78 

‚ Jr dass fin | 

foidlich findet man has weite Integral Mvdx⸗ , wenn man den 
Ausdruck göy, worin q eine- Function von a und y, ohne y 
ift, in Bezug auf y, d. h. nad 6," integrirt. In dem obigen 
Beiſpiele wird die erſte der beiden vorſtehenden Bedingungs⸗Glei⸗ 
rhungen nicht befriedigt, alſo findet ein ‚gmeites Integral nicht Statt. 


152. Wird die Bedingung L=0, nicht erfüllt, ſo ſindet 
man oft merfwärdige Refultate, wenn man zwiſchen x und y 
gerade die Gfeihung; InsO ſotzt, welche alsdann nicht mehr 
identiſch befteht, ſondern wodurch y von x abhängig gemacht wird 

Es ſei vfßk,y,y’); man’ verfangt, wenn es angeht, y 
als Zunction von x fo zu beitimmen, daß für x=a, y=A, 
und für —b, ya ‚werde, und zugleich das Integral 


eftkonya 00 














30 
dm größten oder kleinſten Werth erhalte, deffen es, unter Vor⸗ 
autſetzung der erften Bedingung, fähig‘ if. Man nehme an, 
de die Function y in eine andere Function 
— — * ytr . | 


mithin. y "in Pa ze: — . 


iergehe, fo geht. v, auf entfprechende Weiſe, aber in 
——— | 
md mithin das Integral /vdx in | E one 
SVer=fsäxthför.dxr fördehe nn 


m diefer Reihe ann man offenbar.k fo Flein annehmen, daß 
dab erfie Glied, K/öv-äx, wenn es nicht Null if, die. Summe 
der übrigen übertrifft: Alsdann aber ‚würde: diefes. lied entz 
gegengeſetzte Zeichen erhalten, ivenn k. das. eine Mal. pofitiv, das 
andere Mal negatio genommen würde, ..und. mithin wäre deu 
Derth von /vdx Fein größter oder Eleinfter. Die Bedingung 
des Srößten oder Kleinften iſt alſo, ganz auf ähnliche Weife, 
hie bei den Fuuctionen einer Veränderlichen, Die, daß der — 
J— der ‚den Poren von,k, Null fe; alſo. 


= NRago u u 


I war — y, m. ‚mithin. 


1; 


vv a ä, Pe J 
go wenn wieder theilweiſe integrirt. med, td 


örnmvärt 1% ACC Tay de 


den vom Integralzeichen freien Theil des vorſtehenden Aus⸗ 
kes muß man die Wetthe ſetzen, welche xyund dy, an 


FOR 


den Grenzen a-und b erhalten, und ſodann ihren Unterſchied 
nehmen, um den Werth des Integrale zwifchen den: Grenzen a 
and b zu finden. Nun ift aber vorgefchrieben, daß für ı=a, 
y=A fein fol; es muß demnach an der Grenze a die ge 


ſammte Yenderung von y, d. i. — yes, Null ſein; 


alſo muͤſſen, für x==a, ſaͤmmtliche Coefficienten von k in dem 
Ausdrücde der Aenderung von y, Null fein; insbefondere alfo 
öy==0. Eben fo muß auch an der anderen Grenze b, die 
Bariation von y Null fein, weil auch hier der Werth B von y 
vorgeſchrieben iſt. Mithin iſt der vom Integralzeichen freie Theil 
von ſelbſt Null, und um die Bedingung: des Groͤßten ader Klein 
fien zu erfüllen, muß nue noch 


S5LE yo u 


fein, in weichen GSleichung oy eine gang beliebige Function von 
x.. bedeutet, Die“ ne. an den Grenzen a und b der Bedingws, 
Null zu fein, unterworfen if. Daher kann offenbar dag voerſte⸗ 
hende Integral nicht anders Null ſein, als wenn 
. dr dm) 

JI=54,-%:”. 
ſt; welche Sei die Bedingung des Größten oder einer 
darftellt. Um zu‘ entfcheiden,; ob’ wirklich ein Größtes oder 
Kleinftes vorhanden ift, und welches von beiden, muß man de 
Glieder zweiter Ordnung des Ausdrudes 
V=f(sy+ a — ö?y'.) 


entwickeln. Diefelben fi nd 


k?0?’v ‚d’v ME 7 
2 "=[: —— ————— 0” | 





| + Kenner] 
Ym das Jutezrel / —X daran, betvachte man wet ie 
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k | 
beiden letzten Glieder des vorſtehenden Auſdeuctes für. d?w, 
mulich geſetzt, wie eben) en 


i . de. en, DE Pr 
nn va en 













und bemerke, deh offenbar wieder ‘6°, BT y. if. "Rt | 


nen nun pon diefen Gliedern das zuge, 2 epät. man, | 
nach theilweiſer Integratien ne - - 


dw) | wm 
gi — — „I0%v. . ie, 
. Fri SE dx o ydx 


Da nun an den Sremen = und ferner überhaupt 
46) nn 
Zr re Be ln 





* 


it, fo iſt dieſer Theil des Integrals JS d?vdx Null; und dems 
nd hat man 


fer -/[ — — Hr las 4 
Dieſes Integral von a bis b genommen, muß fein Zeichen nicht 
wehfeln, welche .Zunction.von x für.dy;;@üch geſetzt werde; was 
der Kall fein wird, wenn de eingeklammerte Ausdruck | 


Ze y’+2 var — Oydy + T la 

Cachhdem y, in v, als Sunction von x Der Bedingung des Größ- 
ia ober Kleinften gemäß ausgedrückt iſt,) fuͤr alle MWerthe von 
xjwifchen a und b, und für jeden bellebizen von oy, fein Zei⸗ 
‚en nicht wechſelt. a e 

Im Folgenden werden nur ſolche Aufgaben vorgelegt. wer⸗ 
wo offenbar iſt, daß ein Größtes’ oder Kleinſtes Statt Hi: 
‚ei muß, mithin. bie Uiterfüchung der Glieder zweitet Hide 
Yung entbehrt werden kann. ST 


L 


153. Es ſei a:8; vi, man detlangtt den llein— 
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ften Werth des Integrals / vax zwiſchen Igegebenen feſten Grenzen. 
Da hier offenbar Sr nichts weiter iſt, als Die Fänge’ einer 


Eurve zwiſchen zwei gegebenen Puncten, indem für x==a, y=A 
und für x=b, y=B werden foll; ſo heißt diefe Aufgabe geo⸗ 
metriſch nichts Anderes, als daß die kuͤrzeſte Linie in einer Ebene, 


. zwiſchen zwei gegebenen Puncten verlangt wird. Man erhält 


I _g, dv _»_y. d’y 0. div 4 
dyy "dr y dy? = —— ya 
folglich iſt, nad der obigen allgemeinen Gleichung 


dv Av)__ —0, | 
'dy Ren. nr | 


die gefuchte Gleichung der fürzeften ei nie “ 
BER | 


alfo- Lcont;; worauß weil vz=Vi1- +y2 iſt, folgt: 


BE y=o 
c eine. Conſtante. "Di gefuchte Linie. iſt Bennas die Bad, 
wie 'befamkt. ER 

Die Glieder ber vr Sons arten blos 










it behoaͤlt das Wahrate re EEE ee J 


Sr —— ä 7 J 
fuͤr jedes beliebige dy beſtaͤndig das naͤmliche Zeichen; und zwar 
iſt dieſes Zeichen poſi itiv, wenn der uUnterſchied der Grenzen b—a 
pofitiv ift, wie man annehmen kann; alſo findet ein kleinſter 
Werth wirklich Statt, was aber ohnehin klar iſt. 


Aus der Gfeihung y == oͤder dy=gdx, erhält man du 








, 


N 


+ 


- 
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nee Integration, wenn h eine neue Eonſtante iſt, y- cx-+-h. 
Die Eonftanten c und h find fo zu beftimmen, daß die Linie 
duh'die beiden gegebenen Puncte gehe; woraus man folgende 
Glichung für dieſelbe erhält: | 

'y—B_ | bh, 2 

A-B a—b , 



















154. Es werde ferner die Fürzefte Linie zwiſchen zwei Yun 
ten im Raume verlangt. Da die Länge derfelben durch das 


tegral SY | —5 


A. ac * »dx 
dy 
ausgedruͤckt wird, fo. ift hier VE dx +) , und 
8 find zwei Größen, nämlich y nnd z, als &unctionen von x zu 
kefimmen. Die Methode ift indeffen immer die nämfiche. Man 
fhreibe Yrtköy-+, zpkdz flott y und z, und ent 
Didele die Variation Öv; fo muß das Integral’ /dv-dx Null 
fin. Man Fann die Rechnung folgendermaaßen machen: 


& iſt, wenn V re geſetzt wird, 


de Od, 





ir=$ wet, 


dr dx- —f dr ko _ pers, a), ix. 
rh theiftweife Integration ergiebt fh 


pl Toy nf — +1) ]; 


m weil. dy, dz an den Grenzen Null ſind, und dyvdx—=0 
fol, mu 


d (7) dy-+ ı() dz=0 A. 


.In diefer. Gleichung find oͤy, da ganz befiebig und unab⸗ 
ig von einander; diefelde kann alſo nur dann beftehen,; wenn 
20 


Pi 


\ 


— — — — 


V 


ı(7)=0, ı(z =ov, 
mithin. — E=e 


iſt; ce und e find Conſtanten. Dieſe Gleichungen geben eine 
gerade einie, wie leicht zu fehen ift. 

Es ’Fann aber auch die kuͤrzeſte Linie zwiſchen zwei Puncien 
auf einer gegebenen Flaͤche verlangt werden. Da die Bogen⸗ 
länge immer duch / Vdx’+dy ?+-dz? ausgedrüct wird, fo 
findet man duch Variation wieder die nämliche Gleichung A, 


Zr rat .)9=0. 


An dieſer Gleichung find dy und, dz nicht mehr unabhängig vor 
einander, wie vorhin. Seht man nämlich in der Gleichung dee 
Flaͤche f(x,y,J=0, y+köyt«, z4közte ftatt y und 2, 
und entwicelt nach Potenzen von k, fo erhält man 


u rk 00 


und die Eoefficienten der verfchiedenen Potenzen von k müflen, 


einzeln, Null fein. Rum findet man nit \ 
df df df 
IT y+Z dz, alfo muß dy rt 
fein, oder, wenn der Quotient .° Id. i. (3 ) * 
gewoͤhnlich, mit q bezeichnet ie 
de— gdy==0. 


Demnach giebt die Gleichuns A, wenn fuͤr da fein Weath 
qöy gefeßt wird, / 


+ 


eine Differentiafgleihung zweiter Ordnung für die verlangte für 


zeſte Linie, welche nachher noch näher betrachtet werden fol. 
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155. ine bemerkenswerthe Aenderung der Aufgabe in 
: &152. entfteht, wenn die, Grenzen des Integrals / vdx, welches 
dm geöfiten ober Pleinften Werth erhalten fol, nicht feſt find, 
fndern nur gewiffen Bedingungen Genüge leiften müflen. Um 
We Bedeutung hiervon anfchaulich zu machen, dient am beften 
das Beifpiel der Pirzeften Linie. Man kann nämlich die Fürzefte 
kinie auf einer Fläche nicht zwiſchen zwei Puncten, fondern zwi⸗ 
‚Shen zwei, ihrer Beichaffenheit und Lage nach, gegebenen Eurs 
ven verlangen. Um die Methode darzuftellen, reicht es hin, 
wenn nur eine Grenze als veränderlich, die andere aber als feft 
angenommen wird, alfo z. B. die Fürzefte Linie von einem geges 
benen Puncte aus nach einer gegebenen Eurve verlangt wird. 


Es werde alfo der größte oder kleinſte Werth des Integrals 


S f(x, y, y)ds 


derlangt. An der einen Grenze mögen die Werthe von x und 
ygegeben fein .(diefelbe ift in dem vorftehenden Integral unbe- 
jchnet gelaffen worden); an der anderen Grenze ift aber der 
Verth von x, nicht gegeben, fondern ed wird nur berlangt, daß 
an diefer Grenze. y eine gegebene Function von x, alfo yı =Ux, 
fü, wenn mit yı der Werth) von y, an der Grenze, bezeichnet ' 
wird, Man fieht, daß die Gleichung y. — Vxz, verbunden mit 
der Gleichung der Fläche, die begrenzende Eurve beftimmt. 
Man ftefle ſich zuerſt den Werth von x, als gefunden, odey 
de Grenze x, als fe vor; fo muß der Werth des Integrale 
5 
Si, y, y)dx | 
ein groͤßter oder Meinfter unter allen denen fein, welche Für die 
nimlichen feften Grenzen möglich find. Es muß alfo genau die 
 akmliche Gleichung für das Größte oder Kleinfte gelten, wie vora 
‚ din, als die Grenzen feft waren, nämlich: 





Un dies auch an einem Beiſpiele anſchaulich zu machen, ſo iſt offen⸗ 
| 20 * 
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bar, daß die Fürzefte Linie zwiſchen zwei Curven, auf einer Flaͤche, 
auch die Fürzefte zwifchen ihren beiden in diefen Curven befindli- 
chen Endpuncten fein muß; daß alfo die Veraͤnderlichkeit der 
Grenzen feinen Einfluß auf die Differentialgfeichung der Curve, 


fondern nur auf die Beſtimmung der Conſtanten der Integra⸗ 
‚tion haben kann. Wenn nun die Grenzwerthe von y beide will⸗ 


fürlich gegeben Tein, oder beliebigen Bedingungen unterworfen 
werden follen, fo kann dies nur gefchehen, wenn die Gleichung 


aus welcher y zu beſtimmen iſt, eine Differentialgleichung zwei: 
ter Ordnung ft, deren Integration zwei willfürliche Eonftanten 


herbeifͤhet. Alſo muß vd 


F richt unabhängig von y ſein; 


denn ſonſt wuͤrde nur eine Differentiagfeihung erfter Ordnung 


entftehen. 
Man kann fich indeffen überzeugen, daß, wenn = 


| dv’ m . b 
Dagegen dy nicht Null if, der Werth des Integrals S. ötv.ds 
(8. 152.), deffen Pusbrud in in Falle folgender ift: 


b 
S.E +22 Mavòy) dr, 


nicht für jedes selihige öy da ug⸗ Zeichen behalten, aljo 
gar Fein größter oder Fleinfter Werth des Integrals / vdx Statt 
finden kann. Indeſſen wird dies bier nur gelegentlich bemerkt, 
und foll nicht weiter ausgeführt werden. 


Vorausgefegt alfo, daß die Gleichung L==0 zweiter Did 
nung ift, fo liefert ihre Integration y=ylx,c,c'), wo 'c md 
ce Eonftanten find. Da die Werthe von x und y an der einen 
Grenze gegeben find, fo wird dadurch eine der Eonftanten elimi⸗ 
niet; daher erhält man nur noch y=ylx,c), und die Eonftante 
ce iſt aus der Bedingung zu beftimmen, daß für x=1, 





— — _ — 


— — — — — — 


j=Vs=yı werde, alſo daß 
Yı=Y(z,, €) | 





fan muß. 
Nun fol der Werth von x, fo beftiimmt werden, daß das 
Integral u S f(x, y, y)dx 


worin y==p(z,c), größer oder kleiner werde, als für jeden ans 
deren Werth von x,. Man Ändere alfo x, um dx,, und zus 
glei die davon abhängige Eonftante c um dc, fo werden y und 


jyin +3 dc und y+Z dc übergehen, und das gehn: 
derte Integral demnach fein: 


[ Mar dc, y+ Te) dx. 


Man entwickle dieſes Integral nach Potenzen von dx, und de; 
fo muß, wenn ein Größtes oder Kleinftes Statt finden foll, wie 
4 de Summe der’ der Glieder erfter Ordnung Null fein. Das 
vorgelegte Integral läßt fich In zwei andere zerlegen, deren erfte® 
I 88 x,, das zweite von x, bid x, dx, geht. Das Integrab 


S. ar ir, y+%%) dx 


Mt gleich dem Producte aus dem Intervalle dx, in einen Mit: 
telwerth der Function f; und da man diefes Intervall beliebig 
Hein annehmen darf, fo Fann man diefen Mittehverth ohne Wels 
teres dem Werthe gleich fegen, welchen f(x,y,y’) für x=x, 
ehältz alfo gleih dx, -flxı,yı,y'ı)- Das andere Integral 


| S HKxy-+ = dc, +) dx 
ff gleich 


q at d 
Strma+f” (F de + e) da 


und der zweite Theil von diefee Summe ergiebt ſich durch theit⸗ 


⸗ 


310 
„ dy er . 
weife Integration, weil = ift, 
ꝛi / df I, Ge) Sch 
JS dy’ "det 4. er 


d(77) 
df dy xi/ df Tr )i 
ra — 


wovon aber das letzte Glied Ru weil 


Die Glieder der erften Ordnung der gefammten Habe, 


‚ welche zufammen Null fein müffen, find demnach 


Öxı (X, Yv yore, / 
wo überall für x und y die Werthe x, und y, zu ſetzen ind 
Nun ift Yı=P&u0O, 


demnach, wenn xi, c, yr in Xı+dX,, choc, yıköyı uenn 


d d 
öy, = + I: Ti Öc, 


fe . Yu Yıgemay, io, =0y —yıdı 
und mithin die Bedingungsgfeihung für die verinderiche Bere 
. folgende: | 


oxıf(x,yı,y + Zen ya). 


Da nun ferner vun, — mithin dyı—Wx.dıı % 
fo erhält man durch Elimination von dy, eine von 6 unabhaͤn⸗ 
gige Gleichung zwifchen x, und yı, aus welcher, nach Limn 


tion von ya, der Werth von x, gefunden werden kann. | 
U 


















156. Wird z. B. die Fürzefte Linie auf einer Zläche, von 
nm Puncte nach einer gegebenen Curve verlangt; fo fei 
Fa, y, DO die Gleichung der Fläche, und. y=yx die 
zweite Gleichung für die auf der Fläche liegende. Curve. Aus 
der Gleichung der Fläche hat man 


dz=pdx-+qdy, oder zZ =p-kgy', . 
wo r=(t 3)’ o=(T -) ale Gunetionen bon x und y zu ve 


_ v=fs,y,y)= Viry’4z* 
within j Melt 
— 
und folglich | 
Ii+pz7 


f — Asp 
— * Zee 

| Dahee erhält man folgende Bedingung für die. Grenze: 

| (A-+pz)öx, +y+gz)dyı==0 


oder dsı-ty’öyı ie El 

Yn diefer Gleichung möffen hatt y, 2 die, Werthe = . 5 
1 

geſetzt werden, welche diefe Groͤßen an ver Grenze erhalten; 

fet man noch für POxı+g0yı feinen Werth 6 ein, und: di⸗ 

Wirt mit di, fo kommt: 


AT . 
In vorſtehender FR hencht ſich das Zeichen d auf die 


Kirzeften Linie, in ihrem Endpuncte, durch die Gleichungen 


————— EEE — — 
EEE 


dagegen die Tangente der Grenzeurve, in demſelben Puncte, 


kuͤrzeſte Linie, 3 auf die Grenzcurve, fo daß die Tangente der 


su 


traten find, nd zZ= =5 vH gefekt if. Demnech iſt u 
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durch * amt 
ausgedruckt: werben. "Beide Tangenten ftehen fenfrecht auf eins 
ander, went 

dx,dxı+dyıdyıtdz,dz,—=0 b. | 
iſt. Da diefe Gleichung mit der obigen a. einerlei ift, fo beſteht 


die Grenzbedingung, geometrifh ausgedrädt, Darin, daß die kuͤr⸗ 
zeſte Linie ſenkrecht auf der Grenzeurve fiehen muß. ' 








157. Die Fürzefte Linie auf einer Fläche hat merkwürdige 
Eigenſchaften, deren vollftändiger Beweis jedoch eine geometri⸗ 
ſche Unterfuchung vorausfegt, die hier zumächft folgen fol. Man. 
denke, fih nämlich auf einer gegebenen krummen Zläche eine be 
liebige Eurve gezeichnet, und (nach 8.81.) eine abwickelbare Be 
rährungsfläche an diefelbe gelegt. Man verlangt zu wiſſen, mas 
aus dieſer Curve wird, wenn die Berührungsfläche in eine Ebene 
ausgebreitet, und mit ihe die Curve abgemwicelt wird. 

Die gegebene Flaͤche fei zuerft eine Kugel, und die darauf 
gezeichnete Curve ein Kreis. Die berührende Zläche ift aladant 
ein gerader Kegel, oder, wenn der Kreis ein größter ift, ein Ep 
linder. Man Fann aber den letzteren Zall ale im erften allge 
meinen Fall enthalten anfehen, und demnach nur diefen betrach⸗ 
ten. Es fei R der Halbmeffer des Kreifes, o die Seite dei Be 
ruͤhrungskegels, von der Spige des Kegeld. bis zu dem berährtet 
Kreiſe; i die Neigung von R gegen die. Berührungsebene 
Kugel, alfo auch gegen die Seite E des Kegels; fo lehrt die gee⸗ 
metriſche Anſchauung ſehr leicht, daß 0 cosi=R if. 

Wicelt man nun den Kreis von der Kugel, vermittelft deb 
Kegels, ab, fo geht derfelbe in einen Kreisbogen über, deſen 
Halbmeffer die Seite E des Kegels if. Es findet alle 
ziifchen dem Kreife und feiner Abwickelung der Zufammenhang 
Statt, welchen die Gleichung ocosi=R ausfpricht, in melde 
ſich ꝙ als der Krammungehaldmeſſer der abgewickelten Curde 
betrachten laͤßt. 




















- 
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Nun ſei Ferner eine beliebige Curve auf einer beliebigen 
Flͤhe gegeben, und die abwickelbare Berührungsfläche angelegt. 
Es ſei R der Kruͤmmungshalbmeſſer der Eueve in irgend einem 
| Iuncte B, und g der Kruͤmmungshalbmeſſer der abgewickelten 
Curve, in dem entfprechenden Puncte; ferner i die Neigung des 
Kruͤnmungshalbmeſſers R gegen die Berührungsebene der Flaͤche, 
in demfelben Punete B. Man errichte noch in B die Normale 
der Hläche, und in dem Mittelpuncte des Krömmungsfreifes ein 
itoth auf der Ebene K defelben, fo ift offenbar, daß diefes Loth 
die Normale der Ztäche in eimem geroiffen Puncte A treffen . 
guß, weil eine durch den Kruͤmmungshalbmeſſer R und die Normale 
Ber Flaͤche gelegte Ebene fenfrecht auf der Ebene K des Kruͤmmungs⸗ 
feries ſteht. Diefen Punct A nehme man zum Mittelpuncte, und das 
Eid der Normale von A bis zum Berührungspuncte B zum 
dalbmeffer einer Kugel; fo ift der Krümmungsfreis vom Halb: 
wer R ein Parallelfreis diefer Kugel, welche mit der Stäche 
de Berührüungsebene im Punete B gemein hat. Das Bogeneles 
ment der Eurve in .B Bann nun  angefehen werden als dem 
Krammungsfreife felbft angehörig, und das ihm entfprechende 
Element der abmwicelbaren Berührungsfläche ald ein Element des 
Legels, welcher die Kugel vom Halbmeffr AB in dem Kreife 
R berührt. Folglich gilt für diefed Element wiederum die Glei⸗ 
Gung ecosi=R, in welcher" E zunächft die Seite.des berühren: 
en Kegels bedeutet, die aber, nach vollzogener Abwickelung, in 
Dan Krümmungshalbmeffer der abgewicelten Curve übergeht. 
dierdurch erhält man folgenden merfwürdigen Sag: 


Eine Eurve werde von einer Fläche, vermittelft einer ange: 
sten abwickelbaren Berührungsfläche, abgewickelt; es fei R der 
Rrimmungshafbmefjer der Eurve in irgend einem Punce B, E 
der Kruͤmmungshalbmeſſer der abgewickelten Curve in dem ent⸗ 
rehenden Puncte, und i die Neigung des Krämmungshalb: 
ers A gegen die an B gelegte. Beruͤhrungsebene der Flaͤche; 


1 cosi 
bo iſt 0cosi=R oder 8 
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Nun if die Gleichung der anfchließenden Ebene oder der 
Ebene des Kruͤmmungskreiſes folgende: | | 

Alu—x)-+Bir—y)+-C(w—2)=0, | 

wo A, B, C daſſelbe find, wie in $.70.; und die der Beruͤhrungs⸗ 
Ebene: —p(u—r)—q(v—y)+w—z=0,. \ 
Man ſetze a=V A?+-B?4+-C}, v=Vi1+p’+g, fo. w' 
hält man für die Neigung i der berührenden gegen die an 
fchließende Ebene 


Man fete d’?s=0, alfo dxd?x-+-dyd?y-+-dzd’z—=dsd’s=0, 
und fchaffe mit Hülfe diefer Gleichung d?x aus C und B nt, 
fo findet man leicht: | 


— Bdx=dydzd?y-Hdz?d?2-Hix?d?z, | 
. Cdx=dy?d’y-+-dzdyd?z-4+-dx?d?y, 
und hieraus, wenn man die Glieder, welche d?y, und wieder u 
welche d’z enthalten, sufammenfaßt, und gehörig reducktt: 
(C—Ap—Bg)dı==ds?(d?y-Fqd?z). 
Demnach erhäft man 
uv cosi-dx—=ds?(d’y-+qd?z). 


Bv-cosi=C—Ap—Ba. 1 
| 
| 


„u_. 


3 | 
Ferner ift der Keümmungshalbmefler —* (8. 70.) 
alſo wird 
cosi d’y+gd’z _ ) —N 
KR vd — 


der Ausdruck für den Kruͤmmungshalbmeſer o der je 
ten Curve. 


158. Soll alſo eine Gleichung fuͤr die Sgewiceirt PRR 
Curve gefunden werden, fo nehme man in der Ebene deefeien 
beliebige rechtwinkliche Coordinaten u und v an; und drüde das 
Bogenelement ds und den Kruͤmmungshalbmeſſer g "der abge 


l 
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tm Curve durch die Eoordinaten u und v vermittelft der 
Iumden bekannten Formeln aus: : 









(da’4+-dv?jF 
dud’v—dvd?u' 

mbar muß das Bogenelement der abgemwicelten Curve dem 
ſprechenden Bogenelement der gegebenen Curve, auf der Flaͤ⸗ 
‚ gleich fein. Demnach erhält man folgende Gleichung: 


du?-+dv? = dx’-+dy?’-+dz?. 1. 
iſt, nach dem Obigen, 0=— ar alfo 


- (dardvr)? _ 2 
dudav_dvd’u _cosi. ° 


Größe a. iſt als Function von x, y, ⁊ megedeiet worden. 


cosı 
nun vermöge der Gleichungen der Eure, y und z Functio⸗ 
h von x find, fo erhält man durch Wegſchaffung von y und 
jur Beftimmung der abgemwicelten Curve, zwei Gleichungen 
der Form: 


ds=V du?+-dv? und 0= 


Van’ Tãre gx · dx 
dud’v— dvd’u__ 

(ddr? 
9x und x zwei befannte Sunctionen von x find. Multi 
kt man diefelden In einander, fo Fommt 

dud?v- dvdꝰu 
"dig mir pad 

Größe links ift aber gleich darcig (2); alfo erhält 


m durch Integration arc 42 —=/wx.gx.+dx-+ Const,, 
4 . 
mithin 


d ’ 
- tg [c-Ffvx-gx-dx]=tg X. 
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Hieraus olgi 14(3 = BL alfo ' 


du=V du?-+dv? -cosX, dv=V du?+dv?.snX, 

mithin, wenn man für V du? +dv? feinen Werth gyxdı ie 
“ du=gx:cos X-dı, dvv=gx-sinX.dx; 

alfo duch Integration 
u—a==/px.cosX.dx, vob=/gs sind; | 

a und b millfürliche Eonftanten. 

Bermittelft diefee Gleichungen wird man u, v als Funcil— 
nen von x ausgedrüct erhalten, und durch Elimination von 
aus beiden Ausdrücen die Gleichung zwiſchen u und vw finden 
welche die der abgewicelten Curve iſt. Dieſelbe enthält dd 
willkuͤrliche Conftanten, deren Beftimmung von dee Wahl M 
Coordinatenaxen u, v in der Ebene der abgewickelten Eurve 
hängt. Die Auflöfung der in diefem $. vorgelegten Aufgab 
nämlich die Gleichung der abgewickelten Curve zu finden, ift hi 
nur kurz angedeutet worden, weil diefelbe, obſchon als geometi’ 
ſche Aufgabe bemerfenswerth, doch im Folgenden nicht weiter in 
Gebrauch kommen wird. 


159. Man hat nad 8. 157. Ä 


10 DR :) | 
oe R vdx 0. 


Für die Fürzefte Linie auf einer Frummen Fläche war 


dy dz\__ Ä 
«(Z) +) = 
alfo cosi=0. Dies bedeutet, daß der Kruͤmmungshalbmeſt 
der Fürzeften Linie in jedem Puncte ſenkrecht auf der Verdi 
rungsebene der Kläche fteht, mithin in die Normale dei 
Flaͤche fällt; was die erfte allgemeine @igenfchaft 

Eürzeften Linie auf einer Fläche ausmacht. Ferner if 


47 













=0, d. h. wird die kuͤrzeſte Linle, vermittelſt einer ans 
gelten abwickelbaren · Beruͤhrungsflaͤche, von der gegebenen 
Flͤhe in eine Ebene abgewickelt, ſo geht ſie in eine gerade Li⸗ 
e über (weil das Kruͤmmungsmaaß der abgewirckelten ebenen 
itve Null iſt). Aus diefer zweiten allgemeinen @igenfchaft der Fürs . 
en Linie auf einer Fläche kann man fofort ſchließen, daß die 
te Linie auf einer Kugel ein Bogen eines größten Kreifes, 
d auf einem Kreischlinder ein Bogen einer Schraubenlinie ift. 
man die fegtere durch Mechnung finden, fo führe man Po« 
ordinaten x=rTCosp, y=rsinp ein; alddann ift r=a 

Gleichung des Eylinders, und‘ man erhält für das Bogenele⸗ 
ent einer beliebigen Curve auf dem Eylinder: 


dx’ -+-dy?-+-d2?’ =r?dp?-+-dr?’+dz? = a?dp?-4-dz?. | 


en muß alfo die Variation des AIntegraled SV a?dp?-+-dz? 
U ſetzen. Die Rechnung giebt, wenn nad z varlirt wird, 


—— 
d 2. 
7 2 —— du; 
n.d( —0, oder dz=uds als Gleichung der kuͤrzeſten 
Nun iſt aber de= Vaꝰdꝙꝑꝰ daꝰ; folglich 

dz?. re ; 


| V * 
* —ko-rk, die —— fuͤr eine Schraubenlinie, in 





dz= 


dpi dp, 





k und k’. wilkuͤrliche Conſtanten find... u .., 
Um die kuͤrzeſte Linie einem geraden Kegel zu finden, ki 
r u. * 7 igꝙ. 
Sleichung deffelben: ; und xs=rc0Qp, y= sin P. 
erhaͤlt Yan. . un vl 
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da=r?dp?-+-dr? +-dz? =r?dp?-+dr?(1-Hig a?), 
dr? | 
oder ds’ —r’dp? coaaı 





Segt man nun d Ve 28 —=0, und entwidd 


die Variationen, fo fommt, wenn oͤrSO gefekt, alfo nur nad 
© varlict wird, | 


dfis— —— „rag dp fi( r (ve) . 
Folglich muß, fuͤr die kuͤrzeſte 4 
— ==0, r’dp==cds ſein. 
Diefe Gleichuns giebt | | 
ee 


cdr _ 1 
605% ıVr_c” 





mithin dp= 


oder, wenn man dev fegt, 


de=-__. dv 
——d | 
alſo | C09 & + dp = darc 608 (cv); 
oder arc cos (ev)==9cosatk, 
| 
mithin ev * cos (Pcosa-k); | 
| ‚oder rcos (Pcos “--k)=e, j | 







als Gleihung der Fürzeften Linie auf dem geraden Kegel; in 
cher k und e willkuͤrliche Conſtanten find. Dieſelben w 
beſtimmt, wenn die beiden Enbpunete d der fürgeften Linie 9 
ben find. 

160. Es wird die Steigung derjenigen Sure verlam 
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welche, auf einer gegebenen krummen Flaͤche, mit gegebenem Um: 
time, den groͤßten Flaͤchenraum einfchließt. Dieſe Aufgabe ift 
‚von den bisherigen daducch unterſchieden, daß fie ein beding⸗ 
tes Maximum verlangt, nämlich den größten. Slächenraum un: 
tee der Bedingung eines gegebenen Umringes. Um dem Leſer 
08 Berftändnig zu erleichtern, ſoll zuerft die Ebene als die ges 
gebene Fläche angenommen werden. Es fei a der Anfang der 
Eoordinaten (Fig. 28.), ab die Are der x, m und m zwei gege⸗ 
dene Puncte, deren Koordinaten am'—=c, mm=g an'=c, 
inn=g’ find; fo follen die Puncte m und n durch einen Bogen 
ton gegebener Länge mn fo mit einander verbunden werden, 
Y der Raum F=mm’'n'n fo groß als möglich fei. 

Die Gleichung der gefuchten Eurve fei y=f; der der gefuchte 
Raum /ydx fei F, und dee Bogen L=/V dx’+dy?’— der 
gegebenen Größe A (die Integrale find von sc bis x—c' u 
nehmen). Man bilde den Ausdruck 


F-+-hL, 


in welchem h eine beliebige beftändige Größe anzeigt, fee die 
Variation dDefielben , \ 

| Ö(F-+-bL)== dF-+-hdL==0, 

und entwichele fie nach den bisherigen Regelns fo wird man bie 
jenige Gleichung zwifchen x und y erhalten, welche, für ein bes 
lichiges b, den Geſammtwerth von F-H-hL zu einem größten 
macht; fo daf, wenn man eine andere Öleichung (B.) zwiſchen 
xud y annimmt, die nur den vorgefchriebenen Grenzbedingun- 
gu Genuͤge thut, der daraus entftehende Werth (F-+-hL') des 
Phigen Ausdruckes nothwendig Eleiner ift, ald der aus (A.) bes 
Knete. In der Öleihung A. ift aber noch b, als eine unbe⸗ 
mmte Sonftante, nach Erfüllung aller Grenzbedingungen, ents 
; wird demnach aus A. der Werth von L entwickelt, fo 
auch diefer noch h enthalten. Man befiimme h aus der 
leichung L=2; fo wird Ki eine Function von A, und mithin 
eine gegebenen Größe anzufehen fein. Der gefundene Werth 
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von h fei b/; fo liefert die Gleiching A. den. geößten W 
den der Ausdruck F--hL erhalten kann, und .giebt zuglei 
L==i1: Gaͤbe e8 es nun noch eine Gleichung B., weile F 
und zugleich L'’=4 Ileferte, fo müßte auch offenbar 





F+hlVU>F-+hL 
fein; alfe wäre FAL nicht das unbedingte Magimum, wat 
gegen die Annahme iſt. 3 








Man findet alſo diejenige Gleichung zwiſchen x und y, wel 
den größten Werth von F und den gegebenen Werth von L li 
fert, d. h. man findet das bedingte Marimum von F, wen 
man zuerſt das unbedingte Maximum von 


F-H-hL 
nach den Regeln der Variationsrechnung ſucht, und hierauf 
ſo beftimmt, daß L feinen gegebenen Werth, erhalte. Hieran 
entfpringt folgende, für die Anwendung der Variationsrechn 
ſehr wichtige Regel: 

Es feien v und w zwei Sunctionen von x, y, y’ y', uff 
Wenn nun der größte oder Fleinfte Werth des Integral Ffrds 
"verlangt wird, unter der Bedingung, daß zugleih L=/mdx t⸗ 
nen gegebenen Werth habe; fo multiplicire man L mit ein 
twillfürlichen Conftante h, und made die Summe 

F-+-IL 


zu einem unbedingten Marimum oder Minimum, indem man, 
nad) den früheren Regeln, die Variation dF--hIL—O fehl. 
Hieraus wird fih eine Gleichung zwiſchen x und y ergeben, 
welche, nach gehdriger Beftimmung der Eonftanten, namentlih 
auch der Größe h, das verlangte bedingte Maximum oder Mi 
nimum von F, für einen gegebenen Werth von L, Tiefern muf. 


Diefe Regel fol fogleih an dem vorgelegten Beifpiele erläutert 
werden. Alm die verlangte Eurve zu finden, welche, bei gegebes 
ner Länge L, die größte Fläche F begrängt, Bilde man die Summt 


F-H-hL=/ydx-rhf V dx? 4 dy? 
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um) feße ihre Bariation Null, Wird nach y varürt, ſo kommt 
öfydı==/dydz, 


Er erde = gr fa) or 
Dr Aydx-+-höfde= ST — (dx—h (2) dy. 


Dieſe Variation muß Null fein, und da, wegen der Unveränder: 
iihfeit dee Grenzen, das Glied außerhalb des Integralzeichens 
von ſelbſt Null iſt, fo erhält man folgende Gleichung fuͤr die 


geſuchte Curve: 
dx - hd (3) —0, | 
md durch Integration: 
















x—a=hY, 
ds’ 


folglich . (a—a)’[dx?+-dy?]=h?dy?; 
(x—a)dx 
ns Ve) 
woraus fofort y—b—=Vh?—(—a)?, 

oder (x—a)?+(y—b)?’=h? 

folge. In diefer Gleichung find a und b die mwillfürlichen Eon- 


fanten. Sie giebt einen Kreis, deffen Halbmeſſer h nach Maaf- 
gabe der gegebenen Bogenlänge zu beftimmen ift. | 


161. Wird allgemein die Curve verlangt, welche auf einer 
‚guebenen Frummen Flaͤche mit einem gegebenen Umeinge den 
ten Raum einfchließt, fo erhält man das doppelte Integral 


SVi-+-p’+g?-dxdy als Ausdrud der Oberfläche, und 
Ni ray? +dı? als Ausdruck des Bogens. Man bilde 
sun die Summe  S/vdydx-t-h/ds 

md fee ihre Variation Null. (In diefen Formeln ift 


dz\ d 
‚P= 2)’ ı=(Z). yv=Vi-+p?’+rg? geſetzt.) Demnach 


21 


=dy; 
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iſt zu feßen: 


) 
’ 


öffvaydx-+höfds==0. 
Um die Regmung fo viel ald möglich zu vereinfachen, denke man 
ſich 3 ef ,0=. als Sunctionen von x und y gegeben, aljo 


auch v Fr eine Zunction ven x und y, und die “integration 
von v in Bezug auf y vollzogen. Man feße /vdy=w, fo if 
w en ebenfalls gegebene Sunction von x und y, fo beftimmt, 


daß Alsdann geht vdydx in vdx über, und man 


erhält demnach die Gleichung 
Ö/wdx-Fhö/sds=0. 
Varirt man nach y, fo kommt 


d 
dw 15 dy=vöy, 
alfo Afnds—=/föwdı—/fvöydx; 
öfds= YVRRr+dy de dyd Ayrdı ddı 


rauf (2) ale )*) 
und, weil oͤr—qoͤy ift, 
öfwdx-+-hö/fds= 
Toy+Tedr+ [73-259] dy=0. 


Die vom Integralzeichen freien Glieder find von felbft Nul, 
wenn dy an den Grenzen der Integration Null ift, d. h. wen 
die Eurve durch zwei gegebenen Puncte gehen fol. Man echäf 
ferner als Gleichung der gefuchten Curve 


vdax—h [«(2) 4d —J — *0, 


oder | (7 + ai(z —XF. 
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Die vorftehende Gleichung ft, wie man fieht, einerlei mit 
wid (8.457), ober fie giebt Gh, amd lehrt mithin 


folgende merkwuͤrdige Eigenſchaft der gefuchten Curve Fennen: 
ird die Curve des Fürzeften Umringes vermittelt einer ange: 
gten abwickelbaren Berührungsfläche In eine Ebene abgewickelt, 
oft der Kruͤmmungshalbmeſſer der abgewickelten ebenen Eurve 
on beftändiger Größe, und diefe demnach ein Kreis oder 
in Kreisbogen. 

Dies ift die characteriftifche Eigenfchaft dee Eurven kuͤrze⸗ 
fen Umringes auf beliebigen Flächen; d. h. derjenigen Curven, 
weſche, unter allen von gleihem Umringe und durch diefelben 
zwei gegebenen Puncte gehenden, den größten Raum auf der 
Flaͤche einfchließen. 

Man erfieht aus diefer Eigenſchaft ſofort, daß auf der Ku⸗ 
gel die Curve des kuͤrzeſten Umringes ein Kreis iſt. 


















162. Will man die Gleichung dieſer Curve noch fuͤr den 

Kreis⸗ Cylinder und den geraden Kegel entwickeln, fo lege man 

wieder Die Gleichungen r=a und z=riga diefer Flächen 

. 159.) zu Grunde. Der Ausdrud für ein beliebiges Bogens 

ement auf dem Eylinder war 

ds? =a?dp?-+-dz?; 

giebt, vergfichen mit dem allgemeinen Ausdrude in 8. 107., 
man ſich die Coordinaten x, y.2 als Functionen von 

=gp, q=z denkt, 

| E=a?, F=0, G=1; 

op EG—F?’=a?, und mithin adpdz der Ausdruc des 

öchenelementes. Um nun die Curve des koͤrzeſten Umringes 

ſinden, muß man ſetzen: 


Sffadpdz-+-hi/V a?’dp’+-dz?’=0, 
wenn noch nach z integrirt wird, 


adfzdp-+Hh}/V a?dp?-+-dz? —0. 
21 * 


324 
Die Variation nach z giebt 
S [247-22(%) | 32 * 0, 
alſo —E als die geſuchte Gleichung. Integrirt 


man dieſelbe, ſo kommt : 
a(y—o)= * , 


a die willkuͤrliche Conſtante. Hieraus erhält man weiter, weil 
ds—V a?dp?-+-dz?, 
, .a?(9—o)?(a?dp?-+-dz”)=h?dz?, 
und folglich j | 
ap—o)?dp?—=(h?’—a(py—u)*)dz?, 
oder, wenn zur Abkürzung ꝙ ftatt ꝙ —0 geſetzt wird, 
| ati 
Ve 
mithin z=c—Vh?’—a?p?, oder (z—c)’+a’p?—h? als 
Gleihung der gefuchten Curve, in welcher c eine neue beliebige 
Conſtante ift. 

Um ſich von diefer Curve eine deutliche Anſchauung zu ver 
Ihaffen, darf man nur bedenken, daß, wenn der Eplinder in eine 
Ebene ausgebreitet wird, diefe Curve die Geftalt eines Kreifes annehs 
men muß. Daſſelbe gilt auch von der folgenden Curve auf dem 
geraden Kegel, fo wie überhaupt von den Eurven Fürzeften Um⸗ 
ringes auf allen abwickelbaren Zlächen. 


163. Auf dem geraden Kegel, deſſen Gleichung z==r ige, 
erhält man den Ausdruck eines Slächenelementes nach der Formel 


des $. 108. Man hat namlich Br or, = folglich das 
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Slihenefement gleich 
rdrdp . 
c0sa@ 


Dmnach. muß geſetzt werden: 
rdrdo / 
Ye cos & + rag ta a? =), 
ordr Vry+ 
cos Cosa he f Dar cos an 


Variirt man nach Q, fo fommt: 
sl prdr__ —— 
cosa J cosa | 
Dir Variation des Bogens ift ſchon früher (8. 159.) berechnet. 


Figt man diefelbe hinzu, und fegt die unter dem Integralzeichen 
kindlichen Glieder Null, fo findet fich folgende Gleichung 


rdr - halt 2d9 0, 


cosa 
Man fee zur Abfürzung hcosa=k, ſo so die vorſehende 
Beihung durch eine erſte Integration 
r?--k?—c? T?dp 
2k ds 
in welcher Formel c eine willkuͤrliche Conftante bedeutet. Run ift 


-V / dr? 
ds= dp’ nt 


) 
Drd dieſer Werth eingefegt, und weiter entwicelt, fo kommt 


F. dr 
2 2 — — 2 
’k a e) dp’ a)» 
VRR (r’+k?—c?)dr, 
(4kK?r?—(r?--k?—c?)IrdPp = ————— Er 
Ran bemerfe, dh 


4k?r?—(r? +k’—c)?’ = 4c?r?.(r? -+c?—k?)?, 
md fchreibe demnach 














— —— — — — — F 
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2 2 
cos d = —— —ch)dr 


Nun ſei +0 k?=2cr-u oder 
r c’—k? 


u—5* 2cr ’ 


3 2,2 _,3 
fo fommt u=(, u) 


{r-rc?-- 
| 1—( 2er ) 


fo erhält'man  cosa-dp=— 


du 
Vi-—u? ’ 


folglich durch Integration (m eine willk aurliche Conſtante) 


Pcosa--m= arcsinu, 
u=sin (Pcosa-4-m), 
r’+c?—k?=2er sin (P cosa-t-m), 
oder r?—2cr sin (p c08%-+-m)-+c?=k?, 


|| I | 
rV dc?r?— (r?-+0?—k?)? 


die Gleichung der Curve kuͤrzeſten Umringes auf dem geraden 
Kegel. Wird ſtatt m, mIxn geſetzt, fo erhaͤlt dieſe Gleichung 


die Form: 
r?—2cr cos (P cosa--m)--c?=—k?., 


| 
\ 
| 
| 
| 


Einige nachträgliche Zuſätze. 


Zu $. 45. Es verſteht ſich, daß man die Gleichung der 
Bmgente auch in der anderen Form, nämlich N), 













achten muß, um dicjen gen Aſymptoten zu finden, er welche 
unendlich groß, alfo —=0 wird, und die mithin der Dr- 


mie y parallel find. | 

Zu 8. 56. Geſetzt man -fände für x==e z. B. folgende 
Bähenreihe: 

. +0 — +00 —0-+-— 00. 

dann würde man für c-4+de folgende Zeichenreihe erhalten, 
"aus der Darftellung in 8. 56. folgt: 

Hd +++ +++ tr 538. 
Am man da, wo vorhin O ftand, immer nur das links zunächft 
ſehende Zeichen zu feßen hat. Diefe Reihe enthält 5 Zeichens 
vehſel. Dagegen erhält man an der oberen Grenze c—dc fol: 
ide Zeichenreihe: 

dc. #+—- + —- ++ - +++ 138. 
gebildet wird, wenn man da, wo vorher Nullen ftanden, abs 
chende Zeichen fegt, und zwar fo, daß das ftatt der erften 
Sul, von der Linken an, zu ſetzende Zeichen dem links zunächft 
Keenden Zeichen entgegengefegt iſt; alfo. fo, daß 3. B. aus 
+0 — die Zeichenreihe +— + — entfteht, oder aus +000 — 
Reihe - +——, und aus —O-+ die Reihe — 44. 
De Reihe-für c—de hat, wie man fieht, 11 Zeichenwechfel; 
& gehen alfo bei ce 11—5—=6 Zeichenwechfel verloren, und da 
pgeich fc=0, fer=0, alfo zwei gleihe Wurzel c vorhanden 


328 ' | 1: 

find, fo gehen 4 Zeichenwechfel durch das Verſchwinden von Ab 
feitungen verloren; mithin find vier Wurzeln als fehlend ange: 
zeigt. Wenn man die vorftehenden Zeichenreihen genau durch: 
geht, fo wird man hinreichende Beiſpiele zur Erläuterung der in 
$. 56. ©. 102,, 3. 3—27. aufgeftellten Saͤtze finden. 

Zu 8.81. ©.148. 3.3. v. u. Nimmt man in der Curve, 
deren Tangenten die abwickelbare Zläche erzeugen, drei auf ein: 
ander folgende Puncte a, b, c, an, und legt durch diefelben eine 
Ebene, fo nähert fich dieſe Ebene defto mehr der anfchließenden 
Ebene in b, je näher a und c von beiden Seiten an b rüden. 
Die anfchließende Ebene Fann mithin als die Ebene der beiden 
auf einander folgenden unendlich Fleinen Sehnen ab und be, 
oder auch ziveier unendlich. nahe auf einander folgender Tangen: 
ten angefehen werden. Nach $. 80. aber ift diefe Ebene zweier 
auf einander folgender Tangenten zugleich die Beruͤhrungsebene 
der abwickelbaren Flaͤche. 


Zu 8. 99. S. 1900. 3.1. v. o. Um das Integral [ICE 


1-cosx? 


zu finden, darf man nur cosx=z fegen, und den Bruch 7 * 
zerlegen. Man findet 





Aa 1 ,.4 

| er 
takt dz dz dz Sdz — 1-+z 
‚ mithin Im} Jet! ml Ze 
alfo [=}b s()+% 


welches der in Zelle 2. 2. u angegebene Ausdruck ift. 


Gedruckt bei den Gebr. Unger. 
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vI Be Vorrede. 


Es ſchien mir paſſend, einige ſtatiſche Unterſu⸗ 
chungen, welche ich vor laͤngerer Zeit angeſtellt, und 
in Crelles Journal (Band 14. und 15.) bereits be⸗ 
kannt gemacht hatte, bier in einer neuen Bearbeitung 
aufzunehmen. Xefer, welche mit der Statik ſchon an 
derweitig befannt find, werben mir vielleicht darin ihre 
Zuftimmung nicht verfagen, daß durch die Einführung. 





des Mittelpunctes der Kräfte in einer Ebene (man fehe' 


$. 11.) die fuftematifche Entwidelung fehon in den er⸗ 
ſten Glementen nicht unbetraͤchtlich gefördert wird. 
Der hauptfächlichfte Theil jener Unterfuchungen gebt 
von Eeite 78 bis 110; außerdem führt noch ihre 
Verbindung mit dem Geſetze der virtuellen Geſchwin— 
digleiten zu einigen Sägen, von denen meines Wiſſens 
bisher nur einzelne Fälle befannt waren. 

Herr Profeffor Moͤbius hat feinerfeits ähnliche 
Unterfuchungen angeftellt, und ebenfalls zuerfi in Crel⸗ 
les. Fournal (Band 16.) im Auszuge, fodann au 
“ führlicher in feinem vor einigen Monaten erfchienenen 


Lehrbuche der Statik mitgetheilt.. Ein folched Zufam: 


mentreffen ſcheint mir jebenfalld zu Gunfien der Sad 

zu ſprechen. 

Auf Die Statik fefter Körper folgt bier, wie in 

Merken. diefer Art gewöhnlich, die Theorie des Seil 

polygond und der biegfamen Spfteme Aberhaupt, wit 

welcher ich ſodann / die der elaftifch-biegfamen in bie 
engfte Verbindung gebracht habe. Der Gedanke 


Wvoerrde. vn 
hierzu iſt⸗ ebraſo einfachl als Ber’ Aufklaͤrung: ver 
Sache ſoͤrdorlichlaan Alsnwichtigſtes⸗ Ergebnlß einer⸗ 
Unterfüchungbn bl DIET Feder⸗ Son der irh⸗ 
ee her Birgangem in !dimer ¶Ebene betrachtet: 
kibejikrlanbesirh: mir nen Weird 100 außfgeſtellten 
Satz hetvbrzuheben / welchete anglebt wie loiellb Biegunu 
gu riner ielaſtiſchen Feder / ntert ven Berk vbnautge⸗ 
ſetzten / Umfaͤnden, Kberbaupt \mögtich md, di: bi’ ber 
Bedingmagen des Gleichgewichtes genuͤgen. Dieſe 
Frage iſt, wenn! ich nicht irre, bisher⸗ noch sicht benht 
teren · die Lehrbucher, unceri denen ich z. B. 
daslewge vonPoiſſon nenne, (man! ſehe bie Anette 
Ausgabe deſſelben, Band 1. Seite 612) beſchraͤicken 
ſich nur darauf, zu unterfuchen, in welch Failen es 
unter den moͤglichen Biegungen eine ſehr kleine giebt, 
wobei, diß IIhrigen ganz unbeachtet bleiben, Der er⸗ 
waͤhnte Satz lehrt hingegen, wie viele Biegungen in 
jedem Falle moͤglich ſind, es mag darunter eine ſehr 
kleine ſein oder nicht. 


Die allgemeine Unterſuchung uͤber Die Bedingun⸗ 
gen des Gleichgewichtes folgt, von Seite 165— 191, 
größtentheild der theorie generale de PEequilibre et du 
mouvement des systemes, einer Abhandlung von Poin- 
fo f, die man in der fechöten Ausgabe feiner Statik findet. 
Daß auch die fchöne Theorie der Kraͤftepaare, melche 
bier nicht fehlen durfte, von dieſem um Die Mechanik 
fo ſehr verdienten Mathematiker herrährt, ift allge 


vH Voxrehe. 


mein bekannt. Nach habe ich Das Lehrbuch von Poiſ⸗ 
fon, das Resymig de:lecaris.:sur Papplication.de la mé- 
canique yon Navier, und den Calcul :de::l!eflet. des 
machines, von Coriolis ag.- einigen: Stellen bemtzt. 
Das Lefen in der theorie ‚mathematique. des: effets du 
jeu de.billard, ebenfalld von Coriolis, Deren. erfies 
Ä Capitel von der ‚Bewegung einer Kugel auf einer ho⸗ 
rizontalen Ebene, mit Ruͤckſicht auf Reibung, handelt; 
veranlaßte mich, über: bie Bewegung. einer, Kugel auf 
einer. ſchiefen Ebene, mit Ruͤckſicht auf Schwere - up, 
Reibung, eine, Unterfuchung anzuſtellen, die ich rder 
Hauptſache nach hier aufnehmen Pen ae 
va: PER SE Ä t 

. ‚Berlin i am December, 1837, 


3 


. :, ‘ *V 
x .., . 1.s . 


Der Beate. 


— 


Berichtigungen. 1X 


Verichtigungen. 
| En 
©. 5. 3. 17. v. u. freie einmal wird. . 
©. 38. 3. 9. v. u. l. Fig. 7. on Bi En 
©. 39. 3. 13. v. 0. flatt werden lies worden. 
S. 44. 3.1.9.0. f. Fig. 11. 1. Sig: 1a: 9. 
&.55.3.14.05.0.1. av, zP-zPy,). " 
©. 56. 3. 15. v. 0. I. des Dreieckes ARE. 
3. 6. v. u. ſt. ABCLA,B, €, und fi. Ben. 6, D. 
©. 2.3.9. 9.2. ſt. Koex, I. GKx;. 
©. &. 3.7.0.3. 13.0 u. flatt Syxdx I, Syxdy._ 
©. 68.3.3. 0.0. f, Bbatg? I. B6atge, 
©. 70. 3.3.2.0. f. AB==y’ |. CB==y‘; 
©. 72. 3.3.0.0. 1. pofitiv. 
© 75. 3: 14. v. o. l. WAV=/zdV. — 
S. 82. 3. roh v. * l. in einzigen Punct. 
‚3.6.0.0 ſt denfelben I. derfelben. . i 
©. 85. 3. 2. v. u. I. D’a‘, D”a”. . 
5.8.3. 16.0. 0.8 Men Dihn aan. —. 
8.23 4. v. u. ſt. —a, —, -c l. -a, —b‘, ec’. ne 
©. 108. 3. 15. v. 0. fl. denfelben I, demfelben. 
S. 17.3.2. 0.0.f.dtl.e 
©. 138. 3. 5. v. u. fehlt im legten Gliede des Werthes von Q’ der Factor a. 
©. 141. 3. 10.0. 0.1. Paare (Be, Cc‘), (ed, Dd4N). 
3.1.9.0. ſt. an l. in 

©. 204. 3. 9. v. o. vor einer fehlt in. 
©. 205. 3. 6. v. o. vor ein fehlt in. 
©. 209. 3. 12. v. o. fl. 64 I. 65. N 
S. 217. 3.5.2.0.1.Y=0, Zz=0. 
©. 352. 3. 10. v. u. fireihe und 74. 
©. 231. 3.12. 0.01. Jxy dm==0, 
©. 307. 3. 14. v. u. flreihe um. 
©. 308. 3. 2. v. o. nach die fehlt fid. 
©. 809. 3. 6. v. o. fl. 16. 17. 1.416. a. b. 


Br 
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vH Rpesche. 


mein befannt. ‘Nach habe ich das Lehrbuch von Pike 
fon, bad Resumid de:lecanis. sur ‚Papplication.de ame 
canique yon Navier, ‚und den Calcul :de::lieffet. des 
machines, von Coriolis ag.- einigen: Stellen - benukt, 
Das Lefen in der theorie -mathematique. des: effets du 
jeu de. billard, ebenfalls von Coriolis, Deren er 


. Eapitel von der ‚Bewegung einer Kugel anf einer be 


tizontalen Ebene, mit Ruͤckſicht auf Reibung, handelt; 
. veranlaßte,, mich, uͤber bie Bewegung. einer, Kugel auf 
einer ſchiefen Ebene, mit Ruͤckſicht auf. Schwere; up 
Reibung, . eine, Unterfuchung anzuſtellen, die --ich, der: 
Hauptſache nad bier aufnehmen —* durfen a 
babe: en t 

. Berlin im Desember, 1837. 
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Berichtigungen. 1x 


Berichtigungen. 

S. 6. 3. 17. v. u. ſtreiche einmal wird . 
S. 38. 3.9. v. u. 1. Fig. 7. Pe FE 
S. 39, 3. 13. v. o. flatt werben lies worden. 
S. 4. 3. —8 44. 1. Sig: Al.a. oo oo. 
©, 55. 3.14. 9.0.1. a,v,zP-zPy,) | BE 
©. 56. 3. 15. 9. 0. I. des Dreiedes ARE. De 

3. 6. v. u. ſt. ABCLA,B, €, und fl. BED L.#, c p.— * 
S. 62. 3. 9. v. u. ſt. Kæx, I. 6K=x,. 
S. 6. 3. 7. u. 3. 13. v. u. ſtatt /yxdx I, Syxdy.. AR 
©. 68. 3.3. 0. 0. fl. 356atg? I. 26atq?. 
©. 70, 3. 3. v. 0. ſt. AB I. Bey," 5... 00.2.7 
©. 72. 3.3. 0. > 1. pofitis. ” 
S.%.3:1.00.L.wAVefadt. - 2.00%. 
©. 82. 3. 13. v. o. I, in einzigen Punct. 

3. 6. v. u. fi. denfelben I. derfelben. . ” 
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1. Die Beobachtung läßt uns zwar immer nur vefa- 
tive Ruhe und Bewegung wahrnehmen; es ift aber Far, daß 
jedem Körper, oder jedem materiellen Puncte, entweder abfolute 
Ruhe oder irgend eine abfolute Bewegung zukommt. Von die⸗ 
ſen muß Folgendes angenommen werden: a 

Ein materieller Punct kann nicht aus abſoluter Ruhe in 
Bewegung uͤbergehen, wenn nicht eine von ihm verſchiedene Ur⸗ 
ſache vorhanden iſt, welche ihn zur Bewegung beſtimmt. Dieſe 
Urſache heißt Kraft. 

Wirkt eine Kraft auf den ruhenden Punct, ſo geht derſelbe 
in gerader Linie fort, und zwar mit gleichfoͤrmiger Ge⸗ 
ſchwindigkeit, d. h. in gleichen Zeiten gleiche Raͤume durch⸗ 
laufend. 

Die Richtung, nach welcher der Punct geht, wird nur durch 
die Kraft ſelbſt beftimmt, und heißt daher die Richtung der 
Kraft. 

Dieſe Saͤtze ſtellen, zuſammengenommen, das Geſetz der 
Traͤgheit, In Bezug auf abſolute Bewegung, dar. Sie laſſen 
ih auch in einen Sag zufammenfaffen, von welchem fie nur 
die Entwicelung find, nämlich daß die Materie fi) gegen abfor 
fute Ruhe und Bewegung gänzlich gleihgäftig verhält. 


Diefes Geſetz der Traͤgheit, in Bezug auf die abfolute Bewer 


gung, iſt das erfie Axiom der Mechanif, Das zweite Aglom 
1 \ 
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betrifft die relative Bewegung, und dehnt daſſelbe Geſetz der 
Traͤgheit auch auf ſie aus. 

Naͤmlich der bewegliche Punct (P), welcher fo eben im er⸗ 
ften Cabfoluten) Raume A gedacht wurde, Fann auch gedacht wer- 
den als enthalten in einem zweiten (relativen) Raume B, wel: 
cher mit P zugleich in A beweglich iſt. Wird nun P durch die 
Kraft ın Bewegung gefeßt, fo ftelle man fich vor, daß alle 
Puncte von B ficd mit der nämlichen Gefchwindigfeit in der 
nämlichen Richtung, wie P, fortbewegen; alsdann befindet fich 
P, während feiner abfoluten Bewegung, beftändig an dem naͤm⸗ 
lichen Drte des Raumes B, d. h. P iſt in B in relativer Ruhe. 
Alp, zweites Ariom wird nun feſtgeſetzt: 

Wirkt eine Kraft auf. den im Raume B relativ ruhenden 
Punct, fo erfolgt eine velative Bewegung in B, und zwar genau 
die nämliche, welche Statt finden. wuͤrde, wenn der Raum B, 
und mit ihm der Punct P, gar keine abſolute Bewegung 


haͤtte. 

Ein in dem Raume B befindlicher,. die abfolute Betvegung 
defielben nicht wahrnehmender, Beobachter wird mithin den Punct 
P in einee fheinbar ruhenden geraden Bahn gleihfür- 
mig fortgehen fehen. Während aber P in diefer Bahn fortgeht, 
sehen in der That alle Puncte diefer Bahn, mit der 
ihnen, wie jedem Puncte von B, zufommenden gleichförmigen 
Gefhmwindigkeit, unaufhörlih im Raume A gerade fort 
Dies ergiebt fich fogleih, melde Bewegung der Punct 

‚ buch das Zufammentoirken zweier Kräfte, im abfofuten 

Kaum erhält. *. 

Denn man denke ſich den Punct, vermoͤge dieſer durch zwei 

Kraͤfte veranlaßten Bewegung, aus einem Orte O in einen an⸗ 
deren Ort O' des abſoluten Raumes gelangend, ſo folgt aus 
dem eben Geſagten, Daß die Gerade OO' die Diagonale eines 
Parallelogrammes ift, deffen eine Seite der Weg ift, welchen der 
Punct in feiner relativen Bahn in B, von O aus, in der Zwi⸗ 
ſchenzeit gleihförmig durchlaufen hat, während die zweite Seite 
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die von jedem -Puncte der Bahn inztoifchen durchlaufene Strecke 
darftelit. | | 

Wirken demnach auf einen Punct zwei Kräfte, in beliebigen 
Richtungen, gleichviel ob gleichzeitig oder die eine nach der andern; 
fo ziehe man aus dem Orte O, welchen der Punct in dem Au⸗ 
genbiiche einnimmt, da die zweite Kraft auf ihn einwirft, zwei 
gerade Linien in den Richtungen der Kräfte, und zwar jede 
"von O aus nach derjenigen Seite, nach melcher die entfprechende 
Kraft den Punct bintreibt; nehme auf beiden Geraden zwei 
Streden a und b, welche der Punct in gleichen Zeiten durch⸗ 
laufen würde, wenn das eine Mal die eine, das andere Mal die 
andere Kraft allein ihn in Bewegung fette; vollende aus den 
Seiten a und b das Parallelogramm, und ziehe aus O die Dias 
gonale OO’; — fo ‚bewegt fi der Punct in diefer Diagonale 
mit gleichförmiger Gefchmwindigfeit fort, und gelangt in den Ends 
punct O' derfelben in dem nämlichen Augenblice, in welchem er 
die eine der Strecken a oder b durchlaufen haben würde, wenn 
er durch die in der Richtung derfelben wirkende Kraft allein, 
von O aus, in Bewegung gefettt worden wäre. 

Diefer Sag iſt eine unmittelbare Folgerung aus den beiden 
aufgeftellten Ariomen, oder aus dem für die abfolute wie für die 
relative Bewegung auf gleiche Weife ale gültig angenommenen 
Geſetze der Trägheit. 

Da ſich zwei gleichförmige Gefchwindigfeiten verhalten, wie 
die in gleichen Zeiten, vermöge ihrer, ducchlaufenen Wege, fo 
verhalten fich die Längen der Seiten a und b, und der Diago: 
nale OO’ (d) des Parallelogrammes zu einander, tie die Ges 
fchroindigfeiten, welche jede der beiden Kräfte,. allein wirkend, 
und die, welche beide, zufammenwirfend, dem Puncte ertheilen; 
und mithin ftellen diefe Linien die ihnen entfprechenden Geſchwin⸗ 
digkeiten nicht allein der Richtung, fondern auch der Größe 
nach dar. 

2. Aus der Conftruction des Parallelogrammes ergeben fich 
fofort folgende Zufäge, als befondere Fälle: 

4% 
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a) Werden einem Puncte von zwei Kräften die Geſchwin⸗ 
digfeiten a und b in der nämlichen Richtung und in dem näm= 
lichen Sinne ertheilt, fo bewegt er ſich in diefem Sinne mit der 
zufammengefetten Geſchwindigkeit a+-b. 

b) ft aber die Gefchwindigfeit b der andern a gerade 
entgegengefegt, fo erhält der Punct die Geſchwindigkeit a—b, 
und geht mit diefer in dem Sinne von a oder in dem Sinne 
von b fort, je nachdem a größer oder kleiner ift als b 

c) Sind endlich beide Geſchwindigkeiten einander gleich und 
entgegengefeßt, fo ift die zufammengefegte Geſchwindigkeit Null. - 

Wirkt alfo die Kraft P zweimal in demfelben Sinne auf den 
Punct, fo ertheilt fie ihm jedesmal die nämliche Geſchwindigkeit 
a, und der Punct erhält die zufammengefegte Geſchwindigkeit 
2a. Wirkt überhaupt die Kraft P mmal auf den Punct, jedes⸗ 
mal in demfelben Sinne, fo erhält der Punct auch die Geſchwin⸗ 
digfeit na. Denn diefe Behauptung ift richtig für n—2; hier: 
aus folgt fie aber wieder für n=3, uf. fe Und es ift, in 
Bezug auf die zuletzt hervorgehende aufammengefegte Geſchwin⸗ 
digkeit, einerlei, ob die einzelnen P gleichzeitig oder nach einan⸗ 
der wirken. | 

Zwei Kräfte find von gleicher Intenſität, oder fie find 
einander gleich, wenn fie dem nämlichen Punete gleiche 
Gefhmwindigfeiten erteilen. Wirken auf einen Punct gleich? 
zeitig n gleiche Kräfte CP) in gleichem Sinne, fo wirft auf ihn 
eine Kraft, welche die nfache von P ift. Es ertheilt aber, nach 
dem VBorhergehenden, dieſe Kraft mnP dem Puncte die Gefchwin- 
dDigfeit na, wenn die Kraft P allein ihm die Geſchwindigkeit a 
ertheift. Hieraus folgt, daß die Intenfitäten der Kräfte den 
Geſchwindigkeiten proportional find, welche fie demfelben Puncte 
mittheilen. 

Es feien P und O die ntenfitäten zweier Kräfte, a und b 
die ihnen proportionirten Gefchwindigfeiten, welche jede einzeln, 
und d die zufammengefette Gefchwindigfeit, welche beide, zufam: 
men wirkend, dem Puncte ertheilen. Alsdann kann man fi 
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eine dritte Kraft von der Intenſitaͤt R vorftellen, weiche in der 
Richtung von d allein angebracht, dem Puncte gerade die näms 
liche Geſchwindigkeit d ertheilen wuͤrde. Diefe Kraft R heißt 
die Refultante von P und Q, fo wie P und Q die Compo⸗ 
nenten von R heißen. Da die Kräfte P, Q, R in den Rich: 
tungen derjenigen Linien wirken, welche, als Seiten und Diago⸗ 
nale eined Parallelogrammes, die Gefchmwindigfeiten a, b, d dar- 
ftellen, und da ihre Antenfitäten den Längen diefer Linien pro- 
portioniet find; fo ftellen diefelben Linien auch die Richtungen 
der Kräfte und die Verhäftniffe ihrer Intenfitäten dar. Man 
erhält: alſo den Satz: 

Zwei Kräfte P und Q, an demfelben Puncte (Angriffs: 
punete) angebracht, Taffen ſich allemal durch eine dritte Kraft 
(Refultante) erfegen, welche gknau das Naͤmliche wirft, wie diefe 
Kräfte (Componenten). Zieht man aus dem Drte des Angriffe- 
punctes zwei Linien, welche die Componenten nach Richtung und 
Größe (Intenſitaͤt) darftellen, und vollendet aus ihnen das Pa⸗ 
rallelogramm, fo wird wird. die Refultante, nach Richtung und 
Größe, Dusch. die von. dem Angriffspuncte ausgehende Diagonale 
dargeſtellt. | n. 

Dieſer Satz fuͤhrt den Namen des Parallelogrammes 
der Kräfte 


3.. Bisher ift nur: von einem: einzigen frei beweglichen 

Punete die Rede getvefen, auf welchen Kräfte wirkten. Sind Kräfte 
an verfchiedenen Angriffspuncten: gegeben, fo kann man 
ihre Intenſitaͤten Feineswegs durch die Geſchwindigkeiten meſ⸗ 
fen, welche die Puncte erhalten; vielmehr muß man die Kräfte, 
deren Intenfitäten mit einander verglichen werden, ſaͤmmtlich an 
einem. und demfelben. Puncte anbringen, um fie alsdann 
duch die erzeugten Gefchtwindigfeiten zu meſſen. Werden die 
Intenfitäten der Kräfte (oder vielmehr ihre Verhäftniffe zu einer 
beliebig angenommenen Einheit von Kraft) auf diefe Weife als 
beftimmt betrachtet, fo Fünnen nunmehr die nämlichen Kräfte auf 
verfchiedene Angriffspuncte wirfend gedacht werden. Dabei biet- 
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ben die Gefhwindigfeiten der Angriffspungte noch unbekannt, 
wenn auch die AIntenfitäten der Kräfte als befannt angefehen. 
"werden. Es iſt aber für jetzt nicht nöthig, etwas Näheres über 
die Gefchwindigfeiten der verjchiedenen Puncte zu fagen. 

Mehrere Puncte, die auf. irgend eine Weiſe mit einander 
verbunden find, fo daß fie ſich nicht unabhängig von einander 
bewegen Fönnen, bilden ein Spftem von Puncten. 

Wirken auf ein Spftem von Puncten beliebige Kräfte, fo 
find, nach ‚der eben gegebenen @rflärung, die Bewegungen der 
Puncte im Allgemeinen von denen verfchieden, welche die Puncte, 
als frei gedacht, erhalten würden. Es müffen folglich noch an- 
dere. Kräfte, außer den angebrachten, vorhanden fein, welche zu 
den Bervegungen der Puncte beitragen. Diefe Kräfte rühren 
von der gegenfeitigen Verbindung der Puncte her, und werden 
MWiderftände, auch innere Kräfte genannt, im Gegenſatze 
der an dem Syſtem beliebig angebrachten Kräfte, welche äußere 
Kräfte heißen. 

„Zwiſchen mehreren, an einem Syſteme angebrachten Kräften 
befteht Gleichgewicht, wenn die Bewegungen, welche durch 
“ einige derfelben veranlaft, durch die anderen gerade aufgehoben 
werden. Es befteht 3. B. Gleichgewicht zwifchen zwei gleichen 
und entgegengefeßten, an demfelben Puncte angebrachten, Kraͤf⸗ 
ten ($. 2. c.). 

Man fagt auch, wenn mehrere Kräfte an einem Syſteme 
(oder an einem Puncte, der als das einfachfte Syſtem be- 
teachtet werden kann) einander Gleichgewicht halten, das Syſtem 
-fei, unter diefen Kräften, in Gleichgewicht. Hieraus folgt aber 
nicht, daß das Syſtem fih darum in Ruhe befinden muß; das⸗ 
felbe Fann vielmehr fehon irgend eine Bewegung befiten. Wenn 
aber mehrere Kräfte das Syſtem, in einem Augenblide, fo trefs 
fen, daß zwifchen ihnen Gleichgewicht befteht, fo Haben fie 
feinen Einfluß auf die Bewegung deflelben, wenn eine folche vor: 


Handen ift. 


\ 
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4. Das Vorſtehende enthält die allgemeinſten Grundlagen 
der Mechanik. Diefe Wiffenfchaft zerfällt in zwei Theile 

Der. erſte Theil Heißt die Starif, In demfelben werden, 
die Bedingungen unterfucht, unter denen Kräfte, :an einem geger - 
benen "Spfteme',; einander: Gleichgewicht haften; oder. es merbemu 
auch Kräfte gefucht, welche anderen, an dem Syſteme angebrach⸗ 
ten Kraͤften, zwiſchen denen nicht Gleichgewicht beſteht, Gleichge⸗ 
wicht halten. Wenn zwiſchen den Kräften (P, P’, P", »-) einer: 
feits, und den Kräften (Q, ©’, Q", +) ‚andererfeit$, an einem 
Spfteme Gfeichgeroicht befteht, und wenn wiederum, anftatt der 
Kräfte (P, P', P” ++), andere Kräfte (p, p', p" «-), an demfels 
ben Spfteme angebracht, den nämlichen Kräften (Q, Q', Q" ») 
Gleichgewicht halten; fo find die Kräfte (P, P’, P"«) und 
(p, p, p' >) gleihgeltend, oder es laſſen fich allemal die 
einen durch die anderen erfegen. Nämlich die Bewegungen, 
welche die Kräfte (P, P’ ++), ohne die Kräfte-(Q, Q' ++) an dem 
Spfteme angebracht, veranlaffen, müffen einerlei fein mit denen, 
welche durch die Kräfte (p, p’+-) veranlaßt würden, wenn diefe 
allein wirkten; weil fowohl jene als diefe Bewegungen fich ges 
gen die durch die Kräfte (Q, Q', Q’ +) hervorgebrachten Bes 
megungen, nach der Borausfegung, gerade aufheben: Die Un: 
terfuchung der Bedingungen des Gleichgewichts ift daher zugleich 
die Unterfuchung der Bedingungen, unter welchen mehrere Kräfte 
(P, P', P"«), anderen Kräften (p, p', p' +) gleichgelten, 
oder die Statif hat ebenfowohl die eine als die andere zum Ges 
genftand. 


Die Wichtigfeit der Stätif beſchraͤnkt ſich daher keineswe⸗ 
ges allein darauf, daß fie Die Bedingungen des, Gleichgewichtes 
kennen lehrt; ſondern ſie iſt auch, wenn nicht Gleichgewicht be⸗ 
ſteht, fuͤr die Unterſuchung der durch die Kraͤfte veranlaßten 
Bewegungen eine nothwendige Vorbereitungs⸗Wiſſenſchaft. In⸗ 
dem ſie naͤmlich die Regeln angiebt, nach welchen beliebige 
Kraͤfte an einem Syſteme in andere gleichgeltende zu verwan⸗ 
deln ſind, macht ſie es moͤglich, unter dieſen Verwandlungen 
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diejenige auszumählen, welche zur’ Beftimmung der gefuchten Be: 
wegungen dienlich if. ' 

: Der zweite Theil der Mechanik wird die Mechanik im 
engeren Sinne, oder au die. Dynamif genannt. Derfelbe 
boſchaͤftigt -fich- mit den durch die * Kräfte veranlaßten Bewe⸗ 
sungen. BE 
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Statik. 


Kräfte: an einem Puucte. 


5. Wirken an einem Puncte A zwei Kräfte P, Q, nach 
Richtung und Größe dargeftellt Durch die Linien AB, AC (Zig.1.); 
fo wird ihre Refultante R: durch die Diagonale AD des Parak. 
lelogrammes ABDC, nach Richtung und Größe dargeftellt ($.2.). 
Bringt man an A eine der RB gleiche und entgegenfeßte Kraft 
(AE) an, fo hält diefe den Kräften P und Q Gleichgewicht, 
weil fie der Ihnen gleichgeltenden Refultante Gleichgewicht hält. - 

Da AE=zAD, fo verhält fich, wie leicht zu fehen (Zig. 1.), 

AE:AC:AB==sin (CAB) sin (EAB):sin (EAC); 
d. h. drei Kräfte, die um einen Punct im Gleichgewichte find, 
verhalten fi zu einander der Reihe nah, wie die Sinus der 
von den jedesmaligen beiden andern eingeſchloſſenen Winkel. 

Hieraus folgt auch: 


AC. AB. sin (CAB)=AB:-AE- sinBAE)=AE- AC »sin(EAC) 
oder, wenn man fich in Fig. 4. die Geraden EC, CB, BE ge⸗ 
zogen denkt, 

AABC=ABAE=AEAC, 

d. h. ftellen die Linien AB, AC, AE drei um einen Punct im 
Gleichgewichte befindliche Kräfte dar, und werden ihre Endpuncte 
B, C, E durch Gerade verbunden, fo find die hierdurch entfies. 


henden drei Dreiecke, welche A zur gemeinfamen Spitze haben, 
einander an Klächeninhalt gleich. 
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Sind der Kraͤfte mehr als zwei, ſo kann man zuerſt zwei 
derſelben mit einander, ſodann ihre Reſultante mit einer dritten 
Kraft zuſammenſetzen u. ſ. f., bis die Reſultante aller an A an⸗ 
gebrachten Kraͤfte gefunden iſt. Bei drei Kraͤften, deren Rich⸗ 
tungeu nicht in eine Ebene fallen, wird die Reſultante darge⸗ 
ſtellt duch die Diagonale des Parallelepipedums, deſſen Seiten 
die Kräfte darftellen. 

Fuͤr eine beliebige Anzahl von Kräften gilt folgender Sat: 
Es feien AB, AC,.AD, «+ AF Linien, welche die an A ange 
brachten Kräfte darſtellen. Aus dem Endpuncte B der einen, 
AB, ziehe man, in dem Sinne von AC, eine der AC parallele 
und gleiche Linie BC’; ferner aus C’, in dem Ginne von AD, 
eine dee AD parallele und gleihe, C’D’, u. f. f., wodurch eine 
gebrochene Linie ABC’D' »- F’ erhalten wird. Verbindet man 
nun den Anfangspunct A diefer gebrochenen Linie mit dem End: 
puncte F’, fo ftellt AF’ die Refultante aller Kräfte dar. Die 
Richtigkeit diefes Satzes ergtebt ſich leicht aus dem Parallefogramm 
der Kräfte. Kür zwei Kräfte (AB, AC, $ig.1.) wäre ABD die 
‚ gebrochene Linie, mithin AD die Refultante. Soll insbefondere 
zwifchen allen Kräften Gleichgewicht beftehen, fo muß die Refuls 
tante AF Null fein, oder die gebrochene Linie ABC’D’« F’ ein 
geſchloſſenes Vieleck bilden. 

Co mie man mehrere Kräfte an einem Puncte durch 
ihre Refultante erfegen Fann, fo läßt ſich auch umge 
kehrt eine Kraft durch mehrere andere erfegen, . von denen 
fie die Refultante fe Nimmt man irgend drei Richtun⸗ 
gen an, die nur nicht alle einer Ebene parallel fein dürfen‘, fo 
läßt fich jede gegebene Kraft R in drei diefen Richtungen pas 
rallele Somponenten zerlegen, und zwar nur auf eine Weife. 
Nämlich die Componenten find die, im Angriffspunete von R 
zuſammenſtoßenden, der Richtung nach gegebenen, Seiten eines 
Paralielepipedumg, deffen Diagonale R ift, und dadurch offenbar 
völlig beftimmt. 

Will man bei der Zufammenfegung mehrerer Kräfte an eis 
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nem gemeinfamen Angeiffspuncte, Rechnung anwenden, fo ift e8 
zweckmaͤßig, jede Kraft zuerft nach drei willfürlich angenommes 
nen Richtungen zu zerlegen. Denn alsdann laſſen ſich alle in 
die nämliche Richtung fallenden Componenten in .eine einzige 
Kraft vereinigen, welche ihrer Summe gleich if, und werden die 
fo erhaltenen drei Summen oder Kräfte wieder in eine zufams 
mengefegt, fo ift diefe die gefuchte Refultante. Um die einfach: 
ften Formeln zu erhalten, wählt man gewöhnlich drei auf einan- 
“der fenfrechte Richtungen der Zerlegung, wie auch im Folgens 
den gefchehen fol. 

Die bei diefer Rechnung erforderlichen, befonders die analy⸗ 
tifche Beftimmung der Lage gerader Linien betreffenden, Säge, 
find in dem erften Theile diefes Handbuches, wo von den Ans 
wendungen der Differentials Rechnung. auf die Geometrie die 
Rede war, als dem Lefer befannt, mit Recht vorausgeſetzt wor⸗ 
den. Denn ihre Herleitung bedarf der Hülfe dee Differential: 
Rechnung nicht, und follte, nach der fachgemäßen Ordnung, dem 
Studium derfelben ſchon vorausgegangen fein. Indeſſen mögen, 
für einige Leſer, jene Saͤtze, mit ihren Beweiſen, hier noch nach⸗ 
traͤglich eine Stelle finden. 


6. Faͤllt man aus zwei Puncten A,B einer der Lage nach 
gegebenen geraden Linie (Fig. 2.) die Lothe AC, BD auf eine 
zweite, beliebig im Raume gegebene Gerade, fo heißt das. zwi⸗ 
fehen den Endpuncten der Lothe enthaltene Stüf (CD) der 
zweiten Geraden die fenfrechte Projection, oder im Zolgenden 
fehlechthin die Projection von AB. 

a. DBezeichnet man die Neigung der Geraden AB gegen 
ihre Projection CD mit a, und fest AB=1, CD=p, fo iſt 

.cos o, 

Zum Beweiſe ziehe man aus A eine Gerade AE (Sig 2.) 
parallel mit CD, fälle aus B ein Loth BE auf die Ebene ACD, 
siehe FD, welche von AE in E gefchnitten wird, und verbinde 
B mit E Rah einem aus. den Klementen der ÖStereomatrie 
defannten Sate ift der Winfel CDF ein rechter, mithin auch, 
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‘weil AE parallel CD, ZAEF ein rechter, woraus folgt, daß 
auch AEB ein rechter Winkel if. Da CDEA ein Rechteck, fo 
Hau CD=AE, In der Vorausfeßung liegt ferner, daß 
LBAE=o ift, und man hat AE==AB.cos a, folglich auch 
CD =AB.cos a, oder p=1lcos a, w. 3. b. w. 


. Hieraus folgt noch, daß die Projectionen einer Geraden auf 
zwei einander parallele Linien, einander gleich find. 


b. Bel dem Gebrauche der Projectionen muß auch der 
Sinn unterfchieden werden, in welchem die zu projicirende Linie 
zu nehmen ift. Iſt 3. B. in Sig. 2. die Neigung der Linie AB _ 
‘gegen die Projections⸗Linie (Are) gleich «, fo ift die Neigung der 
nämlichen Linie, im entgegengefeßten Sinne genommen, alfo BA, 
gegen die in unverändertem Sinne’ genommene Projectiong- Are, _ 
glih r—a; alfo ift CD==l-cos a die Projection von AB, 
und DC=lcos(n— o)=—1cosa die Projection von BA. 
Man fee allemal zuerft feft, welcher Sinn in der Projections⸗ 
are der pofitive fein foll, und mähle für die Neigung der AB 
gegen die Are denjenigen Winfel, welchen AB mit einer der Are 
parallelen und vom Anfangspuncte A im pofitiven Sinne aus: 
gehenden Geraden AE bildet, betrachte auch die Länge 1 von 
AB immer als pofitio; fo ftellt der Ausdruck Icos« die Pro: 
jection von AB auf die Are nicht allein der Größe nach, fondern 
auch, duch fein Zeichen, den Sinn derfelben dar. ft a fpig, 
fo ift die Projection pofitiv, ift = ftumpf, fo ift fie negativ. 
-Diefe Zeichen find mwefentlich zu beachten, fobald mehrere Linien 
auf diefelbe Age projieirt werden. Man Fann indeffen auch, 
wenn AB==1 pofitiv ift, die Länge von BA=—1 oder nega- 
tio feßen, muß aber alsdann den Winkel & in beiden Fällen als 
den nämlichen betrachten. Denn hierdurch verwandelt fich der 
Werth (Icos a) der Projection von AB, für die von BA in 
—1cosa, tie erforderlich if. Obgleich die zuerft angegebene 
Betrachtungsmweife vor diefer manche Vorzüge hat, fo bedient 
man fich doch häufig auch der letztern, namentlich wenn die pro: 
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jieieten Linien Eovordinaten find, welche ſowohl peikio, wie ne 
gativ genommen zu werden pflegen. 


c. Wird eine Gerade AB=1 auf drei gegen einander ſenk⸗ 
rechte Axen projicirt, fo ift die Summe der Quadrate ihrer Pros 
jectionen dem Quadrate ihrer Länge gleich. 

Denn man ziehe aus dem Anfange A von AB dei. Gerade 
parallel mit den Aren, und projicire auf fie die AB, .fo-find die 
Projectionen jenen auf die anfänglichen Aren, der Reihe nach, 
gleih, und bilden offenbar die Kanten eines rechtwinflichen Pas 
rallefepipedums, defien Diagonale AB ift. In einem folchen ift 
aber das Quadrat der Diagonale gleih der Summe der Quas 
drate dreier zufammenfoßender Kanten; woraus das Vehaup—⸗ 
tete folgt. 

Nennt man demnach a, B, Y die Winkel, welche AB mit 
den Projections⸗Axen bildet, und find within Icosa, lcos ß, 
lcosy die Projectionen von AB, fo bat man: 

1? =1? cos a? 4-1? cos ß?+-1? cos yꝰ V 
folglich cos &? +c0sB? cos = =1.' A. 

Alfo: Die Summe der Quadrate, der Coſinus der Win⸗ 
kel, welche eine Gerade mit drei auf einander ſenkrechten Aren 
bildet, iſt der Einheit gleich. 


d. Es ſei eine zuſammenhaͤngende gebrochene Linie (fie heiße 
ABCD) gegeben. Werden die einzelnen geraden Stuͤcke derfels 
ben, AB, BC, CD, in dem durch die Folge der Buchftaben‘ an: 
gedeuteten Sinne genommen, auf eine beliebige Are projiciet, fo 
iſt die Summe ihrer Projectionen, mit gehöriger Ruͤckſicht auf 
deren Zeichen, gleich der Projection der die Endpuncte der ges 
brochenen Linie verbindenden AD, auf die nämliche Are. Bilder 
die gebrochene Linie ein geſchloſſenes Viele, fo ift die Summe 
der Projectionen aller Seiten, auf eine beliebige Are, Null. 


e. Die gebrochene Linie beftehe aus zwei Städten: AB==1, 


BD==! ( Fig. 1.). Man denke fich drei auf einander ſenkrechte 
Aren, x, y, z, mit welchen 1 der Reihe nach die Winfel «, P, 
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y; F die Winkel a’, B’, 9 bilde; fo daß ILcosa, Lcos A, 
lLcosy und l’cosa’, V'cosß', !cosy die Projectionen von 
1 und Y auf die Aren x, y, z, und mithin, nach d), 
lcosa-f1 cosa', lcosß-F} cosß', lcosy-Pl'cosy’ 
die Projectionen der gebrochenen Linie, auf diefe Axen, find. Es 
fei noch AD=r, und A, u, y die Reigungen von AD gegen die 
Aren, alfo rcosi, rcosu, Tcosv die Projectionen ton AD; 
fo hat man: 
r cos Il cosa--! cos «' 
r cosu=l cos ßB+I cos ß' 
r cosyv=l cosy-Fl cosy. 
Addirt man die Quadrate diefer Sfeichungen, und febt, wegen A., 
cosa?->cosß?-+cosy?=i, cosa?+Fcosß?-Fcosy?=1, 
cosi? +cosu?-rcosy?’ 1, 
fo fommt: | 
—=1?+-1?+21l’(cosa cosa'-+cosß cosß'+-c08Y cosy). 
Aus dem Anfange A der gebrochnen Linie ABD werde AC 
parallel mit BD und in dem Sinne von BD gezogen (Fig. 1.), 
. fo it ZCAD die Neigung der Geraden AB, BD, gegen einan⸗ 
der. Es fi ZCAD==i, mithin ABD=n—i, und 
AD?==AB?.-»BD?-»2AB-BD cosi, 
oder r?—=l’-+-1?-+21l cosi. | 
Diefer Werth von r?, mit dem vorigen verglichen, giebt die 
Formel: | | 
cosi=cosa cos@'-cosß cosß'-Fcosy cosy', B. 
Durch welche die gegenfeitige Neigung zweier Geraden, aus ihren 
Neigungen gegen die Aren, gefunden wird. Daß diefe Geraden 
einander nicht zu fchneiden brauchen, verfteht fich von felbft; 
denn ed Fommt bier Kberhaupt nur auf ihre Richtung, nicht auf 
Ihren. Det im Raume an. Sind 3. B. beide einander parallel, 
und werden fie in gleichem Sinne genommen (alfo 3. B. auch, 
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wenn BD die Verlängerung von AB ift), fo iſt aa’, B==P', 

Yy—y und i==0, wodurd wieder die Formel A erhalten wird. 

Sind fie zwar parallel, aber dem Sinne nach entgegengefeßt, fo 

ft a=en—a, B=n—P, y=en—y und isen. Stehen fie 

fenfrecht auf einander, fo ift i=4y7, und 
cos a cosa'-+cosß cos ß'-+cosy cos YO, 

eine häufig vorfommende Bedingungsgfeichung. 

f. Dur den Anfang O fenfrechter Eoordinaten-Apren ziehe 
man eine, beliebige Gerade OO, fee in jeder diefer Linien den 
Sinn feft, welcher der pofitive fein foll, und nenne «, .B,p Die 
Winkel, welhe OQ mit den Axen x, y, z, der Reihe nach bil: 
det; wobei alle Linien im pofifiven Sinne zu nehmen find. Fer⸗ 
ner werde im Raume ein Punct P beliebig gewählt; es feien. x, y, 
z feine Coordinaten, mithin x cosa, ycosß, zcosy die Pro: 
jectionen derfelben auf OQ, in deren Ausdrüden x, y, z mit 
ihren Zeichen zu nehmen find (vgl. b.). Denkt man fich die 
Coordinaten von P in eine von O nach P gehende gebrochene 
Linie (OP) zufammengefeßt, und nennt man q die Projection 
von OP auf OQ, welche pofitiv oder negativ ift, je nachdem 
fie, von O aus, auf OQ im pofitiven oder negativen Sinne 
fortgeht, fo Hat man: 

xcos a-+ycosß+2 cosy=q, : C. 
zugleich auch 
cos 0? cos B? cos y!=1. 
Der Det allee Puncte P, für welche in der Gleichung C. a, 
B, 9, q ungeändert bleiben, während x, y, z verändert werden, 
ift offenbar eine Ebene, welche fenfeecht auf OQ, in dem Ab⸗ 
ſtande =q vom Anfange der Coordinaten, ſteht. Iſt alſo die 
Gleichung einer Ebene in der Form: 
ax+-by+cez=k | 
gegeben, fo fee man zuerſt m—=-&Va?+b?-+rc?, dividire 
die Gleichung mit m, und vergleiche fie mit der Formel C., fa 
ergiebt fich : 
2 
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| sam! cos ß: b cos y=- —* 
cos am =n2' =: I712 


Hierdurch iſt die Richtung der Normale der Ebene beftimmt ; 
doch bfeibt das Zeichen der Wurzefgröße m zmweideutig, fo lange 
nicht feftgefegt ift, welcher Sinn, in der Normale, der pofitive 
fein fol. on 

Soll nun die gegenfeitige Neigung zweier Ebenen gefunden 
werden, fo ift PFlar, daß man dafür die gegenfeltige Neigung 
ihrer Normalen fegen fann. Sind alfo ax--by--ez=k und 
ax+by-+cz=h' die Gleichungen der Ebenen, und i ihre 


Neigung, fo feße man cos a=—, w.f.f., eben fo cos =, 
=", cos —— m—-+ Va?+b?+c", wodurch 
die Neigungen der Normalen gegen die Aren beſtimmt werden. 
Setzt man ferner die Werthe diefer Eofinus in die Formel B., 
fo kommt für die gegenfeitige Neigung der Normalen, oder für 
die der Ebenen: ‚ 
aa-+-bb'-+cc 

mm ’ 
in welchem Ausdrucke noch eine Zmweideutigfeit von Seiten der 
Zeichen übrig ift, die auch nothmwendig Statt finden muß, meil 
die Neigung der Ebenen oder ihrer Normalen eben fo gut ein 
fpiger als ein ftumpfer Winfel if. Diefe Zweideutigkeit wird 
befeitigt, wenn der Sinn feftgefegt ift, in welchem jede der Nor⸗ 
malen genommen werden foll. 

Im Kolgenden wird von diefen Sägen fehr häufig, ohne 
weitere Erinnerung, Gebrauch gemacht werden. 


cosi= 


7. Die Intenſitaͤt einer Kraft werde immer als eine pofi= 
tive Größe gedacht. Stellt man ferner mehrere an einem ge: 
meinſamen Angriffspuncte A wirkende Kräfte durch Linien dar, 
fo verfteht fih, daß man jede Linie, von A aus, nur nach einer 
‚ Seite ziehen muß, und. zwar entweder jede nath der, nach wel: 
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cher die Kraft den Punct zu bewegen ſtrebt, oder jede nach der 
entgegengeſetzten. Nach der erſten Het werden die Kraͤfte durch 
die Linien als ziehend, nach der zweiten als ftoßend darge: 
ſtellt. Es iſt einerlei, welche diefer Annahmen gemacht wird, 
nue muß man bei der einmal gewählten bleiben. Werden. nun 
durch A drei auf einander fenfrechte Aren.x, y, 2 gelegt, "und 
auf fie die Linien AB, AC «+, welche die Kräfte P, P’«- dar: 
ftellen, projiciet, fo ftellen die Projectionen, nad) Größe und Zei⸗ 
chen, die Componenten der Kräfte dar. Nennt man, alſo a, 6, 
> die Meigungen der Linie AB, welche die Kraft P darſtellt, ge⸗ 
gen die im poſitiven Sinne genommenen Axen, fo find P C08.9, 
P cos ß, Pcosy die Componenten von P. Auf ähnliche Weife 
feien a’, B’, y' die Neigungen von P’ gegen die Aren, mithin 


P’ cos «', P'cos ß', P' cos y’ die Komponenten von P'; u. ff. . 


Wird die Summe aller in die Are x fallenden Gomponente mit 

X bezeichnet, fo ift | 
X=P cos @-+P’ cos «>P" CcoS - 

ober kuͤer X—zPcosa, 

Werden eben fo die Componenten nah y in. eine Summe Y, 

und die nach z in eine Summe Z vereinigt, fo. hat mat. 
Y==P cosß-+-P’ cosß'+P" cos —J—— u 
Z=Pcosy-+-P' cos „+ P" cos y" +4 Bu 

oder Y=zP cos ß, 2=zP 008 Y. Bu F . 


Es fei R die Kefultante der Kräfte P, pP’, 7 "in "und ), 
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Rcos»v die Componenten v bon R nach den Aren, f folgt uns 

mittelbar: in. 

RcosA=X, Rcosu=Y, R cos». u 

Addirt man die Dugdrate diefer Ausdrüde, fo kommt J 
Rν—αν—νν, m ReVÜHPHZ, 

two der Wurzel das pofitive Zeichen zu geben ift. Die Richtung 

f 2% 
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und der Sinn der Reſultante, deren Intenſitaͤt hierdurch bekannt 
iſt, werden durch die Formeln: | 
ö cos X cos * 2 
⸗/ um, csı=r 
‚ohne Zweideutigkeit beſtimmt. 

Setzt man in den Ausdruck für R?, fatt X, Y, Z ihre 
Werthe zP cos a, ein, fo ergiebt fich die Intenfität der Re⸗ 
fultante unmittelbar ausgedrücdt durch die Kräfte P, P'- und 
"ihre gegehfeitige Neigungen, welche fi mit (PP’), (PP) u. ſ. f. 
am vdeutlichften bezeichnen laſſen. Man findet nämlich, bei 
gehdriger Anwendung der Formeln A. und B. des vorigen $., 
wenn 5. B. nur drei Kräfte P, P’, P” gegeben find: 

R?=P? -+P'? P"?_-2PP’ cos (PP')-+-2P’P" cos (P'P”) 
-+»2P"P cos (P"P), 
d. h. das Quadrat der Reſultante iſt gleich der Summe der 
Quadrate aller Kraͤfte, vermehrt um die doppelte Summe der 
Producte, welche man erhaͤlt, indem man jede Kraft mit jeder 
andern, und ihr Product in den Coſinus ihrer gegenſeitigen Nei⸗ 
gung, multiplicirt. 

Dieſer Satz gilt fuͤr jede beliebige Anzahl von Kraͤften. 


Soll insbeſondre zwiſchen den Kraͤften Gleichgewicht beſte⸗ 


ben, fo muß die Reſultante R Null fein. Da nun die Reſul⸗ 
tante die Diagonale eines Parallelepipedums ift, deffen Seiten 
die Componenten X, Y, Z find, und die Diagonale nie Null 
wird, wenn nicht die Seiten des Parallelepipedums einzeln Null 
find; fo folgt, daß die Componenten einzeln Null fein müffen. 
Diefer Schluß würde auch gelten, wenn man die Kräfte nicht 
nach fenfrechten, fondern nach) fchiefen Aren, zerlegt hätte. Man 
erhäft alfo J 
X=0, Y=0, Z=0 
oder ZPcosa=0, SP cosß=0, zP cosy=0, 


als die nothiwendigen und hinreichenden Bedingungen des Gleich⸗ 


gewichtes. 
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8. Es werde jet angenommen, daß der Angriffspunet ſich 
duf einer unbeweglichen Kläche befindet, von welcher er fi zwar 
entfernen Fann, die ihm aber Fein Eindringen geftattet. Wirken 
auf ihn gleichzeitig die Kräfte P, P’, P"«, fo fege man.diefels 
ben zuerft in eine einzige Refultante R zufammen, und zerlege 
dieſe ſodann in eine auf der Flaͤche normale und eine der 
Beruͤhrungsebene parallele Seitenkraft. Der letzteren ſetzt die 
Flaͤche keinen Widerſtand entgegen; in Hinſicht auf die erſte ſind 
zwei Faͤlle moͤglich; entweder naͤmlich die normale Kraft druͤckt 
den Punct gegen die Flaͤche, oder fie treibt ihn, ſich in der Rich⸗ 
tung der Normale von der Fläche zu entfernen. In dem 
zweiten diefer Fälle ift es offenbar eben fo, als ob die Fläche 
gar nicht vorhanden, oder der Punct frei beweglich wäre. Im 
erften Falle aber, wenn der Punct gegen die Fläche gedruͤckt 
wird, welche ihm Fein Eindringen geftattet,, wird der. normale 
Druck durch einen gleichen und entgegengefegten von der Släche 
dargebotenen Widerftand aufgehoben. Soll alfo Gleichgewicht 
beftehen, fo muß die tangentiale Componente von R Null fein, 
und die Kraft R muß den Punct normal gegen die Flaͤche druͤk⸗ 
ken. Um dieſe Bedingungen analytiſch darzuſtellen, nenne man 
die Intenſitaͤt des normalen Widerſtandes N, und A, u, » die 
Winkel, welche die Richtung defielben mit den Aren bildet, zer⸗ 
lege ferner die Kraft R nach den Axen in die drei Eomponenten. 
x, Y, zZ; fo muß, für das Gleichgewicht, fein: | 


X+-N cos —0, Y+Noosu=0, Z+N cas7—0. d. 
Bezeichnet man die Gleichung der Flaͤche durch L=0, ſo J— 


u—x v— w—z 5 
"dh "zT 7 VE “ 


As., .dy. ru . ar oalı 
die Bra ihrer Normale. Wird ferner Aue Mori, 
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geſetzt, fü Hat man, für. die Reigungen der Normale gegen die 


⸗ 





2. Statik eines Punstes auf einer Fläche. 8. 
Aten z, y, z die Ausdruͤcke: 


Ed — — 
.„ c03 "U dr‘ c08 A == U'dy’ $ T iz’. we. , 


in weichen aber dag Zeichen der Wurzelgröße Uno zweideutig 
ft: Die Bedingungen des Gleichgewichtes gehen demnach in 
folgende‘ Gleichungen über: | 


"+ Kam udn ee 3. 


Wied aus bieſen drei Gleichungen der Quotient = weggeſchaft, 
ſo kommt: 


[ 
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welche Glelchungen nichts Anderes defagen, als’ daß die Kefuftate 
der Keäfte X, V, Z Auf der Flaͤche normal ift. Sind die Com⸗ 
ponenten X, X, Z als Zunctionen der Toordinaten x, y, z ihres 
Angriffspuncies gegeben, fe wird durch diefe beiden Gieichungen, 
in Verbindung wit ED, der Ort beſtimmt, in welchem der 
Puiict, unter Det Mirfung Het gegebenen Kräfte, auf der Zläche 
ruhen kann, oder überhaupt der Ort, In welchem dieſe Kraͤfte, 
“wenn fie ihn wärend der Bewegung treffen, feinen Einfluß auf 
die Bervegung haden. Day gehött aber, daß. die Kraft R ihn 
gegen die Fläche druͤcke, nicht aber ihn von derſelben zu entfer⸗ 
nen ſtrebe, bb dieſe Bedlngung iſt in: den vorſtehenden Glei⸗ 
ungen; niept_enthalten- Um hieruͤber. zu entſcheiden, entwickele 
man aus 4. mit Huͤlfe d der Gleichung L=0, zuerſt die Werthe 
von x, y, z, ſo werden dadurch augteich die entfprechenden Wer: 
the bon X, Y, Z, w 7: Ei, mithin auch U, bis auf 
LH ichen ‚"bekdnnt: Sir nit feße mai role Bleichun⸗ 
gen 3. ein, und heftige! ap. Befbeh von U [by daß der Werth 
von N pofitiv werde, ta imm mogiich u erforderlich ift. 
Atoͤdann ſindeauch die Groͤßen cos}. cösitt,.cos 2: lady 2.,. bez 
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fannt, und mithin die Richtung des Widerftandes vollftändig 
beftimmt. Am Plarften ift e8 nun, ſich die Zläche als eine un: 
endlich duͤnne Schaale zu denfen, und zunächft anzunehmen, daß 
der Punct ſowohl innerhalb als außerhalb der Schaale ſich bes 
finden kann. Die gefundenen Werthe von cos, cos u, cos % 
lehren alsdann, indem fie die Richtung des -Widerftandes ange: 
ben, auf melcher Seite der Fläche der Punct fich befinden muß, 
um duch den Widerftand derfelben in Ruhe gehalten zu werden. 
Soll fih nun der Punct z. B. bloß auf der äußeren Seite bes 
finden, fo wird man diejenigen Yuflöfungen verwerfen, nach wel: 
chen er fich auf der inneren Seite befinden müßte. 


Es fei z. B. die Fläche eine Kugel, und die auf den Punct 
wirkende Kraft die Schwere, fo ift Plar, daß der Punct, wenn 
die Kugelfläche als eine unendlih dünne Schaale gedacht wird, 
oben auf der Kugel außerhalb, unten innerhalb der Schaale ru: 
hen Fann. Diefes zeigt nun die Rechnung auf folgende Art: 


Man nehme den Mittelpunct zum Anfange der Coordinaten, 
die Aren x, y horizontal, die z vertical und pofitiv nach oben. 
Der Halbmefler fei a, alfo die Gleichung ver Kugel 

Lxꝰ y +2?’ — a?=0, 
Kür die auf den Punct wirkende Kraft kann man fein Gewicht 
p legen. Die Richtung derfelben bildet mit den Axen x, y, © 
der Reihe nach die Winfel a, B, y, deren Cofinus 0, 0, —1 
find; alfo cosa=0, cos ß==0, cosy=m—A1, und mithin ° 


Ä dL dE 
x=0, Y=0, Z=—p. Ferner ift - 2% Yv 


er; daher gehen die Gleichungen 4. über in 
0 _0_-Pp. 
oo 2x 2y 4’ | 
und hieraus folgt x=0, y==0, mithin za Auch ifi 
Us=:+2a. 
Bon. den Gleichungen 3. fallen die Beiden erften von feldft 
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weg, weil X=0, Y=0, == = die letzte giebt, für 


+, C=+2, und mithin 
-PtZ7; > „ za0, 


folglich —— und Non Alfo ift (na 2.) cos 10, 
cos u——0, cosv= 1; der Widerftand N wirft mithin paral- 
lel der Are z aufwärts. Der Punct befindet ſich nun, weil 
z==-ra, oben auf der Kugelfchaale, und da der Widerftand N 
ihn hindert abwärts zu gehen, fo muß die Flaͤche unterhatb des 
Punctes gedacht, werden, oder der. Punct fi außerhalb der Kus 
gelfehaale befinden. 

Segt man aber z=—.a, fo befindet fi der Punct unten 
an der Kugel. Alsdann giebt die dritte der Gleichungen 3.: 





N - 
-p-32,72=0, j - 


folsih U=—2a, N=p, und mithin, nah 2, cosi=0, 
cos u=0, cosv—+1 (weil C=—2a). Der Widerſtand 


wirkt alfo wieder aufwärts, oder die Fläche muß fi) mieder 
unterhalb des Punctes befinden, d. h. dee Punct muß innerhalb 
der Kugelſchaale liegen. 

Der Lefer wird aus dieſem Beifpiele entnehmen, daß die 
Rechnung allemal die Richtung und den Sinn des Widerftandes 
deutlich anzeigt, woraus ſich fodann ſchließen läßt, auf welcher 
Seite der Fläche fich der Punct befinden muß, da der Sinn des 
Widerftandes immer von der Fläche nach dem Puncte geht. 

Im Vorhergehenden ift angenommen, daß der Punct fich 
ohne Widerftand von der Fläche entfernen Fann. Er kann aber 
auch unbedingt auf derfelben zu bleiben gezwungen fein. Ale: 
dann kann man fich ftatt der Fläche zwei überall gleich und 
unendli wenig von einander abftehende Schaalen vorftellen, zwi⸗ 
fchen welchen der Punet fich befindet. In vdiefem Falle findet 
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jede normale Kraft, in weichem Sinne fie auch wirke, einen Wis 
derftand, der ihr Gleichgewicht Hält; wirft eine tangentiale Kraft 


auf den Punct, fo ift derfelbe im erften Augenblicke nicht gehin⸗ 


dert, nach der Richtung derfelben fortzugehen, und muß alfo in 
diefem Sinne fich zu bewegen anfangen; wie er dann weiter ges 
hen wird, ift hier nicht zu unterfuchen. Wenn alfo Gleichgewicht 
beftehen fol, fo muß die Refultante aller auf den Punct wirfens 
den Kräfte auf der Fläche normal fein. Die Bedingungen des 
Gleichgewichtes find daher die nämlichen wie vorhin. Und zwar 
ift jede Auflöfung, welche den Gleichungen 4. in Verbindung mit 
der Gleihung LO genügt, zuläffig, da der Widerftand in der 
Normale ſowohl in dem einen als in dem andern Sinne Statt 
finden: fann. 


9. Iſt der Angriffspunct auf einer Curve beweglich, fo 
Hat man zwifchen feinen Eoordinaten zwei Gleichungen, die durch 
L=0 und M==0 bezeichnet fein. Jede derfelben drückt eine 
Fläche aus, auf welcher der Punct fich befindet, und welche feis 
nem @indringen einen gewiffen normalen Widerftand entgegen: 
feßen wird. Der Punct befindet ſich alfo unter dem Einfluffe 


zweier Widerftände, die man aber in jedem Augenblicde in einen’ 


einzigen N zufammenfegen kann, defien Richtung in die Normal: 
Ebene der Curve fallen muß. Bezeichnet man mit A, u, » die 
Neigungen von N gegen die Iren, und bemerft, daß die Gleis 
ungen der Tangente an der Curve folgende: 


EEE —— EEE ran — 


und mithin die Eofinus der Neigungen der Tangente gegen die 


Are folgende find: 7,2 da ‚fo ergiebt ſich, weil Die 


Richtung von N fenfrecht auf ver Tangente fteht, die Gleichung: | 


dz 
3. 1. 


Ferner ift, für das Gleichgewicht, erforderlich, daß fei: 


dx dy | 
cos‘ 7, t+eosu 1 I cos y 


- 


‘ 
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X-+N cosA=0, Y-EN cos v0, Z+HNcosv==0. 


Multiplicirt man diefe Gleichungen der Reihe nach mit dx, dy, 
 dz und addiert die Producte, fo fommt, wegen 1. 


| Xdx+Ydy-+Zdi=0. 2 

Werden aus dieſer Gleichung die Differentiafverhäftniffe 
| =, = weggefchafft, deren Werthe ſich aus den Gleichungen 
der Curve ergeben, fo geht dieſelbe in eine endfiche Glei⸗ 
chung zwiſchen x, y, z über, welche in Verbindung mit den 
Gleichungen der Curve, den Ort des Gleichgewichtes beſtimmt. 
Hierbei finden übrigens noch die naͤmlichen Unterſcheidungen Statt, 
wie bei den Flaͤchen, je nachdem ſich der Punct von der Curve 
entfernen kann oder nicht; es wird aber in jedem Falle der Sinn 
des normalen Widerſtandes durch die Rechnung genau beſtimmt, 
wonach dann das Hebrige beurtheilt werden fann, mie bei den 


Flaͤchen. a 


Kräfte an einem feſten Syſteme. 


10. Zwei Puncte ſind mit einander feſt verbunden, 
wenn ihre gegenſeitige Entfernung ungeaͤndert bleibt, welche 
Kraͤfte auch an ihnen angebracht werden. Ein Syſtem, deſſen 
Punete feſt mit einander verbunden ſind, heiße ein feſtes Sy⸗ 
ſtem. Es braucht kaum bemerkt zu werden, daß es ein unbe⸗ 
dingt feſtes Syſtem, oder einen unbedingt feſten Koͤrper, in der 
Natur nicht giebt; deſſen ungeachtet koͤnnen die Bedingungen des 
Gleichgewichtes an einem feſten Syſteme Gegenſtand einer theo⸗ 
retiſchen, auch auf Körper der Natur in vielen Faͤllen anwend⸗ 
baren, Unterfuchung fein. Diefe Unterfuchung fegt einen höchit 
einfachen Grundfag voraus, der fogteich angegeben werden ſoll. 
Zur Abkuͤrzung nenne man zwei Kraͤfte, welche in der Richtung 
der geraden Linie zwiſchen ihren Angriffspuncten, die eine im 
entgegengeſetzten Sinne der andern, wirken, einander entgegens 


N 
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gerichtet. Entgegengerichtete Kräfte find alſo allemal einan⸗ 
der parallel und entgegengefeßt; aber die Umfehrung diefes 
Sages gilt im Allgemeinen nicht. Der Grundfaß, auf welchem 
die Lehre von dem Gleichgewichte an einem feften Soſeme be⸗ 
ruht, iſt nun folgender: 

Zwei gleiche und entgegengerichtete Kräfte, und nur zwei 
fotche, an feit verbundenen Puncten angebracht, halten einander 
Gleichgewicht. 

Es wird an einer anderen Stelle dieſes Buches von dieſem 
Grundſatze noch die Rede ſein; hier mag nur folgende Bemer⸗ 
kung hinzugefuͤgt werden. Da die Kraͤfte nicht unmittelbar auf 
denſelben Punet wirken, ſo kommt auch zwiſchen ihnen das 
Gleichgewicht nicht unmittelbar, ſondern nur vermittelſt der Wi⸗ 
derſtaͤnde oder inneren Kraͤfte zu Stande, durch welche die ge⸗ 
genſeitige Entfernung der Puncte unverändert erhalten wird. 
Man muß fi alfo vorftellen, daß an den Puncten zwei einans 
der und den Kräften gleiche Widerftände auftreten, fo daß an 
jedem Puncte zwifchen dee an ihm angebrachten Äußeren und 
dee an ihm auftretenden inneren Ktaft Gleichgewicht befteht. 
Diefe Widerftände bilden die Spannung der beide Buncte 
verbindenden Geraden. 

Aus vorftehendem Grundfage folgt, daß man den Angriffss 
punet einer Kraft am jeden In ihrer Richtung befindlichen und 
mit dem vorigen feft verbundenen Punct beliebig verlegen Fann. 
Denn es fei A der anfängliche Angriffspunct der Kraft, B ein mit 
A. feft verbundener, in der Richfung der Kraft liegender Punct; 
fo fann man an B zwei einander gleiche und entgegengefeßte Kräfte 
anbringen, welche einander aufheben. Kallen num diefe Kräfte 
zugleih in die Richtung der vorigen Keaft und find fie dieſer 
gleich, fo Heben au die an A und B angebrachten gleichen und 
entgegengerichteten Kräfte einander auf, und es bleibt alfo nur 
noch die andere an B angebrachte Kraft übrig, welche man als 
die vorher an A angebrachte, jegt an den Angriffspunct B vers 
fegte. Kraft anfehen Fann. | 


} 
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Hierbei iſt vorausgeſetzt, was ſich auch von ſelbſt verſteht, 
daß man an jedem Syſteme Kräfte, zwiſchen denen Gleichge⸗ 
wicht befteht, beliebig hinzufügen oder auch wegnehmen kann, 
ohne etwas zu ändern. 

Und eben fo ift klar, daß das Gleichgewicht zwiſchen meh⸗ 
teren Kräften an einem Syſteme niemals geftört wird, wenn 
man zu dem Syſteme noch beliebig viele materielle Puncte Hinz. 
jufügt, und ſolche mit den Puncten des Syſtems beliebig ver⸗ 
bindet. Dder allgemeiner: 

Beſteht zwifchen den Kräften (P, P’«-) an dem Spfteme 
A, und zwifchen den Kräften (Q, Q’-) an dem Spfteme B 
Gleichgewicht, fo wird weder das eine noch das andere geftört, 
wenn man die Puncte des einen Spftemes mit den Puncten des 
anderen beliebig verbindet; ohne übrigens die Verbindung zwis 
ſchen den Puncten jedes einzelnen Syſtems zu ftören. Denn da 
die Kräfte feinem der Syſteme eine Bewegung ertheilen, fo wer: 
den durch die Verbindung beider Spfteme feine gegenfeitigen 
Einwirkungen zwifchen ihnen beranlaßt, und mithin befteht das 
Gleichgewicht fort. 

Diefes gilt eben fo gut in Bezug auf das Gleichgewicht von 
Kraͤften an ruhenden wie an bewegten Syſtemen; denn daß durch 
die Verbindung der Syſteme die Bewegung in ihrem Fortgange 
geändert wird, gehört nicht hierher. Es wird nur geſagt, daß 
die Kräfte, ztwifchen denen an jedem Spfteme Gleichgewicht bes 
fteht, auf die Bewegung feinen Einfluß haben, und auch feinen 
erhalten, wenn die Syſteme beliebig mit einander verbunden werden. 

Uebrigens aber Fann der Lefer ſich die Angriffspuncte für 
jegt immerhin bloß als ruhend vorftellen, wenn ihm dies eine 
Erleichterung zu fein fcheint. 


Zwei Kräfte in einer Ebene. 


11. An den Puncten A und B (daß die Puncte feſt vers 
bunden find, und außerdem mit beliebigen anderen Puncten feft 
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verbunden fein oder werben Fönnen, braucht nicht immer wieder 


ausdruͤcklich aefagt zu werden) wirken zwei Kräfte P und Q, 
in den Richtungen AP, AQ, welche im Puncte C einander 
fchneiden (Sig. 3.). Bringt man an C zwei der P und Q bes 
ziehungsweiſe gleiche und entgegenrichtete Kräfte an, fo befteht 
Gleichgewicht. Für diefe fann man auch ihre Refultante R 
feten, deren Richtung Cr. fei. Der Angriffspunct von R fann 
ferner an jeden beliebigen Punct M in der Richtung der Geras 
Cr verlegt werden, ohne das Gleichgewicht zu fören. Oder 
eine der Cr gleiche und entgegengerichtete Kraft MR an M an; 
gebre arht, ift die Refultante von P und Q. 


Durch die Buncte A, B, C lege man einen Kreis, und 
nehme zum Angriffspuncte der Refultante R den zweiten Durch: 
ſchnitt M der Geraden Cr mit diefem Kreife. So lange die 
Kräfte P und Q der Antenfität nach ungeändert bleiben, und 
ihre gegenfeitige Neigung (ACB) ebenfalld ungeändert bleibt, 
ändert fich offenbar auch die Intenfität der Refultante R nicht. 
Laͤßt man nun die Kräfte, unter den obigen VBorausfegungen, 
fih in ihrer Ebene um ihre Angriffspuncte A und B drehen, 
fo durchläuft der Durchfchnitt ihrer Richtungen C, bei fortge: 
fester Drehung, den ganzen Umring des Kreiſes CAMB. Es 
ſei, durch diefe Drehung, der Punct C nach C’, und die Kräfte 
in die Richtungen AP’, BQ’ gefommen, fo muß die Refultante 
jest den Winfel AC'B in die nämlichen Theile theilen, wie vor: 
hin den Winfel ACB; folglih muß auch die Refultante aus C’ 
den Bogen AMB in die nämlichen Theile theilen, wie vorhin die 
Refultante aus C, und mithin muß die Refultante aus C’ den 
Kreis in dem nämlichen Puncte, wie die Refultante aus C, d. 1. 
in M, zum zweiten Male fchneiden. 


Gelangt fernee der Durchfchnitt der Richtungen beider 
Kräfte in den Bogen AMB; 3. B. nach C”, wobei die Kräfte 
in Die Geraden AP” und BQ” fallen; fo geht die Refultante 

CR” wieder durch M, wie der Lefer leicht einfehen wird. 
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Hierbei tft vorausgeſetzt, was ſich auch von ſelbſt verſteht, 
daß man an jedem Syſteme Kraͤfte, zwiſchen denen Gleichge⸗ 
wicht beſteht, beliebig hinzufuͤgen oder auch wegnehmen kann, 
ohne etwas zu aͤndern. 

Und eben ſo iſt klar, daß das Gleichgewicht zwiſchen meh⸗ 
reren Kraͤften an einem Syſteme niemals geſtoͤrt wird, wenn 
man zu dem Syſteme noch beliebig viele materielle Puncte hin⸗ 
zufügt, und foldhe mit den Puncten des Syſtems beliebig ver- 
bindet. Dder allgemeiner: 

Defteht zwifchen den Kräften (P, P’+) an dem Spfteme 
A, und zwifchen den Kräften (O, Q’--) an dem Spfteme B 
Gfeihgewicht, fo wird weder das eine noch das andere geftört, 
wenn man die Puncte des einen Spftemes mit den Puncten des 
anderen beliebig verbindet; ohne übrigens die Verbindung zwis 
ſchen den Puncten jedes einzelnen Syſtems zu ftören. Denn da 
die Kräfte feinem der Spfteme eine Bewegung ertheilen, fo wer: 
den durch "die Verbindung beider Spfteme Feine gegenfeitigen 
@inwirfungen zwifchen ihnen veranlaßt, und mithin beſteht das 
Gleichgewicht fort. 

Dieſes gilt eben ſo gut in Bezug auf das Gleichgewicht von 
Kraͤften an ruhenden wie an bewegten Syſtemen; denn daß durch 
die Verbindung der Syſteme die Bewegung in ihrem Fortgange 
geändert wird, gehört nicht hierher. Es wird nur geſagt, daß 
die Kräfte, zmifchen denen an jedem Spfteme Gleichgewicht be: 
fteht, auf die Bewegung feinen Einfluß haben, und auch feinen 
erhalten, wenn die Syſteme beließig mit einander verbunden werden. 

Uebrigens aber Fann der Lefer fich die Angriffspuncte für 
jegt immerhin bloß als ruhend vorftellen, wenn ihm dies eine 
Erleichterung zu ſein ſcheint. 


Zwei Kräfte in einer Ebene. 


11. An den Puncten A und B (daß die Puncte feſt vers 
bunden find, und außerdem mit beliebigen anderen Puncten feft 
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verbunden fein oder werden Fönnen, braucht nicht immer wieder 
ausdräclich gefagt zu werden) twirfen zwei Kräfte P und Q, 
in den Richtungen AP, AQ, welche im Punete C einander 
fchneiden (Fig. 3.). Bringt man an C zwei der P und Q bes 
ziehungsmweife gleiche und entgegenrichtete Kräfte an, fo befteht 
Gleichgewicht. Fuͤr diefe fann man auch ihre Refultante R 
feßen, deren Richtung Cr. fei. Der Angriffspunct von R fann 
ferner an jeden beliebigen Punct M in der Richtung der Geras 
Cr verlegt werden, ohne das Gleichgewicht zu ſtoͤren. Oder 
eine der Cr gleiche und entgegengerichtete Kraft MR an M an 
gebracht, ift Die Refultante von P und Q. 


Durch die Puncte A, B, C lege man einen Kreis, und 
nehme zum Angriffspuncte der Refultante R den zweiten Durch- 
fepnitt M der Geraden Cr mit diefem Kreife. So lange die 
Kräfte P und [) der Intenſitaͤt nach ungeändert bleiben, und 
ihre gegenfeitige Neigung (ACB) ebenfalld ungeändert bleibt, 
ändert fich offenbar auch die Intenfität der Refultante R nicht. 
Läßt man nun die Kräfte, unter den obigen VBorausfeßungen, 
fich in ihrer Ebene um ihre Angriffspuncte A und B drehen, 
fo durchläuft der Durchfchnitt ihree Richtungen C, bei fortge: 


ſetzter Drehung, den ganzen Umring des Kreiſes CAMB. Es 
ſei, duch diefe Drehung, der Punct C nad C', und die Kräfte 


in die Richtungen AP’, BQ’ gefommen, fo muß die Refultante 
jest den Winkel AC'B in die nämlichen Theile theilen, wie vor⸗ 
hin den Winfel ACB; folglih muß auch die Refultante aus C’ 
den Bogen AMB in die nämlichen Theile theilen, wie vorhin die 
Refultante aus C, und mithin muß die Refultante aus C’ den 
Kreis in dem nämlichen Puncte, wie die Refultante aus C, & 1. 


in M, zum zweiten Male fehneiden. 


Gelangt ferner dee Durchfchnitt der Richtungen beider 
Kräfte in den Bogen AMB, 3. B. nad C”, wobei die Kräfte 
in Die Geraden AP” und BO” fallen; fo geht die Refultante 


CR” wieder durch M, wie der Lefer feicht einfehen wird. 
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Es verhält ih P:Q:R=sinMCB:sin ACM:sin ACR, oder, 
weil ABM=ACM, BAM==BCM, ACB=2R — AMB ift, 


P:Q:R=sin MAB: sin MBA: sin AMB. 
‚ Zieht man demnach AM, MB, fo ift au 
P:Q:R=MB:MA:AB, 


Der fo beftimmte Punct M, durch melchen die Kefultante dee 
beiden Kräfte P und Q beftändig geht, wenn diefe Kräfte, ohne 
Aenderung ihrer gegenfeitigen Neigung, in ihrer. Ebene um ihre 
Angriffspuncte gedreht werden, heiße der Mittelpunct der 
Kräfte P und O. 

Die vorftehende Eonftruction des Mittelpunctes gilt auf 
gleihe Weife, e8 mag die Neigung (ACB) der Kräfte P und 
Q gegen einander fpig oder ftumpf fein. Wäre fie ftumpf, fo würde 
nur der Bogen AMB, in welchen der Mittelpunct fällt, größer 
als der auf der anderen Seite der Sehne AB befindliche Theil des 
Kreifes, alfo größer ald der Halbfreis fein (Fig. 4). Der Mit: 
telpunct fällt in dem Bogen AMB allemal, wie leicht zu fehen, 
näher an den Angriffspunct der größeren, als an den der Pleir 
neren Kraft; ift 3. B. P>O, fo ift Bogen AM<DBogen MB. 
ft aber P=Q, fo ift aub Bogen AM=DBogen MB. 

Man denke fih jest (Fig. 3.) die Neigung ACB der Kräfte 
als fpig, und nehme an, daß diefelbe fich immer mehr der Null 
nähere. Alsdann mwächft der Durchmeſſer des Kreifes über alle 
Grenzen hinaus, und der Bogen AMB fällt immer genauer mit 
der Sehne AB zufammen. Man fieht alfo, daß, wenn Die 
Kräfte parallel werden, der Mittelpunct M endlich in einen Punct 
der Sehne AB fallen muß. Dabei gilt immer die Proportion 
P:Q=MB:MA, durch melde die Lage dieſes Mittelpunctes, 
in der Sehne AB und zwiſchen den Endpuncten derfelben, genau 
beftimmt iſt. Die Refultante R aber geht indie Summe P--Q 
über, und wirkt mit beiden Kraͤften parallel und in gleichem 
Sinne. 

Man nehme ferner an (Fig. 4), daß der Winkel ACB 


/ 
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ſtumpf fei und ſich immer mehr zwei Rechten naͤhere; zugleich 
ſei PQ. Alsdann fällt nicht allein Bogen BCA immer ge 
nauer in die Sehne BA, fondern es fällt auch der Bogen 
BCAM immer genauer mit feiner Sehne BM zufammen, weil 
ZABM=ACM if, und diefer fih der Null nähert, indem 
ACB fich zwei Rechten nähert. Wird alfo endlid ACB2R, 
fo fällt BM mit «BA in eine gerade Linie zufammen; dabei bleibt 
aber BM größer als BA, oder der Punct M fällt in die von 
A. ausgehende Verlängerung der Sehne BA. Und man hat 
immer P5Q=MB!:MA; zugleich ade R=P—Q. Der 
Mittelpunct fällt demnach in die Verlängerung der Sehne BA, 
auf die Seite der größeren von beiden Kräften P und O; die 
Refultante aber iſt den Kräften parallel, ihrem Unterfchiede gleich 
und wirkt in dem Sinne der groͤßeren. 

Iſt aber P=Q, ſo iſt ZACM=BEM, ode Bogen 
AM==Bogen MGB ($ig. 4.), und Sehne AM=MB. N 
hert fich nun der Winkel ACB zwei Rechten, während AB, wie 
immer, unveränderlich gedacht wird, fo wachfen MA, MB über 
alle Grenzen hinaus, oder der Mittelpunct rücht in unendliche 
Entfernung von A und B. Zugleich aber wird die Reful- 
tante immer genauer dem Unterfchiede beider Kräfte gleich, alfo 
immer genauer Null, Diefer Kal macht alſo eine bemerkens⸗ 
werthe Ausnahme von den uͤbrigen. 


Aus dem Vorhergehenden ergiebt ſich: 

Zwei Kraͤfte in einer Ebene laſſen ſich, mit Ausnahme d des 
einzigen Falles, wenn beide einander gleich, parallel und entgegen⸗ 
geſetzt ſind, immer durch eine dritte, in der naͤmlichen Ebene 
wirkende Kraft erſetzen. Dieſe erſetzende Kraft kann an jedem 
beliebigen Puncte ihrer Richtung angebracht werden; es giebt 
aber unter dieſen Puncten einen, der vor den uͤbrigen ausgezeich⸗ 
net iſt und der Mittelpunet der Kraͤfte genannt wird. Dreht 
man naͤmlich die Kräfte, in ihrer Ebene, um ihre Angriffspuncte 
fo, daß ihre gegenfeitige Neigung beftändig die nämliche bleibt, 

| Ag 
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fo geht die erfegende Kraft, in jeder Stellung des Syſtemes, 
durch diefen Mittelpunct. 

Oder bringt man an diefem Mittelpuncte eine der Refultante 
gleiche und entgegengerichtete Kraft an, fo befteht zwifchen die⸗ 
fee und den beiden andern Kräften immer Gleichgewicht, mie 
auch das Spftem ihrer feitverbundenen Angriffspuncte in feiner 
Ebene verfehgben werde, wenn die Kräfte mir unveränderlichen 
Intenſitaͤten in unveränderlichen Richtungen ‘an ihren Angriffs⸗ 
puncten haften. Wird z. B. der Mittelpunct M (&ig. 3.) als 
unbeweglich angenommen, fo befteht zwifchen den Kräften P 
an A und Q an B immer Gfeichgewicht, wie auch das Dreieck 
AMB, in’feinee Ebene, um M gedreht werde, während die 
Kräfte immer in den nämlichen Richtungen auf ihre Angriffe: 
puncte wirken; weil ihre Refultante beftänbig durch den unbe⸗ 
weglichen Punct geht. 

Anmerfung. Sollte im VBorhergehenden, bei dem lieber: 
gange von geneigten Kräften zu parallelen, noch nicht genug 
erwiefen feheinen, daß zwei parallele Kräfte, mit Ausnahme des 
ſchon erwähnten befonderen alles, fi) immer durch eine einzige 
Kraft erfegen laſſen; fo fann dies noch auf folgende Weife ge: 
fchehen. Sind an A und B zwei parallele Kräfte P und Q ge 
geben, fo bringe man noch zwei gleiche und entgegengerichtete 
Kräfte N und N’ an A und B an (Fig. 5.), durch melche nichts 
geändert wird. Setzt man nun N mit P in die Refultante P, 
eben fo N’ mit Q in Q’ zufammen, fo werden die Richtungen 
von P’ und Q’ allemal einander fehneiden, wenn nicht P und Q 
einander gerade gleich und entgegengefegt find, welcher Fall auss 
geſchloſſen ift. Werden nun die Kräfte P’ und Q’ anden Durch: 
fehnitt C ihrer Richtungen Übertragen, und ftatt ihrer wieder die 
Componenten N und P, N’ und Q gefeßt, fo heben fich die glei⸗ 
chen und entgegengefeßten Componenten N und N’ an C auf, 
und es ergiebt fi mithin an C eine Refultante, welche der 
Summe (oder Differenz) der Kräfte P und Q gleich und ihnen. 
parallel iſt; wie oben gefunden wurde. 
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Von den Kraftepaaren. 


12. Zwei gleiche, parallele und an feſtverbundenen Angriffs⸗ 
puneten in entgegengeſetztem Sinne wirkende Kräfte (welche im 
Vorhergehenden eine Ausnahme machten), nennt man ein Kräfs 
tepaar, oder auch häufig, fobald Fein Mißverſtaͤndniß zu befors 
gen iſt, fchlechthin ein Paar. Der fenkrechte Abftand zweier 
ein Paar bildender Kräfte von einander wird die Breite, und 
die gerade Linie zwiſchen den Angriffepuncten der Arm des Paa⸗ 
ves genannt. Da man aber die Angriffspuncte der Kräfte in 
ihren Richtungen beliebig verlegen kann, fo kann man auch den 
Arm des Paares immer feiner. Breite gleich machen, und dieſes 
fol im Folgenden in der Regel als gefchehen vorausgefegt mers 
den. Alsdann ftehen die Kräfte fenfrecht auf dem Arme des 
Paares, oder diefes ift rechtwinklich. Man pflegt die Kräfte 
eines Paares durch entgegengefete Zeichen, wie P und —P zu 
unterfcheiden, und das von ihnen gebildete Paar der Kürze wes 
gen durch (P, —P) zu bezeichnen. 

Ein Paar, deffen Kräfte nicht Null find, oder deſſen Breite 
nicht Null if, kann offenbar nicht für fih im Gfeichgewichte 
fein, auch niemals durch eine einzelne Kraft im Gfleichgewichte 
gehalten werden. Denn hielte eine Kraft R dem Paare Gleich⸗ 
gewicht; fo kann man allemal eine der R gleiche, parallele und 
entgegengefegte Kraft (—R) annehmen, welche fich gegen das 
Paar ganz in der nämlichen, nur gerade entgegengefeßten Lage 
befindet, wie R, und welche dem Paare eben fo gut, wie R,. 
Gleichgewicht Halten muß, weil in beiden Fällen Alles gleich iſt. 
Man bringe demnach die Kraft (—R) und zugleith,. um nichts 
zu ändern, eine ihr gleiche und entgegengerichtete Kraft (R’) an. 
Das Gleichgewicht, melches zwifchen den Kräften P, —P und 
R, nah der Annahme befteht, wird duch Hinzufuͤgung von 
—R und R' sicht geftört. Da aber auch P,:—P und —R 
für fih im Gleichgewichte find, fo müßte zwifchen den beiden 
noch übrigen ‚parallelen, gleichen und in gleichem Sinne wirken⸗ 
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“ den Kräften CR und R) Gfeichgewicht beftehen, tvas dem Grund⸗ 
fage in $. 10 mwiderfpricht. 

. Ein Kräftepaar ift demnach eine eigenthämliche Verbindung 
von Kräften, weiche niemals duch eine einzelne Kraft erfegt wer⸗ 
den kann. Auf welche Weife aber Paare Durch andere Paare 
erfegt werden Fönnen, fol jegt gezeigt werden. 


+..43. a. Ein Kräftepaar Fann man, in feiner Ebene. oder im 
Raume, parallel mit ſich ſelbſt, beliebig verlegen, ohne feine 
Wirkung zu Ändern; vorausgefeßt, daß die neuen Angeiffpuncte 
mit den vorigen feft verbunden find. 

Denn es fei (Sig. 6.) (P,—P) das Kräftepaar, andem Arme AB. 
Daffelbe werde zur Abkürzung mit & bezeichnet. Aus einem be⸗ 
liebigen Puncte A’ ziehe man in dem Sinne.von AB die der AB 
parallele und gleiche Gerade A’B', bringe an A’ die der P gleiche 
Kraft P’ in derfelben Richtung und in dem Sinne an, in wel 
P,an A wirft, und füge zugleich die ihr gleiche und entgegen 
geſetzte (P”)an Al,hinzu; eben fo bringe man an B’ die Kraft — P 
parallel mit der an B mwirfenden gleichen Kraft, in dem Sinne 
derfelben und zugleich im entgegengefegten Sinne an; fo er- 
hält man an dem Arme AB' zwei Kräftepasre, nämlich (P', 
—P') und (P”, —P”), die einander Gleichgewicht Halten. Bon. 
dieſen werde das erfigenannte mit B, das zweite mit bezeich⸗ 
net.. Man Fann nun, unter der Vorausfeßung, ‚daß A’B' mit. 
AB feft verbunden ift, beweifen, daß-zwifchen den Paaren a und 
y .Steichgewicht befteht. .. Verbindet man nämlich A mit.B und: 
B’ mit A durch gerade Linien, fo ſchneiden diefe Linien einander 
gegenfeitig in Ihren Mitten m. Nun Fann man die Kraft P" 
an A’ mit der ihre gleichen und in gfeihem Sinne parallel wir: 
fenden (—P) an B in-eine Refultante (Q) vereinigen, welche, 
der Summe beider Kräfte gleich und ihnen parallel, durch den 
Punct m geht, der, nad 8. 11., der Mittelpunct diefer beiden 
gleichen und parallelen Kräfte ift. Bon der andern Seite laſſen 
fih aber auch die Kräfte Pan A und? —P” an B’ in eine 
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der vorigen gleiche und entgegengefegte, an dem nämlichen Puncte. 
m tirfende, Refultante (—OQ) vereinigen, welche jener mithin. 
Gleichgewicht hält. Alſo befindet. ſich das Paar «. mit dem. 
Daare y im Gleichgewicht, fo daß nur noch das Paar B übrig 
bfeibt, welches demnach mit dem ‚anfänglich vorhandenen Paare 
& gleichgeltend fein muß; w. z. b. w. 

b. Ein Kröftepaar fann, in- feiner Ebene, "beliebig gedreht 
werden, ohne feine Wirfung zu ändern. Denn es ſei (Fig. 7.) 
(P, —P) das gegebene Paar, vonder Breite AB: - Durch die 
Mitte m von AB ziehe man beliebig die Gerade ABAB, do 
fo, daß auch ihre Mitte in m falle; Beingean A’ und B' je zwei 
auf der Richtung von AB' fenfrechte, einander entgegengeſetzte 
Kräfte P', P’, —P’, —P” an, deren jede an Intenfität der Kraft 
P gleich feis fo hat man an A’B’ zwei Paare (P’, — P) und 
(P”, —P"”), die einander Gfeichgewicht haften. Von dieſen -Häft 
aber das eine, nämlich in der Figur (P”, —P”) auch dem ans 
fänglichen Paare (P, —P) Gleichgewicht; denn verlängert man 
die Richtungen der Kräfte P und P” bis zu ihrem Durchfchnitte 
in ca, fo geben fie eine Refultante, die von « aus offenbar (weil 
P==P") durch m geht; eben fo geben auch auf der anderen’ 
Seite die Kräfte —P”, —P eine von ihrem Ducchfchnitte ß aus 
durch m.gehende, der vorigen gleiche und entgegengerichtete Res 
fultante;.alfo befteht Gleichgewicht zwiſchen (P, —P) und (P”,' 
—P”) Mithin bleibt nur noch das Paar (P', —P') an AB’: 
übrig, welches dem Paare (P, — P) demnach gleichgilt, durch 
deffen Drehung um m e8 hervorgebracht werden kann. Ä 

Die Säße a. und b., nach welchen fich überhaupt ein Paar 
in feiner ‚Ebene, oder in’ parallelen Ebenen beliebig. verfchieben: 
loͤßt, find in Bezug auf die Kraͤftepaare das naͤmliche, was 
für eine einzelne Kraft die willfürliche Verlegung des Angriffs⸗ 
punctes in dee Richtungslinie der Kraft iſt. 

Denft man fih für einen Augenblid den Yunet n m Big. 
95) als unbeweglich, fo ift einfeuchtend, daß die Kräfte P, —P:- 
den Arm AB in ihrer Ebene um m zu drehen ſtreben; und der 
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Sinn, in welchem das Paar (P, —P) feinen Arm zu drehen 


ftrebt, iſt demjenigen entgegengefegt, in welchem das Paar (P”, 


—P”) den feinigen zu drehen ftrebt. Auf diefe Weife wird man 
jederzeit leicht unterfcheiden, ob zwei Paare in einer Ebene in 
gleihem oder in entgegengefeßtem Sinne wirken. 


14. Das Product aus der Breite eines Paares in die In⸗ 

tenfität einer der Kräfte (Seitenfreäfte) deffelben heißt dag Mo⸗ 
ment des Paares. Zwei Paare von gleihen Momenten, die in 
derfelben Ebene (oder in parallelen Ebenen, was einerlei ift) in 
entgegengefegtem Sinne wirken, halten einander Gleichgewicht. 
, Denn es fei (Fig. 8.) (P, —P) das eine dee Paare, von 
der Breite b=AB, fo fann das andere Paar (P’, —P'), von 
der Breite b’=AB’, in der Ebene fo verlegt werden, daß die 
Arme AB und AB’, von dem nämlichen Puncte A ausgehend, 
theilweife zufammenfallen. Nah der Vorausſetzung ift nun 
Pb==P'b', folglih, wenn b>b', P<P'. 


Demnach hat man an A die Kraft P—P, welche parallel 


und in gleichem Sinne mit P wirkt, und außerdem an B’ die 
Die Kraft. P’, welche im entgegenfegten Sinne der vorgenannten 
wirkt. Werden nun die Kräfte PP—P und P in eine Refultante 
zufammengefeßt, fo findet man, daß diefelbe ihrer Summe P’—P 
->P oder P’ gleich, ihnen parallel fein, und durch den Punct B’ 
‚gehen muß. 


Denn man hatte P'b’=Pb, folglich (P—P)b’—P(b-—b') | 


oder PP—-P:P=b-—-b':b=B'B:B’A; 

folglich ift B’ (nach F. 11.) der Mittelpunct der Kräfte PP—P 
an A und P an B. Die Refultante ift demnach der noch übris 
sen Kraft. —P’ genau gleich und entgegeneichtet, und hält mit» 
hin dieſer Gteichgewicht, w. 3. b. w. 

Paare von gleichen Momenten, die in einer Ebene in gleis 
dem Sinne wirfen, kann man alfo für einander fegen, oder fie 
find gleichgeltend. 

Hat man an einem Pangte C eine einzelne Kraft P (819.9), 
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und ift außerdem ein anderer Punct A mit C feft verbunden, 
fo pflegt man auch das Product aus der Kraft P in ihren fenfs 
rechten-Abftand AB=b von A, das Moment der Kraft P, 
in Bezug auf den Punct A, zu nennen. Diefes Moment Fann 
man fich allemal als das eines Kräftepaares denfen, welches ent» 
fteht, wenn man an A eine der P gleiche, parallele-und entgegen- 
gefegte Kraft (—P) ankringt, und zugleich, um nichts zu ändern, 
eine dritte Kraft, der: P ebenfalls gleich und parallel, und in. 
gleichem Sinne mit ihr, an A hinzufügt. Da der Angriffspunet 
von P fih von C nach B verlegen läßt, fo hat man. das Kraͤf⸗ 
tepaar (P, —P) an dem Arme AB, deffen Moment: Pb ift, und 
außerdem noch die einzelne Kraft P an A; und diefe drei Kräfte 
find zufammen der vorigen Kraft P,gleichgeltend. Wenn in der 
Folge von dem Momente einer Kraft in Bezug auf einen Punct 
die Rede ift, fo. ift darunter das Moment des auf die angege⸗ 
bene Weiſe entſtehenden Paares zu verſtehen. 


15. Nach dem Vorſtehenden iſt es leicht, beliebige Paare, : 
die in einer Ebene wirfen, in ein einziges gleichgeltendes Paar 
zu vereinigen. Denn da Paare von gleihen Momenten, in glei 
chem Sinne in derfelben Ebene wirfend, fich für einander fegen. 
laffen, fo kann man zuerfi alle gegebene Paare auf diefelbe Breite 
bringen, und hierauf alle an den nämlichen, dieſer Breite gleis 
chen, Arm verlegen. Alsdann vereinigen fich alle in dem nämz 
lichen Sinne wirfenden Paare in ein einziges, deſſen Moment der 
Summe der Momente der einzelnen Paare gleich ift, und ebenfo 
vereinigen fich die in dem entgegengefegten Sinne wirkenden Paare 
wieder in eines, welches die Summe ihrer Momente zum Mo: 
ment hat. Diefe beiden zufammengefegten Paare geben aber ein 
einziges Paar, deffen Moment der Differenz. ihrer Momente gleich 
ift, und welches im Sinne des größeren von ihnen wirft. 

Sind ferner zwei Paare in nicht. parallelen Ebenen gegeben, 
fo kann man auch diefe fehr Feicht in ein gleichgeltendes Paar 
zufammenfegen. Denn man bringe beide Paare auf gfeiche Breis 
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ten, und verlege fie An einen gemeinfchaftfihen Arm in dem: 
Durchſchnitte ihrer Ebenen. Sind nun P,—P und P', —P’ 
die Kräfte der Paare, fo gedacht, daß P und P’ an dem einen, 
P und —P’ an dem anderen Endpuncte des ‚gemeinfchaftlichen 
Armes wirken, fo geben P und P’ eine Refultante R, und —P, 
—P' eine’ ihr. gleiche und entgegengefeßte —R; beide bilden das 
" zufammengefegte Paar (R, —R), deflen. Breite die nämliche ift, 
wie die der vorigen Paare, 


Auch laffen fih Kräftepaare durch Linien eben fo darftellen, 
wie einzelne Kräfte. Sind nämlich mehrere Paare an beflebig 
geneigten Ebenen gegeben, fo kann man alle diefe Ebenen durch 
einen und denfelben willkuͤrlich angenommenen Punct m legen, 
und jedem Paare in feiner Ebene eine folche Lage geben, daß 
die Mitte feines Armes in den Punct m treffe. rrichtet man 
nun auf der Ebene jedes Paares ein feinem Momente proportios 
nales Loth aus m, welches die Are des Paares heiße; fo ift 


klar, daß diefe Age durch ihre Richtung die Cauf ihr fenfrechte) 


Ebene und durch ihre Größe das Moment des Paares bezeich- 
net. Wird ferner feftgefegt, daß die Drehung, welche ein Paar 
zu bewirken ftrebt, einem in dem Endpuncte der Are befindlichen, 
nad) einem der Angriffspuncte hinbfickenden Auge immer in’ dem⸗ 
felden Sinne, etwa von der Linken zur Rechten fortgehend er⸗ 
fcheinen fol; ; ſo iſt e8 auch nicht mehr zweifelhaft, auf welcher 
Seite der Ebene des Paares die Are, aus ın, zu errichten ift, 
und mithin ftellt die Are auch den Sinn des ‚Paares gehörig 
dar. Denkt man fich z. B. in Fig. 8. die Kräfte fämmtlich als 
ftoßend, und die Ebene der Paare (P, —P), (P", —P”) hori: 
zontal, fo muß die Are des Paares (P, —P) von m aus vertis 
cal nach oben, dagegen die des entgegentoirfenden Paares (P”, 
—P”) von m aus vertical nach unten gehen. Denn aledann 
wird z. B. die Kraft P an A, für ein in dem Endpuncte der 
Are des Paares (P, —P) befindliches, nah A gemandtes 
Auge, den Punct A von der Linken zuc Rechten fortzutrei: 
ben ftreben, und wendet fih das Auge nach B, fo wird die Kraft 
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—P eben fo den Punct B von- der Linken nach der Rechten hin: 
treiben. Hieraus ift einleuchtend, wie duch die Are nicht allein 
Ebene und Moment, ſondern auch der Sinn eines Paares be⸗ 
zeichnet wird. / J 

Werden zwei gegebene Paare auf gleiche Breiten gehracht, 
:fo verhalten fi ihre Momente und mithin ihre Axen, wie ihre 
Seitenkraͤfte. Man verlege beide an einen "gemeinfamen, im 
Durchſchnitte ihrer Ebenen liegenden, Arm; es feien (Big. 10.) 
AP und AP’ zwei zufammenftoßende Seitenfräfte der Paare, 
Beide fenfrecht auf dem gemeinfamen Arm, deffen Endpunct A 
ift; fo ift die Diagonale AR des Parallelogrammes APRP' die 
Seitenfraft des zufammengefegten Paares, wie oben ſchon be: 


‚merft werden. Stellen fernee AQ, AQ' die Aren der Paare ' 


(P, —P) und (P', —P') vor, fo ft  AQ:AP=AQ':AP, 
LOAQ'=PAP', QAP=QO/APF—=R; folglih,auch, nach Voll: 
endung des Parallelogrammes aus AQ, AQ', die Diagonale 
AR:AR=AO:AP, und? ZRAR—=R; mithin it AR’ die 
Are des zufammengefegten Paares (R, — R). Daß die Aren 


"AQ, AQ' hier aus dem einen Endpuncte A des Armes errichtet 


find, mährend fie oben in der Mitte des Armes errichtet wur 
‘den, macht offenbar Feinen Unterfchied. 

Da alfo die Are eined aus zwei gegebenen zuſammengeſetz⸗ 
‚tem Paares die Diagonale des aus den ren diefer Paare zu 
bildenden Parallelogrammes ift, fo folgt überhaupt, daf die Zu: 
fammenfegung der Paare, vermittelft der Aren, ganz nach” den 


naͤmlichen Regeln gefohieht, wie die Zufammenfegung einzelner 


Kräfte, 

Man Fann daher auch Paare eben fo zerfegen, wie einzelne 
Kräfte. Geht man bei diefer Zerlegung von den Aren aus, fo 
ergeben ſich auch fogleich die nöthigen Formeln, um namentlich 
ein gegebened Paar in drei auf einander fenfrechte Eeiten-Paare 
zu zerlegen. Es fei G das Moment diefes Paares, pofitio ges 
nommen, oder uch die Länge feiner Are, A, u, v» die Nei⸗ 
gungen dieſer Age gegen die Axen x, y, z; fo find GcosA, 
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Gcost, Gcos» die den x, y, z parallelen Axen dee Seiten 
Paare, aus deren Zeichen ſich zugleich der Sinn diefer Paare 
entnehmen läßt. Bezeichnet man die Momente diefer Paare mit 
‚L, M, N, und zwar fo, daß jedes Moment als pofitio oder als 
negativ gilt, je nachdem feine feine Are in den pofitiven oder ne= 
‚gativen Theil der entfprechenden Coordinaten⸗Axe fällt, fo hat man: 
GcasA=L, Gcosu=M, Gcoss+=N, 


und G’=L’+-M’+-N? 


Kräfte im Raume, au einem feften Syſteme. 


16. Nach diefen Vorbereitungen braucht man fich bei bes 
ſonderen Zällen nicht weiter aufzuhalten, fondern Fann fogleich 
jur Betrachtung beliebiger Kräfte im Raume, an feftnerbunde- 
nen Puncten, übergehen. 

Es feien P, P’, P" +. die an den Puncten des Syſtemes 
wirkenden Kräfte. An einem beliebig gewählten Puncte A des 
‚Spftemes bringe man eine-der P gleiche, parallele und mit ihr 
in gleichem Sinne wirkende Kraft, und zugleich eine ihr gleiche 
und entgegengefegte an, fo erhält man, auf die in $. 14. anges 
gebene Weife, die einzelne Kraft P an A und ein Kräftepaar 
(P, —P). Auf die nämliche Weife verfahre man mit den übri- 
gen Kräften, fo daß man für P’ wieder die Kraft P’ an A und 
ein Kraͤftepaar (P’, —P’) erhält, u. f. f. Es ergeben fich alfo 
fo viele einzelne Kräfte an A und fo viele Paare, als anfänglich 
Kräfte waren. Sämmtliche einzelne Kräfte an A laſſen ſich in 
eine Refultante R, und ſaͤmmtliche Paare in ein einziges Pas 
G aufammenfegen. 


Alſo: Beliebige Kräfte an einem feften Syſteme find’ alles . 
mal gleichgeltend einer einzelnen Kraft an einem willfürlich ge 
wählten Punete, in Verbindung mit einem entſprechenden Kraͤfte⸗ 
paare. 
Da die einzelne Kraft dem Paare nicht Gleichgewicht Hals 
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ten kann, ſo muß, wenn- Gleichgewicht beſteht, ſowohl dieſe Kraft 
als auch das Moment des Paares Null ſein. 

Beſteht aber nicht Gleichgewicht, ſo kann noch die einzelne 
Kraft Null fein; in dieſem Falle find ſaͤmmtliche Kräfte einem 
Paare gleichgeltend. - Oder wenn die Kraft nicht Null ift, kann 
das Paar-Nul fein; man hat dann einen der Fälle, in melden 
die Kräfte fich durch eine einzige erfeßen laffen, die aber, wie im 
Folgenden gezeigt wird, auch dann eintreten Fönnen, wenn das 
Paar nicht Null ift. | vo 

Sm Allgemeinen, wenn weder die Kraft R noch das Paar 
G Null iſt, zerlege man dieſes nach zwei gegen einander ſenk⸗ 

rechten Ebenen, von denen die .eine (E) auf der Richtung von R 
ſenkrecht, mithin die andere (E’) der R pacallef fei. Wied die 
Neigung der Ebene des Paared G gegen die Ebene E mit d, 
und das Moment des Paares in E mit V, fo wie das des Paa⸗ 
tes in E’ mit V' bezeichnet, fo iſt 

 V=Gecod, V=Gsind. 


Da die Ebene E/ des Paares V’ der. R parallel ift, fo Bann fie 
auch durch die gerade Linie R ſelbſt gelegt werden. Man, drehe 
ferner das Paar V’ in feiner Ebene fo, daß die eine feiner Sei⸗ 
tenfräfte (fie Heiße q) in die Gerade R falle, mithin die andege 
(—q) der R parallel werde. Alsdann kann man zunaͤchſt die 
Kräfte R und q, welche in derfelben Geraden liegen, in eine 
Summe Rrgq vereinigen, und diefe fodann mit der parallelen 
Kraft rg in eine Refultante zufgmmenfegen, twelche der Kraft 
R gleich und parallel fein wird. Man hat alsdann, außer die 
fer Refultante R nur noch das Paar V, deſſen Ebene fenfrecht 
auf der Richtung der Refultante fteht. Alfo folgt: 

Der Angriffspunct A der einzelnen Kraft R, welche in Ver: 
bindung mit einem gewiſſen Paare die gegebenen Kräfte erfegt, 
läßt fich immer fo roählen, daß die. Ebene des Paares a der 
Richtung von R fenfrecht ftehe. 

Dabei verfteht fih, daß für A jeder beliebige Punct in eis 
ner geroiffen geraden Linie, welche die Richtung von R darftellt, 
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genommen werden kann. Außer dieſer beſtimmten geraden Linie 
laͤßt ſich aber Fein Angriffspunct für die Reſultante ſo waͤhlen, 


daß das zugehoͤrige Paar ſenkrecht auf der Richtung der Reſul⸗ 


tante ſtehe. Denn bringt man Ran einem anderen Puncte B . 
des Spftemes, der nicht in dieſer Geraden liegt, in feinem Sinne 
und zugleich im entgegengefegten an, fo erhält man die Kraft 
R an B, ferner ein Paar, deffen Seitenfräfte — Rian B und 
R an A find, und welches fi mit dem auf R fenfrechten Paare 
V in ein einzige® (G) zufammenfegen läßt, deſſen Ebene aber 
nicht mehr fenfrecht auf R ftehtz mw. 3.5. w. Kerner hat 6 
ein größeres Moment ald V, weil ed durch Aufammenfegung 


- der auf einander fenfrechten Paare (R, —R) und V entfteht. 


Folglich ift V untere allen zufammengefegten Paaren, die man 
erhalten Fann, je nachdem der Angriffspunct von A gewählt ift, 
das Fleinfte (d. es hat das Fleinfte Moment). 


Iſt Diefes Pleinfte zuſammengeſetzte Paar Null, ſo bleibt 
nur noch die einzelne Kraft R übrig, welche die fämmtlichen 
Kräfte des Syſtemes erſetzt. Und diefe Kräfte laſſen fich nie 


durch eine einzelne Kraft erfegen, wenn nicht das Fleinfte zuſam⸗ 


mengeſetzte Paar Null if. Denn es müßte fonft eine einzelne 
Kraft A’ eineer_Kroft R und einem auf ihr fenfrechten Paare 
V Gleichgewicht halten. Dazu gehört aber, daß alle dieſe Kräfte, 
an einem Punct in ihren Richtungen angebracht, einander Gleiche 
getoicht halten; und da die Seitenfräfte von V, an einen Punct 
parallel übertragen, einander aufheben, fo mäffen R' und R eben: 
falls einander aufheben, alfo muß R’ der R gleich und entgegen; 
gefegt fein. Demnach erhäft man ein Paar (R, —R), welches - 
dem Paare V Gleichgewicht halten, deſſen Ebene mithin der 


Ebene von V parallel fein muß. Kofglih muß, wenn R und 
V zufammen durch eine einzige Kraft im Gleichgewicht gehalten 


twerden follen, R der Ebene von “V: parallel fein. In gegen: 
waͤrtigem Falle fteht aber R ſenkrecht auf der Ebene des Paa⸗ 
res V; alſo folgt: 

Kräfte an einem feſten Syſteme lafen ſih nur dann, 


⸗ 
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und dann immer, durch eine einzige Kraft erfeßen, wenn die 
Ebene des zufammengefegten Paares der Richtung der Mittel 
fraft ‚parallel und mithin das Fleinfte zufammengefeßte Paar 
(V) Null if. Unter Mittelfraft wird aber hier, wie in der 
Solge, diejenige Refultante verftanden, welche man erhält‘, wenn 
alle gegebenen Kräfte parallel mit fich felbft an einen gemeinfa- 
men Angriffspunct verlegt und in eine Kraft zufaminengefegt 
werden. Daß hier die Mittelfraft nicht Null \ kin poll, ift ſchon 
oben gefagt worden. 


| 17. Die vorftehenden hoͤchſt einfachen Betrachtungen ent⸗ 
halten die Lehre von der Zuſammenſetzung der Kraͤfte an einem 
feſten Syſteme, und den Bedingungen ihres Gleichgewichtes. Es 
bleibt nur noch uͤbrig, die hierher gehoͤrigen Formeln zu ent⸗ 
wickeln. 
Man nehme einen beliebigen mit dem Syſteme feſt verbun⸗ 
denen Punct A zum Anfange ſenkrechter Coordinaten, bezeichne 
die Kräfte mit P, P’, P..., ferner die Neigungen von P gegen 
die Aren x, y, z mit a, B, y, und die Coordinaten des An⸗ 
griffspunctes von P mit x, y, z’; eben fo die Neigungen von P' 
gegen die Aren mit o’, B', Y', und die Eoordinaten des Angriffs: 
punctes von P’ mit x, y, z; wf. fe Indem man nun alle 
Kräfte an den Anfang der Eoordinaten, auf die im vorigen $. 
angegebene Weife, überträgt, erhält man zuerft für die Richtung 
und Intenſitaͤt der Refultante R an A, die Kormeln 
RcosA==Pcosa, Rcos u—==Pcosß, Rcos v:=ZP00s7, 
deren Bedeutung aus $. 7. klar ift. 

Außer den einzelnen Kräften an A ergeben fich noch die 
Paare (P, —P), (P', —P), u. f. f. Um diefe in ein einziges 
zufammen zu feßen, zerlege man fie zuerft nach den Ebenen der 
Eoordinaten, was am zweckmaͤßigſten auf folgende Weife gefchieht: 

Die Kraft P werde nach den Uren in ihre Componenten 
Pcosa, Pcosß, Pcosy und eben fo die Kraft —P an A in 
die Componenten — Pcos , —Pcosß, —Pcosy zerlegt. Es 
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fei (Zig. 141.) B der Angriffspunct von. P, und BD=P cos« 
die mit x parallele Eomponente von P. Die Eoordinaten x, 
y, 2 von B, fo wie die Eofinus von a, P, y denfe man fich 
zunächft alle als pofitiv. Man verlege den Angeiffspunct von 
BD in den Durchſchnitt C ihrer Richtung mit der Ebene yz, 
deſſen Eoordinaten x=0, y=AlI, z=IC find; bringe an 
dem Puncte E der Are z, für welchen x=0, y=0, z=AE 
IC, die Kraft Pcosa==Ed parallel und in gleihem Sinne 
mit BD, fo wie Eö’=—P cos a, der vorigen entgegen, an; 
fo ergeben fich zwei Kräftepaare, das eine aus den Kräften AD’ 
==—Pcosa an Aund Ed=Pcos« anE, deſſen Breite 
z==AE, d98 andere us Eö=—Pcosa an E und BD= 
-+P cosa an C, deffen Breite EC=y if. Das erite diefer 
Paare liegt in der Ebene zx, und fein Moment it Pcosa.z; 
das zweite ift der Ebene xy parallel und Fann mithin in diefelbe 
verlegt werden; fein Moment ift Pcosa-y. Das Moment ei- 
nes diefer Paare ift pofitiv oder negativ, je nachdem feine Are 
in den pofitiven oder hegativen Theil der auf der Ebene des 
Paares fenfrechten Coordinaten: Are fält. Wird nun das Mos 
ment des in die Ebene xy verlegten Paares (BD, Ed’) als po⸗ 
fitiv angenommen, fo muß, da Ax, Ay, Az in $ig. 11. die po 
fitiven Theile der Axen x, y, z darftellen, die Axe diefes Paa⸗ 
res in die Gerade Az fallen. Alsdann aber lehrt die Ans 
fhauung, daß die Are des Paares (AD, EÖ) nicht in Ay, ſon⸗ 
dern in die Verlängerung diefer Are über A hinaus oder in den 
negativen Theil der Age y fallen muf, damit die Drehung, aus 
dem Endpuncte der Are gefehen, immer in demfelden Sinne er: 
feine; alfo ift das Paar P cos az negativ, wenn Pcosa-y 
pofitiv ift. Daher giebt die Componente Pcosa die Paare 
+4-Py cos in der Ebene sy und —Pz.cosa in der Ebene xz. 


Auf gleiche Weife verlege man den Angriffspunet der mit 
y parallelen Componente P cas ß, an den Durchſchnitt ihrer 
Richtung mit der Ebene xz, alfo an den Punct (x, 0, z), und 
bringe die Kraft P.cosß in ihrem Sinne und im entgegenges 
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festen an dem Punete (x, 0, O) an; fo erhält man zwei Paare, 
Das eine aus —Pcosß an A, d. f. (0,0,0), und »+-Pcosß an 
(x,0,0); das zweite aus —P cosß an (x, 0,0) und +-Pcosß 
‚an (x, 0, 2). Die Momente diefer Päare find —Pxcosß und 
-+Pz cos ß. Denn beide find einander entgegengefegt,: wie es 
die beiden vorigen waren, und man fieht leicht, daß das Paar 
—Pı cos ß (in Figur 11. dargeftellt- durch (FG, AG’), mo 
FG=P.cosß, AG'=—P cos ß, beide der Are y.paralkel, an 
dem Arme AF=x) dem in der nämlichen Ebene wirkenden 
Paare (BD, Edꝰ) entgegengefegt iſt, und folglich ein negatives 


Moment hat, da das Moment von dieſem poſitiv Sey cos &) 


angenommen wurde. 


Verlegt man endlich den Angriffspunet der Componente 
Pcosy an den Punct (x, y, 0), alfo in die Ebene xy, und 


bringt die Kraft Pcosy an dem Puncte (0, y, 0) in ihrem 


Sinne und in dem entgegengefegten an, fo erhält man wieder 
zwei Paare, das eine aus der Kraft —PcosyanA und +Pcosy 
an (0, y, 0); das andere aus —Pcosy an (0, y, 0) und 
-+Pcosy an (x,y,0). Die Momente diefee Paare find, nad 
Größe und Zeichen, — Py cos und -+Px cosy. Denn das 
erfte diefer Momente, in der Ebene xz, ift dem in derfelben Ebene 


befindlichen Paare Pzcosß entgegengefegt, wie aus der Ans 
fhauung leicht erhellet. Demnach geben die Componenten von P _ 


folgende Daare: 
in der Ebene xy: -+Py cosa, —PxcosBß, 
— — 1X +Px.cosy, —Pzcosa. 
— — yz: +Pzcosß, — Py cos v. 


Dieſe Ausdruͤcke bleiben, nicht allein der Groͤße, ſondern auch 
den Zeichen nach, tichtig, wenn beliebige der Groͤßen cos a, cosß, 


* 


cos y, X, y, z negativ find. Denn irgend ein Paar, z. B. 


Pycos«, verwandelt fich in ein entgegengefegtes, fowohl wenn 
die Seitenfraft Pcosa, als. wenn die Breite y negativ wird, 
in welchen Fällen auch das Product Py cos a negativ. wird; 
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dagegen bleibt es unverändert, wenn die Seitenfraft und die 
Breite beide zugleich negativ werden, in welchem Kalle auch das 
Product Pycos « pofitiv ‚bleibt. Diefes Product drückt alfo 
unter allen Umftänden das Moment des entfprechenden Paares 
gehörig aus, wie behauptet wurde. 

Duch Addition der in eine Ebene fallenden Paare erhält 
man die,drei Componenten des Paares (P, —P), nämlich: 

P(y cosa—xcosß), P(x cosy—zcos a), P(zcoseB—ycosy). 
Auf gleiche Weife giebt das Paar (P’, —P) die Componenten: 
P(y' cos 0 —xcosP)), Pi cos y —z cos a), 

P'(z’ cosB’—y’'cosy'), | 

u, f. f. für die übrigen Kräfte, 

Addirt man die vorftehenden Momente der Paare in den 
Ebenen yx, xz, zx, und bezeichnet die Componenten des zuſam⸗ 
mengefegten Paares (G) in diefen Ebenen der Reihe nach mit 
N, M, L, fo erhält man 
-N==P(y cos &@—x cos B)-HP/Qy' cos «—x' cos ß') 

u +-P’(y’ cos&@' —x" cos ß")F 
oder Fürzer N=%Pl(y cosa—xcosß), 
und eben fo XPC(Xx cos - 2 cos c), 

L=2P(z cos B—y cos V). 
In dem Falle des Gleichgewichtes muͤſſen ſowohl die Componenten 
von R, als die Componenten von G einzeln Null fein, weil nur 
unter diefer Bedingung R und G Null fein koͤnnen; folglich find 
die Bedingungen des Gleihgewichtes von Kräften an einem fe 
ſten Syfteme in folgenden 6 Sfeichungen enthalten: ° 
zP cos a=0, ZP cosß=0, ZP cos y=0; 
zP(z cos B—y cos Yy)=0, ZP(x cosy—zcos w)=(, 
ZP(y cos «—x cos P)=0. 


18: Beſteht niht Gleichgewicht, und iſt R nicht Null, fo 
Fann man ftatt A einen beliebigen anderen Punct B zum Anz 


J 
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griffspuncte der Refultante wählen, wodurch die Componenten 


des zuſammengeſetzten Paares geändert. werden. Es ſeien a, br 


ce die Coordinaten von B, fo find 


. 
— — — —f ee — — “ D 22 v .. 


cosh, cos u - cos 


die Gleichungen der Geraden, in welche die Refultante fait (, 
v, w laufende Koordinaten). Um ferner "die Componenten des 
nunmehr Statt findenden zufammengefegten Paares (G) zu, er⸗ 
halten, welche L’,.M', N heißen mögen, braucht man nur in 
den obigen Ausdrücen für L, M, N die tefativen Eoordinaten 
der Angriffspuncte in Bezug auf B einzuführen, dder x, y, zZ 
mit s—a, y—b, z—c, und eben fo’ x’, y', z', mit x’ —a, y—b, 
z—c zu vertaufchen, u. f. f. für die uͤbrigen Angriffspuncte. 
Hierdurch wird erhalten— 





LXPC(CIAc) cos ß—(y—b) cos y) X 
oder L=2P(zcos8—ycosy)— (c2Pcosß—bzEPcosy). - 


Danın ZPcosß=Rcosu, ZPcosy=R cos», 
ZP(z cos P=7 cosy)=L 


ift, fo folgt . 


L =L—R(cce cos u—bcos 5). 
Auf gleiche Weiſe folgt: 
M'—=M-—-R(a cosv—c cos 
N=N—R(bcosi—acosp), . 
wodurch L’, M', N’ beftimmt find. 


4 


Bezeichnet man die Winkel, welche die Are des Paares & 


mit den Axen der Koordinaten einſchließt, durch I, m’, no’, fo 
ift nach 8. 15. 
G' cos!=L', G cosm'=M', & cosn"—=N', 


Heißt ferner © die Neigung der Are von’ G’ gegen die Rich⸗ 


tung von R, fo hat man 
cos 9=cos A cos 1-Pcosu cos m -FCosr cosn', 
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oder, wenn auf beiden Seiten mit G’ multipliciet wird, nach 
den vorhergehenden Sormeln: 

G' cos©=L'’ cos A--M’ cos u--N’ cos v. 
Offenbar ift aber G’ cos ® die Somponente von G’, welche ſenk⸗ 
recht auf R fteht, während die zweite Componente mit R paral: 
lel ift, oder man hat G’cos@=V, d. h. glei dem Fleinften 
zufammengefeßten Paare, und mithin iſt der Ausdruck für das 
Moment diefes Paares: 

V=L’cosA-FM' cos —X cos v. 


Multiplieirt man die eben angegebenen Werthe von L’, M', N’, 
der Reihe nach mit cosi, cosu4, cos», ſo ergiebt ſich auch, 
durch Addition der Producte: 

L’cos A--M’cos u+N’cos »—=Lcosi +Mcosu-H-Ncos>,, 


d. h. das Fleinfte zufammengefegte Paar (V) kann eben fo gut 
durch LcosA--M cos u-r-Ncosv, oder duch die uf R 
fenfrechte Somponente von G, anftatt der von G', ausgedrüdt 
werden; was fich übrigens von felbft verfteht. 

Um ferner die Gleichung derjenigen Refultante zu erhalten, 
zu welcher das Fleinfte Paar CV) gehört, bemerfe man, daß die 
Are diefes Paares V mit R parallel fein muß Soll daher das 
zufammengefegte Paar G'V fein, fo muß zugleich fein 

cos! cosm’ cosn 
Cosa cosu — cosv’ 
oder wel Vcos!=L', Vcosm=M', Vosn=N 


iſt, fo muß fein: 
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cosA cosu cosVv 
Verbindet man diefe Gleichungen mit . 
L’cosA-M cosu-FN cosv=V, 
fo folgt: | 
| L=V.osi, M=\V cosu, N==V.cos»v. 
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Werden ferner für L’, M', N’ ihre Werthe geſetzt, fo ergeben ſich 
folgende Gleichungen: 

R(c cos u - bhcOoGLVVS? —-V cos} 

R(a cos —ccosA)—=M—V cosy 

RG cos A—acos 4 N—-Vcos v, | 
von denen jede, vermöge der Gleichung V=L cos 4-4-M cos u 
+-Ncos», eine Folge der beiden anderen iſt. Diefe Gleichun⸗ 
gen, in welchen a, b, c laufende Eoordinaten find, beftimmen die 
Lage der mit dem kleinſten zufammengefegten Paare (V) ver 
bundenen Refultante. Iſt V==0, oder Lcosi--M cosu 
Ncosv==0, fo laſſen fich die Kräfte durch eine einzige Kraft . 
erfeßen, deren Gleichungen mithin folgende find: 

. Rlecosu—bcosv)=L, R(acosv»—ccos4)=M, 
R(b cos 4—a cos u)=N. 

Wird aber die Bedingung V==0 nicht erfüllt, fo iſt es unmoͤg⸗ 
lich, die Kräfte des Syſtemes durch eine einzelne Kraft zu 
erfegen. 


49. Die fechs in$. 17. angegebenen Bedingungen des Gleiche 
gewichtes gelten für ein feei bewegliches feftes Syſtem. Iſt aber 
das Syſtem nicht frei beweglich, fo braucht nur ein Theil diefer 
Bedingungen erfüllt zu werden. Wenn 3. B. ein Punct des 
Spftemes unbemweglich ift, fo bringe man an dieſem alle Kräfte 
in ihrem Sinne und im entgegengefeßten an: alsdann erhält man 
eine einzelne Refultante, die an diefem unbeweglichen Puncte an⸗ 
gebracht iſt, und ein Kräftepaar. Die Refultante giebt den 
Druck, welchen der unbemwegliche Punct erfeidet, der aber durch 
den. Widerftand deffelben aufgehoben wird, und für das Gleich: 
gewicht ift nur noch nöthig, daB das Moment des Kräftepaares 
Null ſei. Wird alſo der unbeweglihe Punct zum Anfange der 
Coordinaten genommen, fo find? L=0, M==0, N=0 die Be 

‚dingungen des Gleichgewichtes. Oder die fämmtlichen Kräfte 
an dem Syſteme muͤſſen ſich auf eine einzelne Kraft bringen 
4 
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faffen, deren Richtung durch den unbemweglichen Punct seht, wenn 
Gleichgewicht beftehen fol. 

Sind zwei Puncte unbeweglich, fo nehme man einen derſel⸗ 
ben zum Angriffspuncte der Reſultante, welche wieder durch den 
Widerſtand dieſes Punctes aufgehoben wird. Alsdann braucht 
das zugehoͤrige Paar nicht mehr Null zu ſein, damit Gleichge⸗ 
wicht beſtehe, ſondern es iſt nur noͤthig, daß ſeine Ebene der 
geraden Linie zwiſchen den beiden unbeweglichen Puncten parallel 
ſei, oder, was einerlei iſt, durch dieſe hindurchgehe. Nimmt 
man alſo die Gerade zwiſchen beiden unbeweglichen Puncten zur 
Are der x, fo iſt L=0 die Bedingung des Gleichgewichtes. 
Wenn ein Körper fih um eine unbewegliche Are drehen 
und zugleich längs derfelben gleiten kann, fo nehme man einen 
in der Are befindlichen Punct des Körpers zum Angriffspuncte 
der Refultante, und zerlege dieſe In eine auf der Are fenfrechte 
und eine ihe parallele Componente. Alsdann ift, für das Gleich⸗ 
gewicht, erforderlich, daß die der Are parallele Eomponente von 
R Null fei, während die auf ihe fenfrechte Eomponente durch 
den Widerftand der Are aufgehoben wird. Kerner muß die 
Ebene des zugehörigen Kröftepaares duch die Are gehen. 
Nimmt man die unbewegliche Are zur Are der x, fo beftehen die 
Bedingungen des Gleichgewichtes in den folgenden beiden Gleis 
chungen ZP cos«a=0 (oder X=0) und L=0. Hieraus folgt 
noch, daß die Bedingungen des Gleichgewichtes fuͤr einen freien 
Koͤrper, naͤmlich 

xX=0 Y=0 2=0 

L=0 M=0 N==0 
nicht8 Anderes ausdrücen, ald daß um jede der Aren x, y, z 
Gleichgewicht beftehen muß, fo daß der Körper ſich um feine 
derfelben drehen und längs Feiner derfelben gleiten Fanni- 


20. Die allgemeinen $ormeln der 88. 17. 18. ſollen jetzt 
auf ein Syſtem angewendet werden, deſſen Puncte und Kraͤfte 
alle in einer Ebene liegen. Es ſei dieſe Ebene die der x und y; 
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‚fo find die. Ordinaten z, z’,-2’ ++ ſaͤmmtlich Null, und zugleich 
cos y=0, cosy==0, cosy'=0, u, f. f.; folglich (& 19) -, 
. Rcosi=zP cosa, Rcosu==3Peosß, Rcosy==0: > 


L==0, M=0, N=2£P (ycosa—xcosß). :! 


AR R=0, alfo ZPcosa=0, zPcosß=0, fo ergeben die 
ſaͤmmtlichen Kräfte ein Paar, deſſen Moment —=N tft. Iſt 
aber R nicht Null, fo Taffen ſich die Kräfte immer durch "eine 
einzige erfegen. Denn’ aledann ft Lcosi--M cosu + 
Ncosyv=0, wel L=0, M=0, cosw=0 (vergl. $. 18.). 
Uebrigens_ift diefed auch ohne Anwendung. der allgemeinen Bes 
dingungsgleichung von felbft Flar. Die Richtungslinie der er⸗ 
ſetzenden Kraft wird ‚nah 8. 18., durch folgende Gleichung 
beſtimmt: 
R(b cos 1—a cos W)=N, 


in welcher a, b laufende Coordinaten ſind. 


Da cos y=0, mithin cosa?-Fcosß?=1, fa. fann 
man einen Winfel 9, zwifchen O und 27 fo beftimmen, daß 
c08 «0089, cosß=sinp wird. Alddann iſt ꝙ die Rei 
sung der Richtungslinie von P gegen die pofitive Are. der x, 
allemal m dem nämlichen Sinne von O bis 277 gezählt. Eben 
fo kann cos@==cosgY', cosß'—=sin p' geſetzt werden, u. .f. 
Man fee no cos A=cosY, cosu=sin%y, fo erhält man 
folgende Gleichung für die Richtungslinie der erfegenden Kraft; 

- Rcb cos Yy—asinVW)—=zEP(y cöos$—xsinyp). 
Zugleih ft Rcosy=zP cos p, Rsn V=2P sin Q. 


Hieraus laſſen fih die Eoordinaten des Mittelpunctes 
der Kräfte herleiten, welcher bei mehreren Kräften in einer Ebene 
eben fowohl vorhanden iſt, wie bei zweien ($. 11.), wenn die 
Kräfte nicht gerade ein Paar bilden. Werden nämlich alle 
Kräfte, ohne Aenderung ihrer gegenfeitigen Neigungen um ihre 
Angriffspuncte, in ihrer Ebene gedreht, fo dreht ſich auch die 
erfegende Kraft beftändig um einen feften. Mittelpunct, welcher 
4% 
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ſogleich beſtimmt werden foll. Da: die gegenfeltigen Neigungen 
fo wie die Intenfitäten der. Kräfte unverändert bleiben, fo bleibt 
auch die Neigung: jeder Kraft gegen. die Refultante aller Kräfte, 
während der Drehung, immer die naͤmliche. Setzt man daher 
YUV E, g=y+rE, g'—=Yy-E. u fr f., fo bleiben e, €’, 
„ ‚er während der Drehung ungeändert, und es ändert ſich nur 
noch Y%. Man erhält demnach aus den, vorhergehenden Slei⸗ 
Hungen: 
 Rcos w=Z2P cos U), R sin v=ZP sin(y-+e) 
Recb ah sin w=# eG cos — re) 
oder | 
kRo cos V-a siny)=ZP(y C08 8X sing). cos 
Ä — SP (ysins-Px.cose) sin Wy. 
Diefe Gleichung beſteht für jeden Werth von %Y, und zerfällt 
mithin in folgende zwei: 
== 3P(ycose—x sine), Ra==ZP(y sins-Fx cose), 


duch welche die Coordinaten a, b dee geſuchten Mittelpunctes 
Beftimmt werden. 


Von den varalieien Kräften und Dem Mittelpunete 
derfelben (Schwerpunete). 


21. Wirken zwei parallele Kräfte: P und P' in entgegenge: 
festem Sinne, und find Pcosa, Pcos B, P cosy die Compo⸗ 
nenten von P nach den Aren, fo find —P’cosa, —P’cosß, 
—P’cosy die Componenten von P’. Um demnach die allge: 
meine Formeln des 8.17. auf parallele Kräfte bequem anzuwen⸗ 
den, kann man den Intenſitaͤten folcher Kräfte, die in entgegen- 
gefeßtem Sinne wirken, entgegengeſetzte Zeichen beifuͤgen, und 
unter dieſer Annahme cos «= cos CoS &".., cos B=icosß’ 
=005ß" ++, cosy=cosy —=cosy" +» feten. Hierdurch ers 
giebt. fih aus den Formeln des 5. 17. 5 
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Rcosil==cosa»-ZP, Rcosu—cosß-ZP, Roosyv=oosy-ZP, 
L=cosß2 SPz—cosyZPy, M=cosyZPs—oosaZPz, " 
| N=cos &3Py— cos BZPx.. 
Iſt die Summe ZSP=0, fo wird R=0, und die Kräfte geben. 
blos ein Paar. , Iſt aber ZP, nicht Null, fo kann man. fegen: 
R=fFP, cosk==c00se&, cos u ==cosß, cosy=cosy,; - " 
die Reſultante R ft alfo der Summe aller Kräfte, mit Ihrem’ 
Zeichen, gleich, ihnen parallel, und wirft in dem Sinne der po⸗ 
fitiven oder negativen Kräfte, je nachdem IP pofitio oder nega⸗ 
tio iſt. Ferner fieht man leicht, daß die vorftehenden‘ Werte 
von L M, N, A, g, v, der ‚Bedingung on 
LcosA--M cos u-+N oh | P 
genuͤgen; woraus folgt, daß die Kräfte ſich durch eine eitzige 
erſetzen laſſen. Zur Beſtimmung der Lage dieſer Reſultante er⸗ 
hält man aus $. 18. die Gleichungen: 
» (m. cos B-v cos y) EP=cos ßZPz— c0syIPy.: 
(u cos y—w cosa)ZP=c0syZPs— cosaZP2 
(v cos a—u cos B)ZP==cos aZPy— cosßZPx, 


* 
a 


oder 
(w3P—ZPz) cos B=(vZP—ZPy)cosy, 
(u2ZP—ZPx) cos y=(wZ2P—ZPz).coso, 
(vZP—ZPy) cosa=(uZSP—ZPx)cosß, 

in welchen u, v, w (anftatt der dortigen a, b, c) die laufenden 

Coordinaten find. Dieſen Gleichungen wird durch folgende Werthe 

von u, v, w, unabhängig von cos.a, cosß, cos y, Genuͤge ges 

leiftet: en 

Zpx. _ sp ZPz 

Diefe Werthe beftimmen- einen’ Dunct, durch welchen die Reſul⸗ 

tante immer geht, wie auch die Winkel &, P, y geändert werden 

mögen; d. 5. wie man auch die Kräfte, mit Beibehaltung des 
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Darallelismus, um ihre Angriffspuncte drehen mag, oder, was 
auf daſſelbe hinauskoͤmmt, wie man auch den Körper verfchleben 
und drehen mag, wenn nur die Kräfte mit unveränderlicher In⸗ 
tenfität in unveränderter' Kichtung auf ihre Angriffspuncte zu 
wirken fortfahren. 

Dieſer Punet heißt dee Mittelpunct paralleler Kräfte; 
wird aber auch häufig, weil er in der Anwendung. auf ſchwere 
Körper am meiften vorkommt, der Schwerpunct genannt. 
Da ſchon früher von einem Mittelpuncte nicht paralleler Kräfte, 
in einer. Ebene, die Rebe getvefen ift, fo mag noch bemerft wer⸗ 
den, daß ‚diefer ſich von dem Mittelpuncte paralleler Kräfte in 
fo fern unterfcheidet, als er nur für eine Drehung der 
Kräfte in ihrer Ebene, der Mittelpunct paralleler Kräfte 
Dagegen für jede beliebige Drehung gilt. Bon den Eigenſchaf⸗ 
ten aber, welche ſich bei unbefchränfter Drehung nicht paralleler 
Kraͤfte ergeben, wird im folgenden Abſchnitte gehandelt werden. 


22, Die obigen Ausdrüde für die. Conrdinaten des Schweye 
punctes find in der Vorausſetzung rechtwinflicher Eoprdinaten 
hergeleitet, gelten. aber auch für fchiefe-Coordinaten. Denn es 
feien, aus einem gemeinfamen Anfange A, x, y, z rechtwinkliche, 
X, Yır 2ı ſchiefe Eoordinaten eines Punctes O; man bezeichne 
die Neigung der Are x, gegen x mit (x, x), eben fo die Nei⸗ 
gung von y, gegen |x mit (yı x) fh f., und fege zur Abs 
kuͤrzung 

cos (X, Da, cos (Yı Ya, cos(a, x)==25, f 

608 (x, yJ)=b, eos (yı J)=bı, cos(zı »=b,, 

c08 (X, Z)=c, c08(yı ZI=Cı, 608 (2, Z)=C. 
Werden die fchiefen Eoordinaten x,, Yı, Zı des Punctes O auf 
die Are x projiciet, fo ift die Summe der Projectionen gleich x; 
alfo .  x=atı +a,Yı #252: 
Eben fo erhält man durch Projection auf y und z: \ 

. yzbx, -+b,Yı -rba2ı: 
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. = Hayıhazı. 


Zugleich ft | 0 


a?+-b’-+c” =1, a,’ +bı’+c,’=1, tt. 
Nun war: ‚für: den Schwerpunc in rechtmwinffichen Coordinaten? 
uSP—ZPpx, vzP=2Py, wZPp—=>Prz, 


Werden mit u,, vi, wı die ſchiefen Coordinaten des naͤmlichen 


Sawerpunetes bezeichnet, ſo iſt: 
u=mau, +a,vı -+a,wı 
v=bu,+b,vı+b;w, 
| w=c,+cC,VYı-Fe’w;, 
mithin | j 
HdR es Pate FPyıhaSPen 
oder 
alu, SP—IPx, )4-a,(v; 2 ZP—ZP,)+Ha.(w, ZP—ZPz,)=0. 


Vertauſcht man in diefer Formel a, a,, a, mit b, b,, bs und 


mit c, ci, c35 fo erhält man im Ganzen drei Gleichungen zur 

Beftimmung von u,, vi, wı. Man fieht aber, daß die Auflös 

fung derfelben nur zu folgenden Werthen führen Tann: 
u2P—2Px, 0, v, Zp—ZPy,=0, w, ZP—2Pz,=0; 


welche Sormeln. zeigen, daß der obige Ausdruck des Schwer: 
punctes auch für fchiefe Coordinaten gilt, w. 3. b. w. 


Um den Schwerpunct beliebiger parallelee Kräfte zu finden, 
kann man diefelben auch in mehrere Gruppen theilen, den Schwers 
punct und die Refultante jeder einzelnen Gruppe deftimmen, und 
aus diefen fodann den Schwerpunct der gefammten Kräfte her: 
leiten, tie ohne Weiteres klar iſt. Hieraus folgt dee Sag: 


Wirken parallele Kräfte auf beliebige Puncte im Raume, 


und verbindet man jeden diefer Puncte mit dem Schwerpuncte 
der jedesmal übrigen Puncte durch eine Gerade, fo ſchneiden alle 
diefe Geraden einander in einem Puncte, weicher der Schwer: 
punct des ganzen Syſtemes ift. 
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Sind insbefondere drei Puncte A, B, C gegeben, ($.11.) die nicht 
in einer Geraden liegen, an welchen die parallelen Kräfte A, B, 
C wirken, deren Summe nicht Null ift, fo fei D der Schwer- 
punct von A und B, E der von C und B; man ziehe CD, 
AE, fo muß der Schwerpunet von A, B, C fowohl in der ei⸗ 
nen, als in der anderen diefer Geraden, alfo muß er in ihrem 
Durchſchnitte G liegen. Zieht man noch BG, fo muß der Durch⸗ 
ſchnitt F diefer Linie mit AC der Schwerpunct von A und C 
fein. Da G der Schwerpunet von C und D ift, fo verhält fich 
‚ DC : GC=C : A-+B 

oder DG : DC=C :; AFB+C 

oder AAGB : ACB=C : A+-B-rC. 

Hieraus ergiebt ſich, daß die Zlächen der drei Dreiecke, welche 
den Schwerpunct G zur gemeinfchaftlihen Spige und die Sei⸗ 
ten des Dreieckes zu Grundlinien haben, fich der Reihe nad) vers 
halten, wie die au der jedesmaligen dritten Spige von ABC ans 
gebrachten Kräfte, ohne ihre Zeichen genommen. Sind die Zei 
chen diefer Kräfte. alle die nämfichen, fo fällt der Schwerpunct 
innerhalb des Dreieckes; find fie es nicht, fo fällt er außerhalb. 
Sind Insbefondere die drei Kräfte einander an Größe und Zei⸗ 
chen gleich, fo find auch die drei Dreiecke um G einander gleich, 
und jedes. gleich 4 ABC. Zugleich liegen dann die Puncte D, 
E, F in den Mitten ihrer Seiten, und man hat: 


CD AE BF *° 
Sind vier Punete A,B, CD gegeben, (F. 12.) an welchent die gleich⸗ 
namigen parallelen Kräfte wirfen, fo fei G der Schwerpunct von 
ABC, H der Schwerpunct von BCD. Man ziehe DG, AH, 
fo muͤſſen diefe beiden Linien einander in einem Puncte K fehnei: 
den, welcher der Schwerpunct von A, B, C, D ift. Zugleich 
muß fich verhalten . 
KG : DK=D :; A-FB-+C 
oder KG: GD=D:A+B+C+HD. 


— 
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odee .Pyram. ABCK:-ABCD=D : A+B+CHD. |. 


- Ueberhaupt muͤſſen die vier in K zufammenftoßende Pyramiden, 
deren Grundflächen die Seitenflächen der Pyramide ABCD find, 


fich zu ‚einander verhalten, wie die an der jedesmaligen vierten 


Spitze angebrachte Kräfte: Sind indbefondere die vier Keäfte | 
auander gleich und in gleichem Sinne wirkſam, ſo iſt | 


KG : GD=1:4, 
und die vier Pyramiden um K find einander gleich. 


@ine bemerkenswerthe Eigenſchaft des Schwerpunctes iſt 
folgende: 

Sind beliebige, durch Linien nach Größe und Richtung dar⸗ 
geftellte, Kräfte um einen Punct A im Gleichgewichte, ſo hat 
A gegen die Endpuncte B, C, D +++ dieſer Linien eine folche 
Lage, daß, wenn man ſich gleiche, parallele und in gleichem Sinne 
wirkende Kräfte an diefen Endpuncten angebracht denkt, der 
Punct A der Schwerpunct berſelben ft, 


Denn man lege durch A drei auf- einander ſenkrechte Aren, 


. mit welchen die Kräfte die Winfel a, 8, y, u. ſ. f. bilden, ſo 


iſt, weil Gleichgewicht beſteht, 
P cos @-+P' cos @-p «+ =0, P cos ßBPcos Bm. =0, 
P cos y-F-P’ cos Y-p + =0. | 
Nun iſt aber 
P:P:PP«=AB:AC: AD.., 


alſo iſt auch J 


AB cos AC cos ap + ==0, 
oder, wenn. x, x’, die Abfeiffen von B, C «+ find, mithin 
xz=AB.cosa, u. ſ. f, fo it sr -Fe=0 oder SO, 
Eben fo-ift Zy=0, 220. Run feien u, v, w die Eoordis 
naten des Schwerpunctes der n gleichen Kräfte an A, B, C «5 
fo ift, wenn man die Intenſitaͤt jeder derfelben mit Q bezeichnet, 


nQ -u=0x-+ Of re = Qı=0; 
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alfo u==0,: en fo"v=0, w==0‘ alfo ift der Anfang der Coors 
diraten deu Schwerpunet; en; 3. b. tw: : Sind insbeſondere vier 
Kraͤfte/ Die nicht in einer Ebene: Kegen mögen,’ um einen 
Punc A im Gleichgewichte, und B, C, D, E die. Endpunete 
dee. fie Darftellenden Linien: fo ift. A der Schwerpunct von vier 
gleichen, parallelen, in-gleichent Sinne an ıB,-C, D, E wirfen- 
den Kräften. Daher fi nd, nach ‚dem Vorigen, die vier Pyrami⸗ 
den, welche A zur gemeinſchaftlichen Spitze und die Grenzflaͤ⸗ 
chen der Pyramide BCDE zu Grundflaͤchen haben, einander 
gheic,, Hieraus folgt der Satz ER 
Stellen die Linien AB, AC, AD, AE vier Kraͤfte Datz: die 
an dem Angriffepuncte A im Gleichgewichte find, fo find die vier 
ducch, je drei dieſer Linien, als zufammenftoßende. Kenten, be⸗ 
ſtnmen Pyramiden einander an. Rauminhalt gleich; 


23. Wenn die Angriffspuncte der parallelen Kräfte ein 
Ale Ganze bilden, ‚welches Linie, Fläche oder Körper fein 
kann, fo läßt fich der Schiverpunct derfelben, mit Hüffe der In⸗ 
tegralrechnung, folgendermaßen finden: 

Man theile das von den Puncten gebildete Ganze im Ele⸗ 
mente dv, die nach allen Dimenſionen unendlich klein ſeien. Wirkt 
nun an-einem Puncte von dv. die Kraft p, fo wird die an je 
‚ dem anderen Puncte des nämlihen Elementes wirfende Kraft 
nur um eine im Berhäftniffe zu p unendlich Fleine Größe von p 
verfchieden fein, indem vorausgeſetzt wird, daß Die Kräfte ſich 
von einem Puncte zum anderen ftetig. ändern. Man kann mit: 
hin alle Kräfte an den Puncten von dv als einander gleich und 
das Product pdv als das Maaß ihrer Refultante anfehen, 
„welche an dem Schwerpuncte von. dv angebracht. werden muß. 
Bezeichnet man die .Cootdinaten deffelben‘ mit x, y, z und 
die. Coordinaten des Schwerpunctes aller Kräfte. mit x, y', zZ, 
fo. erhält man zus Beftimmung der kegteren fofort: 

‚x Zpdv=2pxdv, yZpdv==2pydv, /Spdv=Spzdv; 
oder wenn, wie hier erforderlich, die Summationen durch das 
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Integralzeichen angedeutet werden, 
„x/pdv==/pxdv, y/pdv==/pydv, zfpdr=pnde. a. 
Obgleich in diefen Formeln x, y, 2 ſich auf den Schwerpunet 
des Elementes dv .beziehen, fo koͤnnen ſie doch ohne Weiteres als 
die Coordinaten des Angriffspunctes von, p angefehen. erden, 
weil diefer Angeiffspunct vom Schwerpuncte des Elementeg dv. 
unendlid wenig entfernt iſt. Im Allgemeinen. ift. die Kraft. B 
eine $unction der Coordinaten ihres Angriffspunctes. Iſt ins⸗ 
beſondere ip conſtant, d. h. ſind die an den verſchiedenen 
Puncten wirkenden parallelen Kraͤfte einander gleich, fo. heißt, 
das von den Puncten gebildete Ganze gleichartig. Alsdang 
gehen die Formeln a. in folgende über: "3 gen 
x/dv=/idv, y/dr==/ydv, zyAy=fadv, TR Karen 
von welchen jet auf einige Veiſpiele Anrwendung gemacht wer⸗ 
den ſoll. 
Bilden die Anartfobanete eine Linie, ſo iſt das Bogen. 
element =V dx’-+dy?-+dz? für dv zu ſetzen; mithin erhoͤlt 
man für den Schwerpunct einer gleichartigen Linie von der 
Länge s: 


vl, 8, vol A. 


Das Element einer Flaͤche, in sectiinftühen Coordinaten aus⸗ 


gedruͤckt, iſt 

dxrdy Vi-p 443 
alſo erhaͤlt man die Coordinaten des Schwerpundtes einer ih 
artigen Släche ' 


N xdx SsdxdyV V d-+p+g/ NT ydxdyV 1+p’+q" ydxdyV 1-+p? +4? 


YasdyV A4p°-+p? SH ixdyViHp’+Q? 
‚__S/ adxdyV 1-+-p?-+g? 


|  JixdayVip’+g? 
Für einen Körper erhält man in rechtwinklichen Coordinaten 
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dv=drdydz, alfo 0 


vll zdxdy de My dsaydı. ._ Me dxdy di c 
— * A dx. dydz ’ /dsdyda’ 


2. Der Sönerpuic einer überall gleichartigen geraden 
Anie liegt offenbar int ihrer Mitte. Um den Schwerpunct des 
Umtinges eines Polygons zu finden, - wenn diefer gleich: 
artig ift, braucht man nur die an jeder Seite wirkenden Kräfte 
in eine Reſultante zu vereinigen, welche in der Mitte der Seite 
anzubringen und der Pänge der Seite proportional if. Wird 
3. B. der Schwerpunet des Umfanges eines Dreieckes ABC ge⸗ 
ſucht, ſo nehme man die Mitten a, b, c der Seiten (Fig. 13.), 
und ziehe das Dreieck abc. Dieſes in offenbar dem Dreieck 

ABC ähnlich, mithin — 

ab : be : ca=AB: BC: ca. 


‚Die an den Spiben a, b, c wirkenden parallelen Kräfte verhal- 
ten fi wie AB: BC’: CA, alfo auch wie ab : be ? ca; dag 
heißt, . wie die Gegenfeiten im Dreiede abe. Iſt nun d der 
Schmwerpunct von c und b, fo. verhält fich | 
de : db=AC ; AB==ac : ab, 

. oder de :.db==ac : ab! . 

Hieraus folgt, daß die Linie ad, in welcher fi der Schwer: 
punct des Umringes ABC befinden muß, den Winfel cab hal- 
biet. Zieht man fernee aus b die Gerade be, welche wieder 
den Winkel cha halbirt, fo muß der Schwerpunct auch in diefer 
Linie liegen; derfelbe ift folglich der Durchfchnitt f beider Gera; 
den, und mithin der Mittelpunct des bem Dreiede abc 
eingefchriebenen Kreiſes. 


Der Schmwerpunct eines Kreisbogend AB (Fig. 14.) liegt 
offenbar in dem duch die Mitte D deſſelben gehenden Halb⸗ 
mefler. Wird mithin dieſer Halbmeſſer zur Age der x genom⸗ 
men, fo ift die Drdinate dee: Schwerpunctes Null. Um die Abs 
feiffe zu finden, fege man x=acosy, y=asinp; für den 


2A. Ä von intn. 6i 
Endpunet A fi ‚PpACD—o, alfo CE=acaso, 
AE=asina, Die Abſciſe des Schwerpunctes iſt, weil Bogen 
AB==2ao, u 
u Jx ds N 


und zugleich ds==adp, x=acosp; alfo räs—arfcospdp, 
welches Integral von Pp—=— a bis Pa genommen, den 
Werth 2a? sina erhält. Kolglich ift | 
2aꝰ sin ana | 
Aka a 

oder. u ul’amsna:’a u 
wodurch die Lage des Schwerpunctes beftimmt ift. 

Kür die Parabel ift (nach F. 105. I.) - 


ds==dx V PER ; 
alfo die Eoordinaten des Schwerpunctes eines paraboliſchen Bogens 


um tu 22 ‚+ 2x —— * 2 


fr Va > 


=Vp/«VYp+rax=! VPlp-+2%)? -++-Const. 
Der Ausdruck Für den Bogen .s ift im erften Theile, S. 204. 
3. 4. gegeben; derfelbe läßt fich, durch eine leichte ‚Reduction, 
auf folgende Form bringen: 
s—=1p log (Vp+%x+V Rx) -+Vipı+x‘ — -+ Const,, 
wo Const.=—} p eV’ p iſt, wenn der Bogen vom Schei⸗ 
tel anfaͤngt. 


um das Integral SV SE zu finden, fege may 


zur Abfürzung =, fo echätt man 
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‚ Sk Vax+r=/dıVYGHa)’—’—=fdıV 2? 2%, 
wo z—=x-+a Nun iſt : 


— — 23 
fdaV 2? —a?=ı) 2?’ —a? — —— 
Vz: = 


=ıV z’—a? —/fdıYı ı_a? — aꝰ 


mithin 


Ve vn Va 7 
Ss =leserV? ı—a 3); (1. $. 95.) 


7 


alſo 
daV 2?’ —2’— == iz 2? —a? - Jaꝰ log (z+V z2’—a?) C., 


mithin — 
x-+2x? 
= fir) EEE 


=HaHHpPV + ipx 25 los + Vr Hp -C. 

Es fei (Sig. 15.) AGE eine Eycloide, AB=x, BC=y; 
x=a(Pp—sinp), y=all—cosp). 

Wird der Anfang der Coordinaten in den Scheitel G verlegt, 

und demnach K=x,, Kl=y, gefegt, ſo ift offenbar ty: 

=an, yHx8=2, mithin 
x, =a(1-+c0s9), yı=a(n—p-+sin 9), 

oder, wenn man p=a—y) fegt, und 3,y ftatt x, yı ſchreibt: 
| ‚x=a(l—cosY), ya +-sinY). 

Hieraus ergiebt fich ds—2a cos 4 Wdy, alfo Bogen 

GC=s=4asinyiy, oder s?=8ax (vgl. I. $. 105.). Fer: 

ner ift für: den Schmwerpunct des Bogens GC, nach der Kor: 


sg? 
mel su=/xds, teil Im —E ‚ alfo 


> 
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0=3g=1S=jcK, u 

Um die Ordinate v zu finden, hat man or 
saßdamy—fi, , 00 

üy=BaYfein} 4% coszWw? dy= sale; W); 

alfe j sv=ys— za all cos; Y°). | Ze 

Sie V wird s=4a=GA, y-an; aiſo u= a2, 

v=(n—3)a. | 


25. Um den Schwerpunct der zZlache des Paralleltrapezes 
ABCD ($ig. 16.) zu finden, nehme man die Gerade FE, welche 
die Mitten der parallelen Seiten AB und DC verbindet, zur 
Are der x, und FA zur Are. der y. Es fei HK’ parallel AB, 
fo find FG=z, GH=y die Epordinaten, bon. H, und FG, 
GK=—y die von K. Man fee noch  AF=FB=a, 
DE=EC=b, FE=e, LAFE=a, und die Fläche des Tea: 
pezes, d. i. (at+b)esina=T, ſo iſt 
| ' Tu=sin o/fxdy dx, Tv=sin affy dy dx. 


Man integrire jur nah y zwifchen den Grenzen 
"yo rf —E a)x +3): 


“welche durch die Gleichungen he Geraden AD, BC gegeben wer⸗ 
den; fo ergiebt fich fofort v= 0, d. h. der Schwerpunct liegt 
in FE, was auch ohne Rechnung Far ift, ferner fommt: 


Tu=2sin Al Fra)ei, 


und mithin, wenn von x—=0 bis x—c integriert wird, 
Tu=2sin a(5c’(b—a) +3 ac), 
oder, für T feinen Werth gefegt: 
(a+-b)u=14c(a-+-2b). 
Hieraus folgt (ar-b)lc—u)=tc(2a-+b); alfo, wenn G der 


\ 


/ 
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Schwerpunet, mithin FG=u ift, 
FG : GE=a-+2b : 22-+-b. 


Iſt AB=2=0, fo hat man ein Dreieck, und findet u=!c, 

&8 fei (ig. 17.) ABD ein elliptifches Segment, deſſen Schwer: 
punct gefucht wird. Durch die Mitte G der Sehne AD lege 
man den Durchmeffer EIB der Ellipfe, fo ik klar, daß der 
Schwerpunet in GB liegen muß; ferner ziehe man einen zweiten 
Durchmeſſer KE parallel mit AD; fo find? CB=a CK=b 
conjugirte Axen, deren Winkel KCB —=y fe. Diefe zu Aren der 

x und y genommen, bedingen folgende Gleichung fuͤr die Ellipſe: 


rl. 
Run ift Pan ABD=2 sin y/ydx=S, und 
y-V 1-5 nr 1} "die Grenzen der Integration find ı=UB=a, 
 xs=0G=y. "Hieraus ergiebt fich ' 
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S=2bsiny f\ V1-5-%, 
d. i. 
J —A 
" Smabsinyl z_2) J ‚ 


oder wenn man g -arcsink =, mithin cosu=- fe 





S=ab siny(u—tsin2u). 
Kerner ift | 
Su=aaingfdss= thai |} :V 1-%.0 


=3a?hsiny-sinu?, 


2 4 3 
__ _zasinu® 
daher —— 


3: > von dlaͤchen. Cyeloide. "u 
Far die Halbe Ellipfe KEB mird x=0, .b=E, md 
ur 7 
Um den Schwerpunct einer chcloidiſchen Fläche zu finden, 
feien wieder x und y Coordinaten aus dem Scheitel 6, wie in 
F. 24. und demnach (Fig. 15) om 
GK=x=al—.cosy), Ko= = 
Alsdann erhält man für die Flaͤhe GKC=S, 
S=fyk=yx—fk dyaxy—ar sin". dd, 
alſo - Say. —la’(y—lsin2y),;, x 
wo das Integral fo genommen ift, daß es für v0 verſchwin⸗ 
det, wie die folgenden ebenfalls. Ferner iſt: J 
Su=fyd= ar’y—4fAtdy .. 
=1r?y—4a’//1— cosp)sinyw*+.dıyp, . 
oder Seumiry—jaliy—1sin2y—Lsinye]. 
Svaffyiadmifpikmiyis—jyidy. 
Man hat Sysk=atflp-+sinyd)siny’dy, 
und findet durch theiftweife Integration, für die Grenzen 0 und u, 
Spsiny’ -dy=iy!— -asnylpeoosd—siny) 
und Ssinw° dy=1 — 0059 —+(1— cos y?); F 
woraus ſich ergiebt, wenn nian ſtatt der Potenzen von sin 
und cos y die Sinus und Eofinus der Vielfachen von einfuͤhrt, 
UVV V— 
—R sin) cos V—4 02V 474 00539), 
welcher Werth oben in den Ausdruck fuͤr 8.v zu ſetzen iſt. 


Fuͤr die halbe Eycloide wird Y=n, 2a, ‚y=an; 
S—daın, 


‘ 
‚in 


. — $S-v=(r? 9; 3 | 
alſo ———— 
5 
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26. Fuͤr eine Umdrehungsfläcde, deren Are, z iſt, hat 
man, nach I: $. 108. (©. 212.) als Ausdruck eined Slägen- 
elementes: | 


Wann rdrap/ 14() , 2), wu | 


ober wenn man das Bogenelement der ergeugenden. — i. 


ar — 2) —ds fegt: 


. rd: de. 
Bezeichnet man einen Theil der Flaͤche mit S, und find u, v, w 
die Eoorbinaten feines Schwerpunctes; ſo iſt:? 
S=//rdgpde. ' | 
Su=/fi cospdsdp (weil x=r c0sp) 
—— sin ꝙ ds dꝙ (weil yrsing) 
Aradsdꝙ. 

Es das Flaͤchenſtuͤck begrenzt von zwei auf dee Are 2 
fenfrechten, und zwei Durch die Are z gelegten Ebenen, für welche 
9—=0 und 9 fei; fo find die ‚Grenzen. nad s und 9 uns 
abhängig von einander. Integrirt man von 90 bis 9*9 e 
fo fommt: Sgyfrds | 

S-um=sing/fr’ds, S-v=(1—cos p’yr’ds, S-w==g'/rzds. 
Fuͤr einen vollſtaͤndigen Ring um die Are 2 wird y—2r, 
mithin 2 — 
| S—2n /r ds, ul, v0, S-w=2n/rz ds. 

Dieſer Ausdruck ergiebt ſich auch leicht, wenn man bemerkt, daß 
2zrds ein unendlich fepmales eingförmiges Slächenelement bedeus 
- det, defien Moment in Bezug auf den Anfang der Coordinaten 
offenbar —=2nrds-z iſt. Dividirt man man nun die Summe 
aller Momente, d. i. 2rrzds durch die Summe aller Flächen: 
elemente /2zrds, fo erhält man den Abftand w bes Samen 
punctes vom Anfange der Coordinaten, nämlich 


28. Umdechungsflaͤchen.nEycloibiſche Flaͤche. 67 
nnd Bu », —— a ER PEN 2’ SEE SEE, 
dee federn dh 

übereinftimmend mit dem Bocheparfenden. 1 u 

— Es ſei 3. B. die Flaͤche eine Kugel, a; man 
ſetze z=asing, T=acosp, fo wird de=adg, und 
Srds=a? sinp, frıd=}a° sin p? ” wenn die Integrale von 
9—=0 anfangen; alfo 

whr sin hr. 

Man fuht den Schipftpunct einer Fläche, welche durch 
Drehung des Bogend GC kiner Eycloide (Fig. 15.) um die Are 
GK entfieht,. In $: 24. wer Gk==x, KO=y; De werde 
GK=z, Klzer gefegt, fo ift: 

z=a(l— cosYy), r=a(dy-+ siny), 

ds=2acostiy. -dıy, a==4asinyV, 8?==Baz, 
Es ergiebt fi, wenn cost y—q gefegt wird: 

ds=rs -Sdr=rs —Ea?(1—g°), 
welcher Werth für y—0 verſchwindet. 

Srds=r?s— rsdr —r?s 2rfsdr + %/fsdr?, 

Run it Sdr=—'Farg?, mithin SNdr—=— arygedy, 
wo g>coszWY. | 

: Heraus findet nian as, noch sinyzy —t fegend, 

Nır=— Yarlt-3i’+4 ), | 
welcher Werth für v0 verfchwindet. | 

Demmnach ift, für die Grenzen O md w, ' ‘ 

Ka=rs+ aꝰrqꝰ Bi a eV 
Endlich findet ſich 


de 2 — fh’ dr), | 





und 
dr —6ha‘f, (1 cosy)dy— — 2562*(1q° 109), J 
5* 
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two der Kürze wegen t=sindıy, q=costip find!, wie vorhin. 
Hieraus erhält men— wieder zwiſchen den Grenzen © und w: 


Ind=z, [+56 an ]- 


Sür yn ergiebt ſich aus diefen Gemein, da, æSo, t=1, 
ran, s=—4a wird:. 





fin. , Srde=4a’ PR — 
—E ar — Ge Fi 


fofglic erhaͤlt man zur Beſtimmung des Schwerpunctes derjeni⸗ 
gen Flaͤche, welche entſteht, wenn die. halbe Cycloide GA (Fig 
15.) um die Are GD eine Drehung =Y' macht: 








) gr? 256 13. u ö 
45 45 1—cosy' 
um —, V — — — 8 
n— nt 9 
3 3 
8 
—— za . 
= 70 
n— 4 


An Figur 15. iſt G der. Anfang der u, v, w, und u fällt in 
die Tangente in G, w in GD). 


Wird die Eycloide um die Tangente im Scheitel G, als 
Are, gedreht, fo muß man fegen, da die Drehungsare immer 
die der z fein fol: ' 


z=aWd-+-sinYy), r=all —cos%), s?==8ar, ' 
wodurch raten wird: 
fd te fi, und frrd=frzV dr?-+-dz? 


genau wie oben, weil durch Vertauſchung von r mit z dieſe For⸗ 
mel nicht geändert wird. In der obigen Formel für /rzds muß 





Ei. 
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aber natuͤrlich r—alıh-siny), ‚d.h; gleich Dem gegenwaͤrti⸗ 
gen z, geſetzt werden, um denſelben Werth zu. erhalten, wie vor⸗ 


hin. Man erhaͤlt daher fuͤr den Srehungswinlel Yin 


u=jr: ar ehr —erE, wand 
Alſo ergebt ſich z. B. für den: Gehwerpunct Deu Fläche, die 
durch eine volle Umdrehung . ‚der halben Eyeleide "GA; um bie 
Tangente ‚im, Scheitel. (in welche w faͤllt) entſteht, indem 
9 —— yn iſt, 





BL 
' v0, v=0, —— Br Bu 


217. Um dem Leſer noch "ein geeignetes Beifbiel z zur uebung 
in der Integral⸗Rechnung darzubieten, werde dee Schwerpunct 


‚der Aläche des rechtwinklichen ſphaͤriſchen Dreiedes ABC ges 
ſucht (Fig. 18.). Es fei B der 'rechte Winkeh, und jede der Ka⸗ 


theten AB, BC kleiner als ein Quadrant. Man nehme "den 
durch A gehenden Halbmeſſer zur. Age der x, die y in der Ebene 
des Kreiſes AB; fo laſſen ſich die rechtwinklichen Eoordinaten 
eines Punctes E der Kugel durch die ſphaͤriſchen Eoorodinaten 
AF==9, FE=Y (Z AFE= % ‚tie belannt, hzigendermahen 
ausdrüden: 

x=cosWcasQ, yacsyang, z=sinYd, 
wobei der Halbmeſſer —=t gefekt if. Hieraus ergiebt ſich das 
Element der Kugelfläche cos rdpdip (t. &. 214.), und mit⸗ 
Bin, wenn die Flaͤche des Dreieckes mit A bezrichnet wird, und 
u, v, w die den Aren x, J— 2. paraliden Coordinaten ihres 
Schwerpunctes: jun: . 

Alf casyäp ay, | 
Aufl oa cospdpdY, Av cos Rain pdpdi 

BEE ‚Arwazff cosıy Sin dp ap. 
Der Werth non A Fünnte zwar als befannnt angefehen werden; 


4 
®. 
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ed wird aber micht uͤberfluͤſſig fein, zu zeigen, wie er fih nus 
obigen Integral ergiebt. Man fee LCABzta, ACB==5; 
AB=g', AB=Y‘, fo if, nach bekannten Gorimein der ſphaͤri⸗ 
ſchen Trigonometrie: 


tg⸗ tg 0.sing, cos y=cos p' kino. 2 


Für jeden Punct der Hypotenuſe AC, 3. B. E iſ ferner, wegen 
des techtwink lichen Dreieckes AFE: 


28 


5. ieyigasin 9,' “oder yzardigliga.hp) 
Um nun A zu finden, integeire man zuerſt von v0 bis zu 
dem vorftehenden. Werthe von -%, fo ergiebt fih die Flaͤche 
eines unendlich ſchmalen Streifens EFfe; wird hierauf wieder 
von 90 bis p=AB integrict, fo erhält man A. Demnach 


ſtt we. A in ᷣͤg. 
wo any — ‚ ſeten iſt. "Sri man 


106% fin Ka fo kommt... .:-: % en nr ne: 
Keinpdp " u 
4 — | 
es —* 2* Secosp, ſo a “ 


Am. Sa of me "sin nn odz, | 
—— VI-7° sina® — 


d. i ‚A =arcsin(sine) —arcsin(z sina) 
2 = arosin(cosp sine). 
In diefem Ausdeude ft aber. ‘ spp, und weil 
cos pP wnam=cosy fo fommt . on 
Az=a— arcsin(cosy) =a— arcsin(in ey) 
=a-+-y—in, w. z. b. w 
Bei den uͤbrigen Integralen find die Grenzen die naͤmlichen, wie 


bisher. Wird alſo zuerſt wieder ua aa von O an integriert, 
fo kommt zunächft: 


22. Ba: i ; ; ſphoͤruchen Dreiccke: 71 
cos yYdySzf(1 4-cos = Hein? 


2/ sin y ran ae 
und mithiu: IE ER Eu He. m: Er Bee? 
1 PRESSEN rt 
| | 2A-va/W-Hsiny cosp) sing) aͤ mE 
a ‚ 24- wifsiindig ne Bernau 


a 


In diefen Formeln iſt vare sk sing), X tgoœ, 





Nun J " SV cospdp= YVolnp—[engay 


a Yu äg=— VionptScasgäy. J 
— k.cospdp 
| Ä wenn in" - BR 
Demach J rer, » Y; ‚rninen 3 


ksin d 
en —R 
oder well - W DR 
An cos Eu fen he 


welches Integral Für 0 ——— Ferien iſt 2 


rkeospadgı : >? aa, !- 
Je * TICAMꝙẽ sin p? * — F sin? 


En da a; 


ron Eu -?. il | 
14 — 


oo. a‘ er 


Um das ntegeal Se, “w —* „fire ma man 
4—cos 2" fo. 


sing’ — fommt 


° 


2 
Sem fe ArTT 
oder wenn zur Abkürzung, —RE = -ak? geſett wird, | 
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ad: - 
me 1-rk? rar zog 

Es ſei cos 29 -, fo iſt indp—=-V 1—g?, nämlich pe 
fitive, weil, nach. der Annahme, 9 zwiſcheno O0 und 3m alſo 
29 zwiſchen 9 und, z ‚liegt. 


Demnach) wird ing = mithin = 


vi 
* er» _ ag. | * 
a- cos29 . —SeS— 
Nun ſetze man in der Formel c. I. ©, 182 ), x=q h=4, 
und bemerke zugleſch, daß amt ſo kommt 





eo rent 


“in welcher Kormel ift: 
z= unge, cos gr V —E 
ai 1. ©, 182, wo y= 0 u 
Da acq pofttio ift, ſo iſt auch cos Q poſitiv; daher ohne Zweiden⸗ 
tigkeit dee Wert) von O=arcain = zwiſchen — In und 
+37 u. nehmen. Schreibt man ur — cos 29 für q, 


7240 
ſo roumi Sn — 3 "ya * Va + Const, 
—E Lacostp 


wo =arc sin 


„Uırvın 


he = 0 wird 0 arcsin Dein demnach 
2dp ° _ Q+ir, | 
0.8 0 — 
Nun iſt nd Vet 


_1—ac0s2p __ KL@HK 002 _ HN sing—1 224 
a c032p ” —x 2 14k? sing? ' 


amp’ ‚ wiſchen — und Hin. 


0 \ | | 
2. . eines ſphaͤriſchen Dreieckt. 73 
ober wenn man bemerkt, daß kainpmigy, 

 n._23inp? +tgw—1 

BE "Du 

Unter ꝙ und % find hier die Grenzwerthe AB, BC zu verftehen. 

Segt man die Hppotenufe AC =H (Sie. 18 2 fo in cosꝙ sony 
mod und folglich 

—EE a re 

oder 43 rn cos (4a-- Q)==cosZH. ' a“ 


Da 9 und .Pleinee find als Ar, fo iſt auch H<3r, ae 
2H<z, und weil DO jwifchen —3ir und ir, au 
anr+0Q0<n. Daher folgt-aus der: vorſtchenden Gleichung, daß 
nothwendig 


in, und milßin: 
2 3H 
m JS: a— ee: 
folglich auh I 
— — — neo 
327 UV/Ter ee 


Es iſt nämlich , kuigo;  hierans--folgt 


—1—2 c05p? cos)". 


In+0=2H 





k° ar i= * Der oben angegebene Werth von Jcospdp 


| 1 
k — sina cos a’ r= colga, 


Jera=;: na? cotg 0. 
Endlich findet man: 
 Sevavaniz Jar Hungeungig =füngayc, ode) 
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ksinp’d 
five cos Yainpdg= ne 


— 9 cotgo — H coru- ootg a. 
nr. ?k?sinp’d a DEE 
P fer vrapz T a 9 —Hoos.. 23. 
Mit Hülfe diefer Werthe ergeben ſich nun die Cobldinaten des 
Schwerpunctes wie folgt: en Ber 


2A. u= Yeing-Afeingäy-h fein ayre=Veing- 2. 
%v=—Y Teen cos 9 ara 





Wen 


PFEEBERR ‚2A: vssHsnasspdosp 7 ya 
Ä 2Aw=p—Hcosa; Bu wall" 
alfo ift: 2ER, kn 

YVsin@ _ Hsinu—ycos® p—-Hcose \ 


u= an’ an 28. 


In diefen Formeln if Gig. 18) AB=g, BC=y, ACH, 
/.CAB=a, ACB=>Y. | | 


Es ſei. mu —ER 
v=u sin p—v cos p, | 
Jo kommt: ö Au == H sine Sp,” | Mer 


3AvV=Yy-—Hsina c0sP. nn 
Denkt man ſich aus der Spitze B des rechten Winkeis ein 1 pol 
riſches Loth CP) auf bie Öppotenufe rin, ‚f6 iſt 
.. sinp= sine SP: | 


Serner ift tan SL“ —— mithin endlich: 
Vo —Hsinp “ \y—Hodsy " > y—Hocosa, 
A’ 2 ' “7 24. 
Hier ift der durch die Spige des rechten Winfes ® gehende 
Halbmeffer ‚die Are der w. 


- “ 3 
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48, Um er Velſpiel von dem Gchwerpemete eines koͤr⸗ 
—** Raumes zu geben, denke man ſich ein Ellipſoib 
deſſen Hauptaxen a, b, c ſeien. Ninnnt man die Richtungen 
derfelben zu Coerdinaten Meen, ſo kann geſetzt merden: 

xmachsyn08p, IVEPh coe . ein ꝙ, gz=cein®. . 
Wird nun j B. deu: Schwerpumt det halben Ellipfoids, über 
der Ebene xy, verlangt, fo iſt klar, daß derſelbe in der Ale cc 
liegt. Legt man in dem Abſtand z vom Mittelpuncte eine Ebene 
fenfrechs Auf die Are c, fo iſt die Flaͤche des dfiptifchen Schnit⸗ 
ſes abrscosw*, weil acosy, bcosıp bie - Agen : deffeiben 
find. Diefer Ausdrud mit dz multipficirt, giebt das Volumen 
dV einer Schicht von ber Höhe dz, deren Moment. in Bezug 
ee den Anfang der Cootdinaten =zdV iſt; daher iſt 

Ä Ä WAV=/dV. . I. 13 
din I abe nd N 
— — 
weil z=csinv,und " — J 


— many — ind 
alfo V=aben sin yd 7 sin v. 


Ferner 


fi — X cos ꝙ umabernfeon]* — * ing 


| J— —R 
folglich w=jceiny = nn) 
d — ce? 2 0 
oder auch v= 1z(< 1) 


Dieſer Ausdruc gilt fuͤr einen Abſchnitt des Ellipſoids zwi⸗ 
ſchen parallelen Grundflaͤchen, von denen eine die Ebene der xy 
und die zweite von diefer um den Abftand ==z, entfernt iſt. 


Fuͤr das Halbe Ellipfoid wird z=c, alfo w=$c. 
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..Ym Allgeweinen  echäle man fhr den Schwerpunct eines 
—* V, wenn d’V, ein nach allen Dimenfonen unendlich 
kleines Zement deſſelben ift: Fur “1 

Venmfid?V, Vev=/yaV, Verufad’V, 

wo das Integralzeſchen eine dreifache Integration Bedeutet. 

| Aus 8.112. CE). ergeben fi verfchiedene Ausdruͤcke für 
deV, je nachdem die Coordinaten der Brenafäspe Angenommen 
find; namentlich 

in rechtwinklichen Coordinaten: —— BE 
Sind die Eoordinaten dev Grenzflaͤche als Sunetionen bon.p und 
q gegeben Cogl. 1,.8. 112.), ff 

VEG=FF .cosirdpdg= (17-5: a” -. = —8 
die Projection des Flaͤchenelementes auf die Ebene xy. Multi⸗ 
plieirt man dieſelbe mit dz, fo erhält man das Volumen (de V) 
eines unendlich Fleinen Parallelepipedums von der. Höhe da; 
naͤmlich: deV= 3. ED )apäydı Ä 
So iſt z. ©. für:ein Ellipſoid CH. 8. 113,) 

dV=ab sind cosydydgdz; | 
demnach Vum=ab//f sin! cosYdydgpdz. 
'  Veyzmabf(/y in) coapd)dpdz, A, 
V-n=ah//fz sin! cos dıy dpdz. 
Integrirt many. B zuerſt nach Q, von O bis 2, fo kommt, weil 
\ x=ac0s}, cosp, y=bcosYsing, | 
u=0, v==0, wie leicht zu fehen; ferner 
Vewzßabriffz cos sin‘ dı.dz. 
Integrirt man’ ferner diefen Ausdrud von =) bis Jam, 
fo kommt Vw=abrsfz cas y? dz, 
welcher Ausdruck das Moment einer auf der Are z fenfrechten 
Scheibe von der Höhe dz und der Grundflädhe ab cosıy? · x 


! 


28. korperlicher Räume. 7. 


darſtellt, wie vorhin; daher er auch nicht weiter entwickelt ze 
werden braucht. 

Integrirt man die obigen Ausdruͤcke A. zuerft nach 2, 

O bis z, fo kommt, indem man noch für x und y, ſo wie * 
der Integration für z, ihre Werthe in 9 und « einführt: 
V-u=a?beffcosY? sin‘? cosp-dpdY 
Vev=ab?c// cos‘? sin)? sinp-dpdY 
V-w=4abe?/feosYy sin!’ dpdlY. | 
Wird weiter zwifchen den nämlichen von einander unabhängigen 
Grenzen integriet, wie in I. $. 113., nämlich nach @ von O bis 
9, und nah \) von 0 bis », fo kommt zuerft: 
V-u=a?besinpfcos‘? sind). > 
V:-v=ab?c(l— cosp)fcosY? siny? dy 
Vew=tabe?’p/cosh sin‘? dy; 
und fodann: | 
Veu=4a?rbe sinpg()—2sin4}) 
V.v==4ab?c(li—cospXY—2 sin4L) 
Vw=labe?’@siny*, 
Zugleich ft 5 V=4abc-g-sin!?. 

Bierbei ift der ſchon genannte F. 113. im. erften Theile zu 
vergleichen. Die vorftehenden Ausdrücke geben den Schwerpunct 
des dafelbft berechneten Volumens V, über der Grundfläche 
LMKD (Fig. 27. L). 

Man bemerfe noch folgende Ausdrüde für das Körpereles 
ment, ‚nämlich 


— 


de V r dr dꝙ dz 
für Polarcoordinaten in der Ebene xy ($. 112. c.), und . 
d’Vr? cos C dr dꝙ dd 
für Polarevordinaten im Raume ($. 112. e.). 
Der erfte dieſer Ausdrücke ift beſonders bequem bei Umdre⸗ 
GungssKtörpern anzuwenden. Will man nämlich den Schwer: 
punct eines Volumens finden, welches von zwei durch die Are = 


” 


N nn 
& 


1) 


— 
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gelegten und zwei auf Ihe fenfrechten Ebenen begrenzt wird, fo 
integrire man jzuerft von p==0 bi6 p==p', wo @P' die gegens 


feitige. Neigung der duch z gehenden Ebenen if; ferner vn 


r==0, bis r==r; alddann fommt: 
ve49 fi r? dz 
Veum!sing’fredz, V-v=4ll— cosp')/r’dz, 
Vew=4g'/r?2dz; 
fo daß nur noch einfache Integrationen zu vollziehen find. Fuͤr 
p9—2r#,d. h. für ein Stücd des Körpers zwifchen zwei auf der 
Drehungsare fenfrechten Ebenen, erhält man 
Vz=nr/r’dz, u=0, v=0, V-w=r/r?zdz. 
Die Anwendung diefer Kormeln wird’ dem Lefer ohne weitere 
Beifpiele klar fein. 

Es mag nur noch bemerft werden, daß die hier gegebenen 
Formeln fi ſaͤmmtlich auf gleihartige Körper (Flaͤchen, Li⸗ 
nien) befchränfen, bei welchen die an jedem Puncte wirkende 
Kraft (p, 8. 3.) uͤberall von gleicher Antenfität if. Im All: 
gemeinen aber Fann p veränderlih, und wird dann irgend eine 
Runction von x, y, z fein, die unter dem Integralzeichen noch als 
Factor hinzutritt, wie aus 8. 23. a. zu erfehen if. Da die Re: 
sein der Integration die nämlichen bleiben, fo find befondere 
Beifpiele Diefed Falles nicht erforderlich. 


Erweiterung der Lehre von den Mittelpguncten 
der Kräfte. 


29. Die Frage nach einem Mittelpuncte der Kräfte wurde 
bieher in der Statik ausfchließlih auf den Kall paralleler Kräfte 
befchränft. Es ift aber fchon in den 8$. 11. und 20. gezeigt 
worden, daß auch beliebige Kräfte in einer Ebene, wofern ihre 
Mittelkraft nicht Null it, einen Mittelpunct haben, der jedoch 
nur für Drehungen in diefer Ebene gültig bleibt. In den fols 


28: von den WMittelpuncten ber. Roäfte. rs 


genden FF. ſoll dieſe Unterſachung auf. beliebige Beife und Due 
—— im. Raume ausgedehnt werden . 

Man denke ſich an: einem feſten Koͤrper, d. h. an einem 
Sonene fe verbundener Puncte, Kräfte angebracht, die Peiner 
Anderen. Einſchraͤnkung unterworfen find, als dab ihre Mittels 
kraft nicht Null fei. Legen dieſer Einfchränfung befteht weder 
zwiſchen den Kräften Gleichgewicht, noch find fie einem bloßen 
Paare gleichgeltend; Dagegen laſſen fie fich durch eine der, Mits 
telkraft gleiche und parallele Refultante, an einem beliebig: ge⸗ 
waͤhlten Angriffspuncte, und ein gewiſſes zugehöriges Paar er) 
fegen. Der Angriffpunct der Refultante werde in der Kolge 
immer :fo gewählt, daß das Moment des zugehörigen Paares 
das kleinſte unter allen möglichen feiz antweder wird mithin dies - 
fe Moment Null fein, oder die Ebene des Paares (enter auf 
der Richtung der Refultante ftehen. 

Nun ftelle man ſich vor, daß der Körper aus feiner anfäng- 
tihen abe in eine. beliebige andere ‚gedreht werde, und laſſe wie 
der Diefelden Reäfte wie vorhin, in denfelben Richtungen -auf dies 
ſelben Punete des Körpers wirfen; fo ergiebt fi. offenbar eine 
der vorigen gleiche und parallele Refultante, deren Richtungstis 
nie jedoch im Allgemeinen andere Puncte des Körpers treffen 
wird, als die Richtungslinie dee vorigen Reſultante traf; fo wie 
auch das Monient des zugehoͤrigen Paares im Allgemeinen dem 
vorigen nicht mehr gleich fein wird. Wenn man indeflen der 
Körper bloß parallel mit ſich ſelbſt verſchoͤbe, fo fände offenbat! 
gar feine Aenderung in der, gegenfeitigen Stellung des. Körs 
pers und der Auhfte Statt; mithin würde bie Richtungslinie deu 
Reſultante den 'Höper wieder in denfelben Puncten treffen, wie 
vorhin, ‚und das Moment:’des Paares ebenfalls ungeaͤndert blei- 
ben. Man ftelle ſich daͤher, von paralleler..Verfchlebung abfes 
hend, nur noch Drehungen des Körpers um beliebige Axen vor: 
Es iſt aber wiederum einerlei, ob der Körper um eine gegebene, 
oder um irgend eine andere, jener. parallele Are gedreht wird; 
denn dreht man ihn, von einer gemwiffen anfänglichen Stellung: 


pm nr 
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eub;, das eine Mal um die erſte, das andere Mal, in demfelben 


Sinne, um die zweite Are, fo-iR augenſcheinlich, daß Diejenigen 
Stellungen, welche in beiden Fällen aus gleich großen. Drehuns 


"gen entfiehen, einander parallel find, d. h. daß der Körper aus 


der einen in die andere durch bloße parallele Verfchiebung ges 
bracht. werden kann. Da mithin zwifchen parallelen Agen fein 
in der gegenwärtigen Unterfuchung gültiger Unterfehied Statt 
findet, fo Tann man alle Aren durch irgend einen Punct des 
Körpers legen, der einmal für immer gewählt ift und unbewegs 
lich bleibt, fo daß nur noch die Drehungen des Körpers um dies 
fen Punct in Betracht fommen. 

Kerner laſſen ſich die fammtlichen auf den Körper wirken⸗ 


den Kräfte auf drei zurächfähren. Denn man zeriege die Kräfte” 


nach drei beliebigen, der Einfachheit wegen gegen einander fenfs 
rechten Richtungen, die jedoch fo anzunehmen find, daß Feine 
Ebene, die zweien von ihnen parallel ift, der Mittelkraft ſaͤmmt⸗ 
licher Kräfte parallel ſei; fo ergeben fich drei Gruppen paralleler 
Kräfte, von deren Feiner die Mittelfeaft Null fein kann, und die 
ſich mithin in drei einfache Refultanten an eben fo vielen Schwer: 
puncten vereinigen laflen. Diefe drei Schwerpuncte bleiben, der 
Theorie paralleler Kräfte zufolge, in bem Körper feft, wie auch 
derfelbe gedreht werde; die anfänglichen Kräfte find: mithin auf 


drei gegen einander fenfrechte Kräfte zurückgeführt, ‚die in unvers- 
aͤnderlich beftimmten Puncten des Körpers wirfen, und von des 


nen in der Kolge einzig und allein die Rede zu fein. braucht. 


Durch den ale unbeweglich gedachten Punct des Körpers. 


(er heiße A) lege man drei auf einander fenfrechte, in dem Koͤr⸗ 
per feite, aber mit ihm im Raume bamegliche’Airen,. und zwar 
gehe jede Are von A aus nur nady einen Seite fort, werde aber 
nicht über A hinaus nach der andern Seite verlängert; fo kann 
man nunmehr den Körper ganz außer Acht laſſen, indem alle 
Stellungen deffelben durch diejenigen der. Axen ohne Zweibeutigs 


keit bezeichnet werden. Kerner ziehe man aus A drei den Kraͤf⸗ | 


ten parallele, mithin wieder gegen einander ſenkrechte, in dem 
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durch Zerlegung nach drei ‚Richtungen, and -Zyfammenfegung, der 


parallelen Somponenten auf drei bringen, faun; fo hat Das Sp 


ſtem cd. h. der Körper mit den Kräften) immer eine Central⸗ Are; 


noaͤmlich die gerade Linie zwiſchen den-Anguifffpuncten ‚der ‚Kräfte, 
So if b» B. in. Fig. 3. 5 41.). die Gerade AB die Ceniral⸗ Dr 


wveriu dd 


«und Bi Mitteffraft nicht, u if, wie hier. immer ——— 


wird) Denn zerlegt man die ‚Kräfte. ‚zunächft nach zwei derſel⸗ 
ben Ebene parallelen Richtungen, fo. . zugehen. fi fi &. iraei. Gruppen 
paralleler Kräfte, yad, gug Ihnen zwei eat pnishig- wieder 


der vorige Fall zweier Kräfte. -. 


ESind aber die Kräfte nicht "alle, einer ‚Ebene parallel, fo 
zerlege man fig. nach Drei beliebigen Richtungen, Betrachtet man 
zunoͤchſt hloß zwei von den. entftehenden, drei Gruppen” paraliefer 
Kräfte, fo haben diefe eine Gentral: Are. Damit aber dem. gan 
telpunct der noch übrigen parallelen” Kräfte in die ——— 
der heiden anderen falle. Ein Syſtem hat alfo. nur in befondes 
ren .Sällen «eine Central⸗ Are, im. Allgemeinen ober findet der 


dritte Sal Statt; nämlich bie Angeiffäpuncte der drei Reäfte 
liegen nicht in einer Geraden, und beftimmen mithin eine: bene. 
Wenn man die Kräfte nach drei beliebigen Richtungen: zerlegt, 
and ‚die. parallelen wieder zufammenfegt, jo ergeben fich Drei 
neue Angriffspuncte, die aber offenbar twieder in derfelben Ebene . 
liegen, auch niemals in eine einzige gerade Linie fallen fönnen. 
Diefe von allen Drehungen und Zerlegungen unabhängige, in 
dem Körper fefte Ebene, heiße die Sentral:Ehene Das 
Dreieck, welches Die drei Angriffspuncte der Kräfte in der Gen: 
tral⸗Ebene zu Spigen hat, fann man das Central: Dreie nens 
nen; man muß jedoch bemerken, daß daffelbe von der Art der 
Zerlegung nicht unabhängig iſt; denn je nachdem man die Kräfte 
nach. diefen oder. nach jenen Richtungen zerlegt, ergiebt ſich ein 
anderes Genttals Dreieck, jedoch immer in der gKentral- Ebene. 

6* 
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ſchieden; aber Diefer "Unterfchied "hat hier Fein Gewicht. Denn 
man" fann durch -gemeinfchaftliche Drehung des Körpers und 
der Kräfte um: die Are =-da8 ganze Syſtem aus der einen Stel; 
fung in die andere bringen; fa daß z. B. das Dreieck x’au in 
die Lage zo’ kommt. Es iſt .alfo in. beiden. Faͤllen Fein Unter: 
ſchied in den. gegenfeitigen Stellungen der Kräfte und. des 
Koͤrpers Dora} diefer a aber iſt allein, woraut es hier an⸗ 
kommt:⸗ 19. A 

In der: Zoige. ſrele man 2: dem Rip as eben 
vor, and drehe: die Kräfte. ©. 2 ne: : 


; e+- Die Angriffspuncte der. drei Kräfte, auf. welche oben 
die anfänglich. ‚gegebenen Kräfte, zuruoͤckgefuͤhrt worden find, fals 
len enttoeder ‚in einem, einzigen Puncte des Koͤrpers zuſammen, 
ober fie liegen in einer. Geraden, oder fie beſtimmen sine Ebene. 


. 2 He dem erften diefer Säfte laſſen fich die gegebenen Kräfte 
in dvei Gruppen paralleler Kräfte: zerlegen, deren Mittelpuncte 
‚in einen zuſammenfallen; Diefe: Seäfte ‚haben ‚ulfo. eben’ fo: gut, 
"ie: parallele Kraͤfte, einen fuͤr alle Drchunges gültigen Mits 
telpumet. Y 
‘m s weiten Falle liegen die drei Angrifspinete in einer 
Geraden. Zerlegt man die am ihnen angebrachten Kräfte nach 
drei beliebigen Richtungen, fo ergeben ‘fi drei Gruppen paralle⸗ 
fer Kräfte, und aus ihnen drei Refultanten. Wenn von diefen 
- feine Null if, fo erhält man: als neue Angrifföpuncte drei 
Mittelpuncte paralleler Kräfte, die aber: offenbar alle mit den 
vorigen Angriffspuncten in einer Geraden tiegen. Wenn alfo die 
drei Angriffspuncte einmal. in einer Geraden legen, fo kann 
zwar, durch eine andere Zerlegung der Kräfte, ihre’ Lage in jener 
verändert werden; aber fie ‘bleiben immer in denfelben Geraden, 
wie man auch die Kräfte zerlegen mag, koͤnnen auch nie in einen 
einzigen Punct zufammenfallen. Diefe in dem Körper fefte Ge: 
vade heiße die Central⸗Axe. Wären der anfänglich gegebenen 
Kräfte bloß zwei, die man nachher, der Gleichfoͤrmigkeit wegen, 


30. . von den Woltzdunelten der. groſte 83 


durch Zerlegung nach drei ‚Richtungen, und Zuſammenſetzung der 
parallelen Componenten auf: drei bringen, faun; fo hat das Sp 
ſtem (d. h. der Körper mit den Kräften) immer eine Eentral⸗ Are; 
nämlich die. gerade: Linie zwifchen den. Angriffßpuncten der ‚Kräfte, 
So iſt z. B. in Fig. 3. ($.41.). die. Gerade AB. die Gentral: Are 
des dortigen Syſtemes. Aeberhaupt hat gi ein Spftem, immer eine 
Central⸗Axe, wenn alle Kräfte deffeihen einer Ebene , ‚parallel‘ find 
«Aund. die Mittelkraft nicht, Null if, wie hier immer voraugaeletzt 
wird) „Denn, zerlegt mon die ‚Kräfte, ‚zunächft ‚nach zwei derſel⸗ 
ben Ebene parallelen Richtungen, fo. zegeben, fi fi &. irael. Suppen 
poralleler Kräfte; und gug Ionen vor Reto mi. wieder 
der vorige/Fall zweier Kraͤfte. un 

. ‚Sind aber. die. Kräfte, nice” alle einer ‚Ebene parallel, ſo 
zerlege man fig nach ‚drei beliebigen Richtungen. Betrochtet nan 
zunoͤchſt hloß zwei von den. entftehenden, drei ‚Gruppen paralleler 
Kraͤfte, ſo haben dieſe eine Eentral⸗ ure Damit aber dem. gan 
telpmuct. der noch übrigen parallelen” Rräfte ü in die Central: Are 
der beiden. anderen falfe.. Ein Soſtem hat alſo nur in beſonde⸗ 
ven Faͤllen eine Central⸗ Axe, im Allgemeinen ober, ‚findet der 


dritte Fall Statt; noaͤmlich die Angriffspunete der drei Reäfte 
liegen nicht in einer Geraden, und beftimmen mithin ene--Chene. 
Wenn man die Kräfte nach drei beliebigen Richtungen: zerlegt, 
amd die parallelen wieder zufammenfegt, fo ergeben ſich drei 
neue Angriffspuncte, die aber offenbar wieder in derfelben Ebene . 
liegen, auch niemals in eine einzige gerade Linie fallen fönnen. 
Diefe von ‚allen Drehungen und Zerlegungen. unabhängige, in 
dem Körper fefte Ebene, beige die CentralsEbene Das 
Dreieck, swelches die. drei Angriffspuncte der ‚Keäfte in dee Gen: 
tral⸗Ebene zu Spitzen hat, kann man das Central: Dreied nen 
nen; man muß jedoch bemerken, daß daffelbe von Der Art der 
Zerlegung nicht imabhängig ift; denn je nachdem man die. Kräfte 
nach diefen oder. nach jenen Richtungen zerlegt, ergiebt ſich ein 
anderes Centtal⸗Dreieck, jedoch immer in der Kentrals Ebene. 
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Die Beftimmung diefe® Dreieckes hat mithin, in gegentwärtiger 
Unterſuchung, Feinesweges das nämliche Gewicht, wie die der 
Central⸗Ebene. Daher mag auch ein das Central⸗Dreieck mit 
ängehender Saß, der in der Folge nicht weiter gebraucht wird, 
bier ohne Berveis’nur hingeftellt werden, weil er doch der Er⸗ 
mwähnung nicht unwerth feheint. Man findet ihn durch eine 
Rechnung, die bier zu lange aufhalten würde, von dem Verfaſ⸗ 
fer dieſes Handbuches bewieſen in einem Auffate in Erelles 
Journal für reine und angewandte Mathematik, Bd. 15. S. 30. 
Der Satz lautet wie folgt: 

Es fein D, D', D' die Spitzen des aus irgend einer Zerle⸗ 
gung hervorgegangenen Eentrals Dreieded, an denen die drei zus 
‚gehörigen Kräfte angebracht find. Aus einem gemeinfamen Anz ' 
fangspuncte ziehe man drei Gerade, welche diefe Kräfte nach 
Richtung Und Größe darftellen. Diefelden laſſen ſich als zufams 
‚menftoßende Kanten eined Tetraederd anfehen, das durch fie voͤl⸗ 
‚fig beſtimmt wird, und deffen Volumen — V fe. Wird nun 
noch die Fläche des Dreiedes DD’D’=A geſetzt, und das Pros 
duet A.V gebildet; fo iſt der Zahlenwerth deſſelben immer der 
nämliche, wie man auch die Kräfte zerlegt haben mag. 
(8 verfieht ſich von felbft, daß man die Einheit der Kraft nicht 
bei der einen Zerlegung durch diefe, bei der anderen durch jene 
Luaͤnge darftellen muß.) 


EGs ſoll nunmehr der obige dritte (allgemeine) Fall näher 
unterſucht werden. 


31. Man buche die Kräfte fo, daß die Mittelkraft ſenk⸗ 
recht auf der Central⸗Ebene zu ſtehen komme. Es mag bier 
noch einmal erinnert werden, daß man die Aren der Kräfte um 
den Punct A zu drehen hat, während die Aren des Körpers feft 
bleiben; die Kräfte felbft drehen ſich dann mit um ihre feften 
Angriffspuncte, indem jede ihrer Arge immer parallel, und die fie 
. barftellende Linie vom Angriffspuncte aus immer auf der naͤmli⸗ 
Sen | Seite liegend gedacht werden muß, auf welcher die Are von 
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A aus liegt. Da die Central⸗Ebene in dem Körper feft ift, fo 
kann man zwei von den Aren des Körpers in der Eentral-Ebene 
nehmen; die Mittelfraft foll alfo in der gegenwärtigen Stellung 
der dritten Are parallel fein, Man zerlege nun wieder die drei Kraͤfte 
nach drei gegen einander ſenkrechten Richtungen, von denen die 
eine der Mittelkraft parallel ſei; die beiden anderen ſind mithin 
der Central⸗Ebene parallel. Es ſei DD’D" das Central⸗Dreieck 
(Fig. 20); ferner ſei C der Schwerpunct der drei der Mittel: 
fraft ‚parallelen Eomponenten, deren Summe offenbar der Mit⸗ 
telkraft gleich und alſo nicht Null iſt. Die Summen der in die 
beiden anderen Richtungen fallenden Componenten (Da, D’a‘, 
D"a” und Db, D’b’, D"b") find dagegen Null; alfo 
Da-+-D’a-+-D"a"=0, Db-+D'b’-+-D"’b"—=0, 

Der Punct C heiße der Eentral-Punct. Derfelbe ift in der 
Eentral:Ebene feſt. Denn in welcher Stellung man fich die 
anfänglichen drei Kräfte auch denfen mag, fo erhäft man durch 
Zerlegung derfelben ‚nach drei auf einander fenfrechten Richtun⸗ 
gen, von denen die eine der Mittelfraft parallel ift, immer die: 
felben der Mittelfraft parallelen Componenten an denfelben Ans 
griffspuncten; der Eentralpunct iſt folglich der Schtwerpunct dreier 
unveränderlicher paralleler Kräfte an feſten Angriffspuncten, alfo 
ift er (in dem Körper) feſt. Man hat demnach jegt 7 Kräfte 
an feften Angriffspuncten, von denen, in gegenmärtiger Stellung, 
die eine in C ſenkrecht auf der Central; Ebene fteht, und der 
Mittelfraft gleich iſt; während die fechs "anderen, fhon oben ge⸗ 
nannten, in der Eentrals@bene liegen. Nun werde eine der Mit⸗ 
telkraft gleiche und mit Da parallele Kraft Ca und zugleich eine 
diefer gleiche entgegenfegte (Ca’) an C angebracht; und man 
ftelle fih vor, daß wenn die Kräfte um ihre Angriffspuncte ge⸗ 
dreht werden, die neuen Kräfte Ca und Ca’ fich ebenfalls, mit 
Da beftändig parallel bleibend, um C drehen. Die vier Kräfte 
Da, Da’, Da’, Ca, laffen fi) in eine der Mittelfraft gleiche 
und parallele Refultante (AA”) an dem Schwerpuncte A zuſam⸗ 





— 
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menſetzen, welche ‚mit Co’ ein Paar bildet. Der Schwerpunct 
A iſt wieder in dem Koͤrper feſt. Auf gleiche Weiſe bringe man 
an C eine der Mittelkraft gleiche und mit Db parallele Kraft 
(CB) und eine Diefer gleiche und entgegengefeßte (Cp') an, fo 
laſſen ſich wieder Db, Db’, Db” und CB in eine Kraft BB’ an 
dem feften Schmwerpunct B zufammenfegen, welche mit CP’ ein 
zweites Paar bildet. ' 


Das ganze Syſtem iſt jetzt auf 5 Kraͤfte, naͤmlich eine ein⸗ 


zelne Kraft an C und die Kraͤftepaare (AA', Co’), (BB’, CP’) 
gebracht. Diefe Kräfte find ſaͤmmtlich der Mittelfraft gleich; 


die an C angebrachte fteht fenfrecht auf den vier anderen, und 
die Kräfte des einen Paares fenfrecht auf denen des anderen. 
Diefes gilt von jeder zuläfligen Stellung der Kräfte; in der ges 
genwärfig angenommenen liegen die Paare in der Central⸗Ebene. 
Man begreift auch feicht, daß die drei Puncte A, B, C nit in 
einee Geraden liegen Pönnen, wenn, wie angenommen ift, anfäng- 
lich D, D’, D” nicht in einer Geraden lagen. Ferner läßt fich 
allemal bewirken, daß der Winfel ACB ein rechter werde. Man 
nehme C zum Anfange fenfrechter Eoordinaten x und y in dee 
Central⸗Ebene; es feien a und b die Coprdinaten von A, a’ und 
b’ die von B; die alle vier als befannt anzufehen find. Nun 
jerlege man die vier einander und der Mittelfraft gleichen Kräfte 
AA’, Co’; BB’, CB’, deren Intenſitaͤt der Einheit gleichgefegt 
werde, in’ der Central⸗-Ebene nach zwei gegen einander fenfrech- 
ten, noch näher zu beftimmenden Richtungen. Es fei u die Rei: 
gung der Kraft AA’, und Zu die der auf AA’ fenkrechten 
Kraft BB’, gegen die eine (erſte) diefer Richtungen; fo ergeben 
fi folgende Componenten der genannten vier Kräfte: 
Componenten von AA Cd BB cp 
nach der erften Richtung -cosu —cosu —sinu -+sinu 
nach der zweiten Richtung -Hsinu —sinu -+-cosu — cosu. 
Man bringe ferner an C zwei der Einheit gleiche und ein- 
ander entgegengefegten Kräfte in der erften Richtung, und zwei 
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eben ſolche in der zweiten Richtung an; fa Fame wieder,” tie 
vorhin, je eine vor diefen «fie fer +1) mit den ihr parallelen 
Componenten in eine Refultante =-F1 zuſammengeſetzt werden, 
die an einem feften Schwerpuncte wirft: Man erhält demnach 
anftatt A und B ziel neue fefte Schwerpunete A’'und: B’, deren 
Coordinaten E und 7, E und “ durch folgende Gleichungen be 
ſtimmt werden: 


'Fmacosu—asina n—=bcosu—b' sin u 

E=asinuracou n=bsinu+rb'cosu. 
Das. Dreied A'CB' ift aber nothwendig rechtwinklich, wenn 
HT HN EE-’+@o-)? | 
ode nt iſt. Sept man in diefe Bedingungsgleis 
Kung die obigen Werthe, fo kommt: 

(a’+b’—a” —b'?) sinu cosu-4-(aa -+bb') cos2u—0 
__...%(aa'-+-bb’) \ 

Diefe Gleichung giebt zwei Werthe von u, die um.irz von ein⸗ 
ander verſchieden, aber beide gleich paſſend find. Der Winkel u 
würde unbeftimmt bleiben, wenn zugleich Zähler und Nenner des 
vorftehenden Ausdruckes Null wären; alsdann märe aber auch, 
wegen der Öleihung aa-Fbb’—=0, fhon ACB ein rechter 
Winkel, und Feine Verwandlung weiter nöthig. 


Wird der Werth von u aus vorftehender Gleichung in die 
obigen Werthe von &, 7, F, 7’ gefekt, fo müffen die neuen durch 
diefe Coordinaten beftimmte Schmwerpuncte A’, B’ nothiwendig fo 
liegen, daß ZA/CB’ ein rechter iſt, wie verlangt wurde. 


Hierdurch iſt das Syſtem auf feine einfachfte Geftalt ges 
bracht, in welcher es bleiben fol. Man hat fünf gleiche Kräfte; 
eine einzelne am Centralpuncte C, die fenfrecht auf den vier 
übrigen fteht, und die Mittelfraft des ganzen Syſtemes darftellt; 
ferner zwei Paare an den in der Central: Ebene fenfrecht gegen 
einander liegenden unveränderlihen Armen CA, CB, von deren 
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Kräften die des einen zu denen des anderen wiederum fenfrecht 
find. Dieſe fünf Kräfte Finnen nun, anfkatt der anfänglichen 
drei, ohne Aenderung ihrer gegenfeitigen Neigungen um ihre feften 
Angriffspunete beliebig gedreht werden. Jede Stellung derfelben 
wird am leichteften anfchaulich werden, wenn man die Arme CA, 
CB und eine dritte auf ihnen fenfrechte Gerade (fie heiße CD), 
als Aren des Körpers, und die drei Geraden, durch welche die 
an C wirkenden Kräfte dargeftellt werden, als Axen der Kräfte 
betrachtet; mit diefen Axen ift alled Uebrige gegeben. 


32. Man denke fih zunächit die Mittelfraft in C noch, 
tie vorher, fenfrecht auf der Central⸗Ebene, und drehe um fie, 
als fefte Are, die übrigen Kräfte, welche mithin in der Central⸗ 
Ebene bleiben. Unter den verfchiedenen. Stellungen, die das Sy⸗ 
ſtem auf diefe Weife echäft, find zunächft zwei zu merfen, in wel: 
chen die Momente der Paare an den Armen CA und CB (oder 
fürzer der Paare A und B) jedesmal beide zugleich verfchwin- 
den, und in denen mithin die fämmtlichen Kräfte der einfachen 
Mittelfraft gleichgelten. In diefen Stellungen fallen die Agen 
der Kräfte in die Axen des Körpers, oder in die Verlängerungen 
derfelben (über C hinaus); die Mitteffraft jedoch nur in die 
Are CD oder in deren jenfeltige Verlängerung. Solcher Stef- 
lungen giebt es alfo eigentlich vier; fo lange aber die Mittel⸗ 
fraft nur in der Are CD gedacht wird, bleiben ihrer nur zwei, 

Die Ebene der Aren CA, CD des Körpers heiße die Ebene 
A; die der Axen CB, CD vie Ebene B; beide werden auch 
auch die Mittel:Ebenen genannt. In der gegenwärtigen 
Stellung des Spftemes find die Kräfte der Paare A, B bezie⸗ 
hungsmeife fenfrecht auf den Ebenen B, A; und die Momente 
beider Paare Null, 

Man drehe die Kräfte, von diefer Stellung aus, um eine 
der Aren CA oder CB, 3. B. wn die Age A; fo bleibt das 
Moment des Paares A, beftändig Null, indem feine Kräfte in 
die Drehungsare fallen, Dagegen drehen fih die Mittelfraft 
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"und die Kräfte des Paares B, deffen Moment nicht mehr Null 
bleibt, in der Ebene B, und es ift Far, daß fie in derfelben ei- 
nen Mittelpunct haben müffen. Es fei (Sig. 21.) CD der 
Durchſchnitt der beiden Mittelebenen, CB der Arm des Paares 
B, alfo DCB die Ebene B, CC’ die Mittelfraft, Bb, CB die 
Kräfte des Paares B, alfo Z„ECB—R. Man nehme in CD 
auf beiden Seiten CM—=CM'—CB, und bringe im einem der 
Puncte M, M’, bier nämlich in M, zwei der CC’ gleiche, paral- 
lele und einander entgegengefegte Kräfte Min und Mu an, fo 
entfteht die einzelne Kraft Mine und das Paar (Ma, CC’). Bon 
den beiden Puncten M und M’ ift hier M gewählt, Damit das 
:entftehende Paar (Mu, CC’) dem Paare B (d. i. (Bb, Cß)) 
entgegen wirke, wie hier augenfcheinlih der Fall iſt. Diefe 
Paare halten einander Gleichgewicht. Denn die Breite des Paa- 
res B ift BC -cos(BCD), mie leicht zu fehen, da ZDEB=R; 
dagegen iſt MC »cos(BCD) die Breite des Paares (Mu, 
CC’); und der vorigen gleih, weil MC=CB. Da nun alle 
Kräfte —=1 find, fo find die Momente der Paare einander gleich; 
alfo befteht, indem beide einander entgegen wirfen, Gleichgewicht; 
w. 3. b. w. Folglich ift M der gefuchte Mittelpunet. 


Die Kräfte verhalten ſich alſo in der gegenwärtigen Stel⸗ 
lung ganz eben fo, wie Kräfte in einer Ebene, deren Mittelfraft 
nicht Null ift; e8 halten nämlich die auf der Ebene B fenfrechten 
dem Paare A zugehörigen) Kräfte einander Gleichgewicht, und 
die Abrigen Kräfte in der Ebene B haben einen für Drehungen 
in diefer Ebene gültigen Mittelpunct. Solcher Mittelpuncte er: 
geben fich vier. Je nachdem man nämlich von; der einen oder 
anderen der beiden oben bezeichneten Anfangs» Stellungen aus: 
geht! in denen die Mittelfraft immer in die Are CD und nicht 
in deren jenfeitige Verlängerung fiel, und je nachdem nun um 
die Are EA oder CB gedreht wird, ergiebt fi im Allgemeinen 
jedesmal ein anderer Mittelpunet, Nimmt man in dem Durch- 
ſchnitte der beiden Mittel-Ebenen CN=CN’—=CA, fo find M, 
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M', N, N ($ig. 21.) dieſe vier Mittelpunce. Wenn aber 
CA=CB, alſo CM=CN, fo fallen fie in zwei zuſammen. 

Diefe Betrachtungen erftrecfen fich jedoch nur auf befondere 
Fälle; es würde daher nicht angemeffen fein, laͤnger bei ihnen 
zu verweilen. . 


33. Bor dem Beginn der allgemeineren Unterfuchung müf: 
fen jedoch noch einige fpäter unentbehrliche Kormeln der analy⸗ 
tifchen Geometrie entwickelt, werden. Man.vdenfe fi) die Aren 
der Kräfte gegen die Aren des Köepers in irgend einer Stellung, 
bezeichne die erften mit u, v, w; die anderen mit x, y, z; Die 
Neigung von u gegen xmit (ux), bon u gegen y mit (uy); 
uff Es fe 

cos (ux)=a, cos (uy)=b, cos (uz)=c 
cos (vx)=a', cos (vy)=b', cos (vz)=c 
cos(wx)=a”, cos(wy)=b", cos(wz)—c”; 
fo iſt, weil x, y, z gegen einander fenfrecht find: 
a? -—b’ pc? 1 
a? +b? 0? 1 | 1. a 
a"? +-b"?--c"?—=1. 
Gerner weil u, v, w gegen einander. fenfrecht find: 
aa bb": | 
a’a-+b"berc’e ==d , | 1. b. 
aa-+rbb'+rcc =0. 

Aus dem Anfangspuncte C der Aren befchreibe man eine 
Kugel vom Halbmeffer =1, nenne x, y, z, u, v, w die Durchs 
fehnittepuncte der Oberfläche mit den gleichnamigen Axen, voll: 
ende die fphärifchen Dreiecke xyz, uvw ($ig. 22.), und verläns 
gere die Bogen xy, uv bis zu ihrem gemeinfamen Durchfchnitte 
O. Run fi Ox=Y, Ou=p, LuOx=®; und man denfe 
ſich noch von den’ Puncten u, v, w nad x, y, z die 9 Bogen 
gezogen, deren Eofinus die obigen a, b, «+ c” find (in der $i- 
gur find fie meggelaffen, um diefe nicht zu überfüllen); fo hat 
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man in dem Dreiecke uOx! | | 
Cosux==cos Ou cos Ox =+sin Ou: sin Ox · cos uOx 

oder a=c08P cos VA Sin p sin c0s®. | 
Setzt man Ov ftatt Ou, alfo p-F4r ftatt v, ſo geht ux in 
vw über; alfo ergiebt fid aus dem Dreiede vOx: \ 

a=—sin®o cos VA cos p siny cos ©. 
In dem Dreiecke wOx iſt ZwOx=47-+9, Seite Ov=!n, 
folglich coswx=sin Ox· cos (ñFa--O), alfo 

a'"=—siny sin ©. 
Vertauſcht man überall x mit y, fo iſt Vz (=Oy) ſtatt 
Y und b ftatt a zu fchreiden; und es fommt: 
b —=—.c0sp sin VAäSin ꝙ cosY cos® 

b= sinpsiny+-cosp cos cos® 
b’=—.cosy sin®. Ä 
In dem Dreiede uOz ift O:i=!n, LıOu=!r—6, alfo 
cosuz=sinOu*sin®' oder | 

c=sin@sin®. 
Ferner aus vOz: € =(c0s  sin® 
und aus AwOz, da wz=®: 
c” ==c0s®. 


Durch die vorftehenden Zormeln find die neun Cofinus a, 
b, «+ c’ als Functionen dreier von einander unabhaͤngiger Win⸗ 
kel / p, V, © ausgedruͤckt, welche den Bedingungsgleichungen 1. 
Genuͤge leiſten, wovon man ſich durch Einſetzung der Werthe dieſer 
Coſinus in die Gleichungen 1. leicht uͤberzeugen kann: 

Man bemerke noch folgende Relationen: Es ſei 

A=c'b—ch”, B=a'c—a 'c’, C =b"a'—b’a”, 

A—=ch"—c'b, B =ac’—a’c, C =b. a"—b”a, 

A—chb —b, B'’=ac—ac, C=ba —ba, 

fo ift, wie leicht zu fehen: 


— 


N 
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Aa+Bb-++-Cc=0, Aa’+Bb’HrCc’=0, 
Aa’+B'b"+C'’—0, Aa+Bb-+C'c = | 2 
A'a+B’b-+C’c=0, A’a--B’b+C"c==0. 

Ferner ergiebt fich: N 
Aa+Bb+Cc=Ada+Bb+-Ccd=A""+B’b"’ HC". 3. 
Vergleicht man die beiden erften der Gleichungen 2. mit den in 
1. enthaltenen: 

aa +bb/+00—0, aa-+bb"+cc'=0, 
fo folgt A:B:Cza:bie; 
mithin: A=fa, B=fb, C=fe, 
wo f ein noch unbefannter Factor ift. 

Es war. dr A=c'b—ch”,, und c’=c0s9, 
e=(0spsine, b=sng sin V cos ꝙ c08 cos @, 
b"=—cosysino; alfo 
A=(sinp siniy-4-cos$P cos!) cos®) c0s@-+-c0sP —* sind sing, 
mithin A=cospcosl-Fsinp sin! cos Oa, demnach ft f=41, 
und A=aB=b,C=c 4a 

Auf die nämliche Weife folgt 
kB :C=a:b:c ) 
A':B"iC"=a":b"ic, 
und hieraus, mit Hülfe von 3. | | 
A=a, B=b), C=c, A'"=a", B’=b", C'=c". 4b. 
Die in 4. enthaltenen Relationen find zu merken. 


34. Nun ftelle die Are u die Mittelfraft in c, v diei in C 
wirkende Seitenkraft des Paares A, w die ebenfalls in C wir⸗ 
kende Seitenkraft des Paares B dar; ferner liege die Age x 
in dem Arme CA p des Paares A, und yindem Arme CB=q 
des Paares B; fo find a, b, c die Eomponenten der Mittelfraft 
nad x, y, 2; a’, b’,.c und a’, b”, c’ die Eomponenten der in 
C wirkenden Seitenkräfte der Paare.A, B, folglich —a, —b, 


’ 
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-e; —a”, —b”, —c” die der in A:und B wirkenden Seitenfräfte 
dDiefer Paare. Wird aus, beiden das zufammengefegte Paar ge- 
bildet, fo ergeben fich feine Componenten L, M, N vermittefft 
der Ausdrüce in 8. 17. Nennt man nämlich vorläufig x’, y’, 
2’ die Coordinaten von A, x”, y’, z’ die von B, und fegt 
coa=m—a, cosßf=—b, cooy=—c, cosa=—h”, 
co" —=—k", cosy'=—c”, fo wird, weil P'=1, P'"=1, 
L=>— b'z’ + ey'—b"z" +-c"y" ‚ 
M=— c'x' +a'z — cx +a"z" 
N—— a Y+bY!— ] ay+rb"”, " 
alfo, da x=p, „=09, 7=0, “—=0, yY'=q, z’==0 iſt, 
ganz einfach: 
‚L==qe”, M=—pe, N=pc—ga”. 
Hieraus ergiebt ſich fofort das Fleinfte zufammengefegte Paar 
Vz=La+-Mb-++-Ne==g(ac'"—ca”)-Fp(b'c—ch) 
oder (5..33.5.4)  V=gb—pe”. 
Zur Abkuͤrzung werde gefeßt: 
C08® cosW-+sin9 sin V c0s8=g, 
sinp cos V cos SIn V COSOM, 
-cos ꝙ sin VSin ꝙ cos coS Ok, 
sinp sinYy--cosp coS VcOGCOMt; 
mithin (F. 33.) a=g, a=f, a" —=—sinysine; b=k, bot, 
b"=— cos VSinO; c=sinpsin®, C=c08sP.c0s9, d"=cos9; 
fo folgt: L=gc0s8, M=—Ppcos9sin®, 
N=pt+qsiny sino, V=p siny sinO+4qt. 
Man hat noch für die Componenten der Mittelfraft die Werthe 
a=g b=k, c=singp sin. Werden diefe Ausdräde in die 
Gleichungen gefegt, weiche zur Beftimmung der mit dem kleinſten 
Paare V verbundenen Refultante dienen (8. 18.) fo erhält man: 


sin ꝑ sin®8- s—g1==—pcosp sin O—\Vk 
kz-sinpsinO-y= qgcosO—Vg. 


gy—kı= pt-Fgsinvsino—Vsinpsin® | 
1. 
| 


J 


94 - "Statif, ‚Erweiterung der Lehre 34. 


Wenn man ‚nun die Kräfte ohne Menderung der "gegenfeiti- 
gen Neigungen um ihre Angeiffspuncte. beliebig dreht, ſo ändern 
ſich im den vorfiehenden. Sleihungen die Winfel 9, , ©, und 
mit ihnen die Richtung. der. Refultante, fo wie die Iutenfität des 
auf derfelben fenfrechten Paares 'V. Unter den Stellungen, in 
welche das Syſtem durch diefe- Drehung: gelangen kann, find be⸗ 
fonder® diejenigen hervorzuheben, in denen V==0O If, und mithin 
die Kräfte ſich durch. eine einzige erfegen laffen. Alsdann findet 
zwifchen den Winfeln 9, V, © folgende Relation ftatt: 
| Vz=p sin) sin O+qt= 
oder, wenn für t fein Werth gefebt wird: 

(psin O-4-qsin p) sin) -+gcos cos O· cos O. 
Man fee A’=(p sin re cos ꝙꝰ cos 0°, ſo 
wird hiernach 
Asin)=—qc0sP cos O, Acos)=psin —E 2. 
zu ſetzen ſein, wo das Zeichen der Wurzelgroͤße A unbeſtimmt 
bleibt. Ferner erhaͤlt man fuͤr die sage der. erfegenden Kraft 
folgende Gleichungen: 
ey—kx=-+-pi-rg — 9. 
sin p sin O5 g1=— PC0sp sin © 73 
.kz- -sinp sin O-y—=-+q c0s9, 
‘von den jede, vermöge der erfüllten Bedingung v0, eine Folge 
der beiden anderen if. Wird der Winfel v vermittelft der Wer: 
the (2.) von sin) und cos.) aus Diefen Gleichungen wegge⸗ 
ſchafft, indem fi für g, k, pt q sSind sin" die folgenden 
Werthe fegen laſſen: 
Ag=(psin O-+9s sinp) cos p—qsinp c08sP cos ©? 
=(p-+Fgsin p.sin @)cosp sin, 
Akzagcosp? cos 9+-(psin O-+qsinQ)sinpcos 9 
=(g-+p sinpsin O)cos 9; 
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Alpt-r+q sin’! sin O)==(p?—q?) sin O cos O cos, 
(diefe Formel findet man durch eine ähnfiche leichte Reduction, 
wie die beiden vorigen); ſo ergeben ſich Canftatt 3.) folgende 
Gleichungen: 
(pq sin Sin O)cospsin O- y(g-+psinpsin O) cos O«+x 
iu Ze(p?g?) cospsin® cos® 
Asingsin 9.x— (p+qsin Psin — 92 
— — _Ap cos ꝙ sin®' 
(q+-p sing sin ©) cos 9-2— Asinp Sin O · 
Aq cos O. 
Dieſen Gleichungen Farm man auf eine ſehr merkwuͤrdige Art, 
unabhängig von den Werthen von y und ©, Genäge leiſten. 
Nämlich man ſetze zuerſt; x*0, ſo kommt, aus der erſten und 
zweiten 
(p-Hgsin P in My (p’—g?)cos® \ 5. 
(-Tqsin sin O)Ap, 
wenn die gemeinſchaftlichen Factoren wegbleiben. Werden dieſe 
Gleichungen quadrirt, ſodann die erſte mit pꝰ —qꝰ, die zweite mit 
p? dividirt, und hierauf addirt, ſo ergiebt ſich 


—— Du Far + 2 —(p?—g?) cos 94.2, 
Nun ift aber 

42 —(psin O-kgsing)?rg? cos ꝙꝰ cos 2 
mithin A’4-(p’—q?) cos ©? 
=p?-+2pgq sin O sin p+g*(sin P®+-cosp? cos O’— cos 9°) 
=p?-+-2pqsin Osin P-+q? sin 9? sin 9? —=(p-+qsinpsin O)?; 
mithin ift | 

(pP?—qg?) cos 9 +A’=(p+gsingpsin 0)? 


2 zZ 
und folglich aus 5, at —1, während zugleich x==0. 
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Wird ferner in den obigen Gleichungen (4.) der erfeßenden Kraft 
y=0 gefest, fo kommt aus der erften und dritten: 
. (g-+psin psin Ox=(q’—p?) cosp sin 6 
(gq+psingpsin O)z=_1g. " 
Quadrirt man mieder diefe Gleichungen, dividirt die erſte durch 
q?’—p?, die zweite durh q?, und addirt, fo fommt: 


(g+psin pain >= pr — -pP?)cosp?sinO?+A?. 


Nun ift aber wiederum 
A?+-(q’—p?) cosp? sin ©? 
= q°-+2pq sin $ sin O+-p? (sin 9? —cosp? sin ©?) 
| =(y+p sing sin 9)?, 
mithin ergiebt fi) aus der vorhergehenden Gleichung 
x? 
q’—p 
Es ift demnach gefunden, daß den Gleichungen der erfeßen- 
den’ Kraft, welche Werthe auh ꝙ und © Haben mögen, d. h. 
in welche Stellung auch das Syſtem gebracht tverde, wofern nur 
die Bedingung VO erfüllt ift, oder die Kräfte ſich durch eine 
einzige erfegen laſſen, immer durch folgende zwei Spfteme von 
Gleichungen Genüge geleiftet wird: 


the, wobei zugleich y=0. 


22 y* 3 
x=0 — - —— 1 
7 Pd? 7, ) 
zZ x 


Diefe Gleichungen ftellen im Allgemeinen zwei in den Mittel: 
Ebenen befindliche Kegelfchnitte dar, von denen einer eine El⸗ 
Iipfe, der andere eine Hpperbel ift, mweil von den Differenzen 
p?—q? und q’—p? die eine nothwendig pofitio, die andere ne⸗ 
gativ if. Es fei z. B. p—q? pofitiv, fo liegt die Ellipfe in 
. der Ebene yz, die Hyperbel in der Ebene xz. Die große Are 
der Ellipfe und die reelle der Hpperbel fallen in die Age der z, 


* N 
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ihre Mittelpuncte in den*Unfang der Coorbinaten. Fuͤr bie 
Scheitel der Ellipfe wird y==0, z===p, für die Brennpunecte 
2; für die Scheitel der Hpperbel x—0, z==&gq, md 
für ihre Brennpuncte z==Ep; folglich fallen die Brennpuncte 
der Hyperbel mit den Scheiteln der Ellipfe, und die Scheitel ‘der 
Hpperbel mit den Brennpuncten der Ellipfe zufammen. Hieraus 
ergiebt fich der nachftehende beachtungsmwerthe Sat: 
Wenn die Kräfte eines beliebigen Syſtemes, vor: 
ausgeſetzt, daß ihre Mittelfraft niht Null ift, ohne 
Aenderung ihrer gegenfeitigen Neigungen um. ihre 
Angriffspuncte gedreht, und, was immer auf unzäh- 
lige Arten gefhehen kann, in ſolche Stellungen ges 
bracht werden, in welden fie fi durch eine einzige 
erfegen laffen; fo .trifft die Richtung der erfegenden 
Kraft eine Ellipfe und eine Hyperbel, welche den Cen⸗ 
tralpunct zum gemeinfchaftlihen Mittelpuncte has 
ben, von denen die eine in der einen, Die andere in der 
anderen der auf einander und auf der Central-Ebene 
ſenkrechten Mittel:&benen liegt, und welde fo mit 
einander verbunden find, daß die Scheitel der einen 
mit den Brennpuncten der anderen zufammenfallen. 


In diefem allgemeinen Sage find nothwendig alle in 8. 30. 
unterfchiedenen Fälle enthalten. Sind die beiden Axen der El⸗ 
lipſe einander gleich, fo ift diefelbe ein Kreis, und die Brenn: 
puncte fallen. in den Mittelpunct. Daher fallen auch die Scheis 
tel der Hyperbel in den Mittelpunct zufammen, und diefe felbft 
verwandelt ſich in eine auf der Ebene des Kreifes fenfrechte, 
duch den Mittelpuͤnct (Centralpunct) gehende gerdde Linie, 
Diefer Fall iſt Fein anderer, als der zweite in $. 30., in weichem 
dem Syſteme Feine Central⸗Ebene, fondern eine Central⸗Axe zu⸗ 
kam; nämlich die genannte Gerade ift die Eentral:Are. Die eine 

"der Mittel-Cbenen ift dann die des Kreifes (den man den Cen⸗ 
tralfreis nennen Fann); als zweite kann jede durch die Centrals 
Are gelegte Ebene angefehen werden. In diefem Sale ift von 

7 


\ 
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den obigen Größen p, q die eine Null, Sind aber beide zugleich 
Null, fo fallen ſaͤmmtliche Brennpuncte und Scheitel in den Een: 
tralpunct, und man hat den erften der in $. 30, unterfchiedenen 
Fälle. Bemerkenswerth ift auch der Fall, in welchem p==a. 
Alsdann ift die Fleine Are der Ellipfe Null, diefe fällt mithin mit 
ihree großen Are zufammen, deren Endpuncte in dem Abftande 
—p zu beiden Seiten des Eentralpunctes liegen. Die Hyperbel 
geht in die Verlängerungen dieſer Are, nach beiden .Seiten, über; 
die Brennpuncte und Scheitel aber fallen in die Endpuncte der 
Are p. Wenn nun die Kräfte dieſes Syſtemes fich in einer Stel: 
lung befinden, in welcher fie einer einzelnen Kraft gleichgelten, 
fo muß diefe nothwendig, nach dem allgemeinen Sage, den lim: 
ring der Ellipfe und den der Hpperbel treffen. In dem gegen: 
wärtigen Kalle muß fie alfo wenigſtens durch einen der End: 
puncte der Are p gehen, in welchen die beiden Umtinge einander 
ſchneiden. Iſt die Stellung der Kräfte fo, daß die Mittelkcaft 
fenfrecht auf der Central⸗Ebene fteht, fo geht die Refultante durch 
beide genannten Puncte zugleich, in jeder anderen Stellung aber 
nur durch einen derfelden. Es it Faum noch nöthig zu. bemers 
fen, daR Bier nur von folchen Stellungen die Rede ift, in denen 
die Kräfte einer einzelnen Kraft gleichgelten. 


Will man die andere Vorftellungs:Weife zu Grunde legen, 
nach welcher der Körper gedreht wird, während die Kräfte in 
ihren Richtungen an ihren Angriffspuncten haften, fo muß man 
ſich die Central⸗Ebene und die Mittels Ebenen, in diefen aber 
die Ellipſe und Hpperbel in dem Körper vorftellen, welche ſaͤmmt⸗ 
lich in ihm feft find. So oft nun der Körper in eine Lage 
fommt, in welcher. Die Kräfte fich durch eine eine einzige erfegen 
laſſen, trifft Diefe zugleich den Umeing der Ellipſe und den der 
Hpperbel. | 


35. Man kann noch die Folge derjenigen Stellungen zu 
wiſſen verlangen, in welchen die Kräfte ſich ‚beftändig durch eine 
einzige erfegen laſſen, die immer durch einen beliebig gewählten 


\ 
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Punct der Ellipfe oder der. Hyperbel geht. Es ſoll gezeigt wer⸗ 
den, daß alle dieſe Stellungen durch Drehung um eine unber⸗ 
aͤnderliche Are erhalten werden, welche der den Kegelſchnitt in 
dem gewaͤhlten Punete beruͤhrenden Geraden parallel iſt. 
Der Punet liege z. B. in der Ebene xz, feine Coordinaten ſeien 
demgemaͤß xy, y=0, 22 und mithin 
vi 7” 

Bei diefee Drehung findet zwiſchen den Winkeln 9 und Q, 
tele bisher von einander unabhängig "geblieben waren, eine 
Relation Statt, welche durch jede der Keiden folgenhen Gleichun⸗ 
gen ausgedrüct wird ($. 34. 6.) 

(g-+p sing sin Ox ==(g?-p?) 039 in © cz 

(q-#+p sing sin O)7 =4q | 
indem von diefen jede, vermöge der vorhergehenden Otigung, 
in der anderen enthalten if. Mat’ hatte abe 

A? =(g-+psin psin O)’—(q? —p?)cosp?sin@%, 

folgih 1? eg (@’ —P')7" cösp* sin 6", 
und mithin 


A=&rV L= Pr c0p sin = —bc0sQ sin6, 
wenn = SSH, J — J 
geſetzt wird. Demnach iſt 
(g-Fp sing sin O)2 —=hq qos ꝙ sin 0 
Dividirt man diefe Gleichung durch wu | 
(g-+p sing sin x =(g’—p?)cosp sin, - 
’ . 8 UN,’ 
fo kommt — — alſo —————— welcher 


xp 
Werth von h. Beine Zweideutigkeit der. Zeichen mehr darbietet. 
Man hat nun 
7 * 
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Wird ferner in den obigen Gleichungen (4.) der erſetzenden Kraft 
y=0 geſetzt, fo kommt aus der erſten und dritten: 

, (g+psin psin Ox—=(q’—p?) cosp sin O 6 

. (g+psingsin O)z—= Ag. " 
Quadrirt man toieder diefe Gleichungen, dividirt die erſte Durch 
q’—p?, die zweite durch q?, und addiert, fo Fommt: 





(q+ sin sindy*| x „ı —(q?-p?)cosp?sin®?+.1? 
g-+-psinp rt a |=@’-PX)cosp | 
Nun ift aber wiederum 

42(92 - pꝰ) cosp? sin ©? 

= g?-+2pq sin d sin 9-+-p? (sin O°--cosp? sin ©?) 
| =(y+p sinp sin®)?, 
mithin ergiebt ſich aus der vorhergehenden Gleichung 

ẽ tet, wobei zugleich y=0. 

Es ift demnach gefunden, daß den Gleichungen der erfeßen- 
den’ Kraft, welche Werthe auch ꝙ und © haben mögen, d. h. 
in welche Stellung auch das Syſtem gebracht werde, wofern nur 
die Bedingung VO erfüllt ift, oder die Kräfte ſich durch eine 
einzige erfegen laflen, immer durch folgende ziel Spfteme von 
Gleichungen Genüge geleiftet wird: 


22 y? B 
a rn 5 
zZ x 


Diefe Gleichungen ftellen {m Allgemeinen zwei in den Mittel: 
Ebenen befindliche Kegelſchnitte dar, von denen einer eine El⸗ 
lipfe, der andere eine Hyperbel ift, weil von den Differenzen 
p’—q? und q’—p? die eine nothwendig pofitiv, die andere ne⸗ 
gativ ift. Es fei z. B. p—q? pofitiv, fo liegt die Ellipfe in 
. der Ebene yz, die Hpperbel in der Ebene xz. Die große Are 
der Ellipfe und die reelle der Hyperbel fallen in die Age der z, 


w \ 
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ihre Mittelpuncte in den "Unfang der Coordinaten. Fuͤr die 
Scheitel der Ellipfe wird y==0, z==p, für die Brennpuncte 
z==&q; für die Scheitel der Hpperbel x—0, z==&gq, und 
für ihre Brennpunce z==p; folglich fallen die Brennpuncte 
der Hyperbel mit den Scheiteln der Ellipfe, und die Scheitel ‘der 
Hpperbel mit den Brennpuncten der Ellipfe zufammen. Hieraus 
ergiebt fich der nachftehende beachtungsmwerthe Sat: 
Wenn die Kräfte eines beliebigen Syſtemes, vor; 
. ausgefegt, dag ihre Mittelfraft nicht Null ift, ohne 
Aenderung ihrer gegenfeitigen Neigungen um. ihre 
Angriffspuncte gedreht, und, was immer auf unzäh— 
lige Arten gefhehen kann, in folde Stellungen ges 
bracht werden, in welden fie fih durch eine einzige 
erfegen laffenz; fo .trifft Die Richtung der erfegenden 
Kraft eine Ellipfe und eine Hyperbel, welche den Gen: 
tralpunct zum gemeinfhaftliden Mittelpuncte has 
ben, von denen die eine in der einen, Die andere in der 
anderen der auf einander und auf der Eentral:@bene 
ſenkrechten Mittels&benen liegt, und welche fo mit 
einander verbunden find, daß die Scheitel der einen 
mit den Brennpuncten der anderen zufammenfallen. 


In diefem allgemeinen Sage find nothwendig alle in 8. 30. 
unterfchiedenen Kölle enthalten. Sind die beiden: Aren der EI: 
lipſe einander gleich, fo ift diefelbe ein Kreis, und die Brenn: 
puncte fallen. in den Mittelpunct. Daher fallen auch die Schei⸗ 
tel der Hpperbel in den Mittelpunct zufammen, und diefe felbft 
verwandelt ſich in eine auf der Ebene des Kreifes fenfrechte, 
durch den Mittelpuͤnct (Sentralpunct) gehende gerdde- Linie, 
Diefer Fall ift Fein anderer, als der zweite in 8. 30., in weichem 
dem Spfteme Feine Central⸗Ebene, fondern eine Central⸗Axe zu: 
. Fam; nämlich die genannte Gerade ift die Central⸗Axe. Die eine 

"der Mittel-Cbenen ift dann die des Kreifes (den man den Cen⸗ 
tralfreis nennen Fann); als zweite Fann jede durch die Central⸗ 
Are gelegte Ebene angefehen werden. In diefem Kalle ift von 

7 
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den obigen Größen p, q die eine Null, Sind aber beide zugleich 
Null, fo fallen ſaͤmmtliche Brennpuncte und Scheitel in den Een: 
tealpunet,. und man hat dem erften der in F. 30. unterfchiedenen 
Fälle. Bemerkenswerth ift auch der Tall, in welchem p==q. 
Alsdann ift die feine Are der Ellipfe Null, diefe fällt mithin mit 
ihree großen Age zufammen, deren Endpuncte in dem Abftande 
—p zu beiden Seiten des Eentralpunctes Tiegen. Die Hyperbel 
- geht in die Verlängerungen diefer Are, nach beiden Seiten, über; 
die Brennpuncte und Scheitel aber fallen in die Endpuncte der 
Are p. Wenn nun die Kräfte dieſes Syſtemes fi) in einer Stel⸗ 
lung befinden, im welcher fie einer einzelnen Kraft gleichgelten, 
fo muß diefe nothwendig, nach dem allgemeinen Gate, den Um: 
ting der Ellipfe und den der Hyperbel treffen. In dem gegen: 
wärtigen. Kalle muß fie alfo twenigftend duch einen der End⸗ 
puncte der Are p gehen, in welchen die beiden Umringe einander 
ſchneiden. Iſt die Stellung der Kräfte fo, daß die Mittelfraft 
fenfrecht auf der. Central⸗Ebene fteht, fo geht die Refultante durch 
beide genannten Puncte zugleich, in jeder anderen Stellung aber 
aur durch einen derfelden. Es ift faum noch nöthig zu. bemers 
fen, daR bier nur von ſolchen Stellungen die Rede ift, in denen 
die Kräfte einer einzelnen Kraft gleichgelten. 


Will man die andere Vorftellungs:Weife zu Grunde legen, 
nach welcher der Körper gedreht wird, während die Kräfte in 
ihren Richtungen an ihren Angeiffspuncten haften, fo muß man 
fih die ‚Eentral:Ebene und die Mittel: Ebenen, in diefen aber 
die Ellipſe und Hnperbel in dem Körper vorftellen, weiche ſaͤmmt⸗ 
ih in ihm feft find. So oft nun der Körper in eine Lage 
fommt, in welcher. die Kräfte fich durch eine eine einzige erfegen 
laſſen, teifft dieſe zugleich den Umring der Ellipſe und den der 
Hpperbel. 


35. Man Fann noch die Folge derjenigen Stellungen zu 
wiſſen verlangen, in welchen die Kraͤfte ſich beſtaͤndig durch eine 
einzige erſetzen laſſen, die immer durch einen beliebig gewählten 


— 
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Punct der Ellipſe oder der Hyperbel geht. Es ſoll gezeigt wer⸗ 
den, daß alle dieſe Stellungen durch Drehung um eine under: 
änderliche Axe erhalten werden, welche der den Kegelſchnitt in 
dem gewählten Puncte berührenden Geraden: parallel ift. 
Der Punct liege. z. B. in der Ebene xz, feine Eoorbinaten feien 
demgemaͤß x=x', y=0, z=z', und mithin 

13° 27” 

1. 

| 
Bei diefer Drehung findet zwiſchen den Winkeln ꝙ und O, 
welche bisher von einander unabhaͤngig geblieben waren, eine 
Relation Statt, welche durch jede der beiden folgenden Gleichun⸗ 
gen ausgedruͤckt wird (F. 34. 6.) 

(q p sin ꝙ sin ‚Or‘ ==(g’—p?) sog Sin ¶ 
(qp sing sin O)7 Aq, 
indem von dieſen jede, vermöge der bothethehenden —* 
in der anderen enthalten iſt. Man hatte aber 
A’—=(g-+psin psin —RXR —p?)cosp?sin@®, 

folglichh Pa? Ag @ —— cös 9" sin 6°, 
und mithin 


—— —E 6.0909 sin, 





wenn 1, 


q—r’ 
geſetzt wird. Demnach ift 
(g-Fp sin ꝙ sin O)z —=hq«0sp sin O. 
Dividiet man dieſe Gleichung durch . 
(q-Fp sing sin x —=(g’—p?) cos 5 ain O, 
ſo kommt zu alſo amp, W, welcher 


x q’—p” 
Werth von h. keine Zweideutigkeit der zeichen mehr ‚Darbietet. 
Man hat nun 


7% 
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(0, 
Asay= ap cos 8; folglich _siny sine 1230 . 
O. 
———— — — — ————— Fe m BUS ZZ 


A=—(g+p sin p sin O)-+gc0s p?'sin 0° 


-A 
_ re ain Oꝛ ⸗ 4 „Zen? 
Koll ——— 


| | | (0) 

Eben fo findet ip t=B2 2, 1190, 

Durch den Eentralpunct lege man eine Gerade; welche mit den 
Aren x, y, z die Winkel e, «, 8” bilde. Sind ferner i, i, i” 
der Reihe nad die Neigungen diefer Geraden gegen die Mittel 
Praft, und gegen die an dem Eentralpuncte wirfenden Seiten⸗ 


kraͤfte der Paare A und B; fo hat man: _ 

cosi =g coss-+k c0se4- sing sin © cose" 

cos i —=fcoss-+t cosd4-c0sP sin © cos" 

cos i =—sinysin ©cos 8—cosWYsin O cose'--cosO cose”. 


Man fege cos —0, d. h. die Gerade liege in der Ebene zx, 
fo kommt: 


cos —E——— 0 coss 


+ sing sin® cose" 


-æ qcoss, qcosꝙ sin O cose 
— — 


cosi= +cospsin Ocose" 


q cos J coœæe vos —X 


 cosi= 
Nun ſei qgcose-hcose"—=0, fo ergiebt fi: 


.__Pcose 4-9 cos 
aim ET, cosi= T ‚cosi—0. 
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Die Gleichung der Geraden in det Edene 'xz iſt u, 
\ cosE.. 608€ 
oder g+h=0, | 
ober, weil haX—(q? — iſt, 
72 
— — +20, 
g’—p st 
Die Gleichung. der Tangente des Kegelſchnittes in dem. Pancte 


7) iſt bekanntlich are 1; daher iſt offenbar die‘ 


Gerade diefer Tangente parallel. Und da, während ꝙ und © 
fih durch die Drehung ändern, die Neigungen der Kräfte gegen 
diefe Gerade ungeändert bleiben, wie die obigen Werthe vom 
cosi, cosi, cosi' zeigen; fo folgt, daß die Kraͤfte um dieſe 
Tangente gedreht werden müffen, wie oben behauptet wurde. 

Da alle Refultanten, die vom Berührungspuncte aus nach. dem 
Umringe des anderen Kegelfchnitted gehen, mit dieſer Zangente 
gleihe Winkel Ci) bilden, fo folgt noch, daß fie alle in einem 
geraden Kegel liegen. 

Der Inhalt des Vorftehenden läßt fih in folgenden Satz 
zufammenfaffen:e Man denfe fih den Körper in einer Stellung, 
in welcher die Kräfte ſich durch eine einzige erfegen laſſen. In 
dem Durchfchnitte derſelben mit der Eilipfe (oder in dem mit der 
Hyperbel) ziehe man eine Tangente an die Ellipfe (eder an die 
Hyperbel) und drehe den Körper um diefe Tangente, als fefte 
Are; fo laſſen die Kräfte ſich beftändig durch eine einzige erfegen, . 


deren Lage, Richtung und Größe während der Drehung ganz ⸗ 


lich unverändert bleiben. Diefelde trifft mithin. den. einen Kegel: 
ſchnitt beftändig in feinem unveränderlichen Berührungspuncte 
mit der Drehungsare, während ihr nach und nach die ſaͤmmtli⸗ 
chen Puncte des anderen Kegelfehnittes begegnen. ft diefer Bes 
rührungspunct im Raume feft, fo beftcht zwifchen den Kräf- 
ten, taährend der angegebenen: Drehung des Körpers in allen 
Stellungen Gleichgewicht. Der einfachfte Fall dieſes Satzes 
wurde ſchon in 8. 32. hervorgehoben, | 
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36. In Vorſtehendem find nur folhe Stellungen des Sy 
ſtemes m Betracht gekommen, welche der Bedingung V=0 Ge 
nüge leifteten.. Man betrachte ferner das Spftem in allen den 
Stellungen, in welchen die Refultante eine gegebene Richtung 
hat, oder mit den Eoordinatenagen gegebene Winfel bildet, deren 
Cofinus a, b, c fein mögen. Da in diefem Kalle g=a, kb, 
singsind==e, fo. merden bie Gleichungen der Reſultante 
($. 34. 1.) folgende: | 
ay—bı=N—Ve, . _ 
ax—az—=M—Vb, 
bz—cy=L-—Va, 
wo L M,N, V diein 8.34. angegebenen Ausdruͤcke bedeuten. Wer⸗ 
den die Quadrate derſelhen addirt, fo fommt auf der rechten Seite: 
N?--M?-FL?—-2V(No-+-Mb-+-La)4+-V?(c?-+b?’-+a?), 
oder, weil V=La4+-Mb-+-Nc, a°-+-b’-0’=1, fo erhält man 
_ N?+-M?+L?—2V’+-V2,d. i. 
N? +-M? -+L? —V?; 
mithin 
(ay—bx)’-Hoex—az)’-Hbz—cy)’ — N’+M’+-L’—V?, 
Werden nun für L, M, N, V ihre Werthe aus $. 34. ge: 
ſetzt, fo kommt — N’M’L’—V?’ 
=(pt-+qsin Ysin 8)’4-p? cos ꝙꝰ sin 9°-4-q° cos ©? 
=p’[t?-+cos ꝙꝰ sin 9’ — sin Y*sin 9°) 
+yg’[sinw? sin O2- cos 9°—t?]. 
Man wird aber ohne Schwierigkeit finden, daß 
B-4-c0sp? sin © —sin y’ sin 0’ 
sinW? sin @? + cos 9? —t?” =k? 
ift, mithin, weil in dem vorliegenden Kalle ga, kb, 
N?--M?+L?—V?—p?a?-+g:b?; 
und (ay—bx)?’-+-(cx—az)?-+(bz—cy)’—=p’a’+q’b?. A) 





\ 
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Um: die Bedeutung diefer Gleichung zu verftehen, nehe man durch 
den Anfang der Coordinaten C die den Gleichunge 


entſprechende, alſo der Reſultante parallele Linie FI, nehme außer 
derſelben einen Punct B an, deſſen Coordinuten x, y, z fat, 
und fuche den fenfrechten Abftand dieſes Punetes wor der Binde, 
Zu dem Ende ziehe man die Gerade CB, und .nenme d den Bin: 
kel, welchen fie mit der Pinie HE bildet, ſo ift der gefuchte Ab⸗ 
ftand gleich GB-sind. Run find die Gleichungen der Linie CB 


u v ww 
folgende: a, 


folglich, wenn man fie mit der Gleichung von H verbindet, u 


wit a’+b’+ 1, und zugleich bie range CB 
Va, folglich eos d=ardhychen. Hierz 
aus ergiebt fich 
0° — pr? (arhby-ken)? 
Kbyte)? 
= = (ay—bx)’Hox—az)?-H(bz— ey)’. 
‚Der zulegt ſtehende Ausdruck druͤckt mithin das Quadrat des 
kuͤrzeſten Abſtandes ( sind) des Punctes B von der Linie H 
aus, oder auch, wenn man durch B eine Linie parallel der H zieht, 
den Färzeften Abſtand dieſer Linie vom Anfange der Gostdinaten. 
Aus der mit A) bezeichneten Gleichung geht demnach her: 
vor, daß der fenfrechte Abftand aller (jedesmal mit dem klein⸗ 
ſten zuſammengeſetzten Paare verbundenen) Reſultanten, welche 
die naͤmliche Richtung haben, vom Centralpuncte G, eine beſtaͤn⸗ 
dige Größe, naͤmlich gleih Wp?’a’-+q”b? ift, und man er 
Hält den Sa: 
Werden die Kräfte des Syſtemes um die feſtbleibende Rich⸗ 
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tung der Mittelfraft gedreht, fo ift der Ort, in welchem ſich die 
jedesmal mit dem Fleinften zuſammengeſetzten Paare verbundene 
Refultante bewegt, ein Kreiscylinder, defien Are durch den 
Centralpunet geht. 


Giebt man der Refultante eine der vorigen gerade entgegen 
gefehte Richtung, fo find die Coſinus Ihrer Neigungen gegen die 
Apen —a, —b, —c; da aber die Gleichung des vorftchenden 
Eylinders durch die Umkehrung der Zeichen von a, b, e nidt 
geändert wird; fo folgt, Daß auch die dem vorigen gerade entge 
gengefegten Refultanten. in dem nämlichen Eylinder liegen. 





37. Es ift noch zu unterfuchen, wie ſich das zufammenge 
fegte Paar ändert, indem die Refultante auf der Cylinderflaͤche 
fortgeht. Sept man g=a, k=b, sinpsin®=c, fo ergebm 
ſich, aus den beiden erften diefer Steigungen, folgende Yusdrade 
für sin und cosıp: 


(a?+-b?)siny=asinpcos®—b.cos9, 
'(a®-F+b?)cosw==acosp+bsinp cos ©. 
Eliminirt man demnah 1% zunähft aus dem Werthe von t, 
fo fommt: (a?-Fb*)t=acos ®—be-c0s9sin@; 
ferner - | 
(a?-+b?)N =a(p-#ge) cos O9—b(g-+-pe) cos ꝙ sin 9, 
. @?4-b?)V =alg-+pc) cos @--b(p-+g6) 0059 sin G. 
Run werde, wie zuläffig ift, gefegt: 
cos0—=V a?-rb%.siny, ‘cospsin®—=Va*-Fb?.cosy; 
ferner. alg-+po)=ucoss, b(p+go)=u sine, . 
fo kommt V»a’+b’.Veusiny—e). 
Für y=e wid V==0; diefer Werth von y liefert alfo- eine 
Refultante, welche in dem Cylinder liegt und zugleich die Ellipfe 


und Hpperbel trifft. Fuͤr dieſe Refultante fi L=L', M=M), 
N==N’, fo ergiebt fich 
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'—=qVa?’-+b? «sine, M——pV a?-+b?.cose, 
N— alp-+ge)sine —b(q-tpe)cose 
a®-+-b? 
Lest man duch diefe Refultante und den Gentralpunct eine 
Ebene, fo ift die Gleichung derfelben: 


L’x-+M' +Nz=0. 1. 
Man lege ferner durch eine ziveite, zu einem beliebigen » gehoͤ⸗ 
rige Refultante und den Eentralpunct eine Ebene, deren Glei⸗ 
&ung fein wird: | 


(L-aVx-HM—bV)y-HN—cVIz=0, 2 


v0 L=qV a’+b? ssiny, M=-—pV a?-+-b?.cosy, 
N a(lp-+gc) siny—b(q-+pc) cosy | 
—ꝰ — Varyb? 
V — u sin 22. 
Va?’+b? 
Es fei 7 die Neigung der Ebenen 1.2. gegen einander, fo kommt 
LU--MM+-NN 
cos * pairgb 


Man findet aber LL’-+MM'--HNN —=A-+B-HC, wo gefebt if: 


A= [«+r94° „ren siny sine, 


ä a 
B= [er +° de 2 [eos? COS E, 
\ c= _ ab(p-+geXg-+po)sin(y-He), 
— a? +-b? " f 
Diefe Ausdrücke laſſen fich weiter auf folgende Formen bringen: 


3 2 \ 
A=| @+5N)g’-Hp+g0)° — et siny sing, 





:2?+b? 


B= ep’ Hate? — — cosy cose, 
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C=-—_ u? sine cose sin(y-FE), 
— | a?-+b a 7: 
u Hirad fa, mil DEBH=1, ah co 
ptrgc)=usine iſt, 

A+B=(p?+9°+2pge)cos->)— re, 
und endlich 
ArB+t= [P+a’+2pg90@ +94] ir 

= (a’p?-+b?q?) cos(e—y). 
Folglich iſt cosn=cos(e—y), und das Moment des zufam- 
mengefegten Paares V, gleich ' 


pen 
Verb 

Diefe Formel fpricht ſehr einfach das Gele der. Aenderung 
des Paares V aus, Kür 7=0 und n=r wird V=0; es 
giebt alfo zwei Refultanten, für welche V=0, und die mithin 
die Ellipfe und Hyperbel treffen. Die dyech fie gelegte Ebene 
geht zugleich Durch die Are des Cylinders. Legt man durch diefe 
Are und durch) irgend eine Refultante, zu welcher das Paar V 
gehört, eine zweite Ebene, fo ift das Paar V dem Sinus der 
Neigung (7) diefer Ebene gegen die vorige proportional. 

Iſt alfo die Refultante der Richtung und dem Sinne nach 
gegeben, oder find die Eofinus a, b, c nach Größe und Zeichen 
gegeben, fo giebt es zwei eutfprechende Stellungen des Spite 
mes, in welchen die Kräfte fich jedesmal ducch eine einfache Kraft 
erſetzen laſſen, deren Richtungslinien mithin durch die Ellipſe und 
die Hpperbel gehen. Beide liegen mit dem Eentralpuncte in einer 
und derfelben. Ebene. Kehrt man: die Zeichen von a, b, c fammt: 
- ih um, fo erhält man zwei andere, durch. die Ellipfe und Hy⸗ 
perbel gehende Refultanten, für welche wieder VO ift, die 
aber im entgegenfegtem Sinne, in Bezug auf die beide vorigen, 
wirfen. Es giebt alfo vier einander parallele Refultanten, für 
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weiche‘ VO iſt. . Da man nun leicht fleht, daß ſich im Allges 
meinen vier Gerade von der Eilipfe zur Hyperbel ziehen laſſen, 
die einer: gegebenen Geraden parallst find, und da, nach dem 
Vorſtehenden, jeder diefer vier Geraden, ald Refultante, in einem 
gewiffen Sinne genommen, ein verfchtwindendes Paar zufommt, 
fo folgt: Zu irgend einer die Ellipfe und Hyperbel verbindenden 
Geraden läßt»fich immer eine, und im Allgemeinen nur eine ent: 
fprehende Stellung der Kräfte angeben, im welcher ſich diefe 
Durch eine einzige erfeßen laffen, die in der gegebenen Geraden 
wirkt. N 
38. Man ftelle fih die Kräfte in einer beliebigen Stellung 
vor, nehme fenfrecht auf der Richtung der Mittelfraft eine 
beliebige Gerade als. Are, und drehe die Kräfte um diefe Are. 
Die Mittelfraft oder die ihr parallele, mit dem Fleinften Paare 
V verbundene Refultante bleibt während diefer Drehung beftän: 
dig fenfrecht auf der Are. Man lege eine Ebene fenfrecht auf 
die Are, ducch einen beliebigen Punct, etwa den Eentralpunct, 
und zerlege jede der Kräfte in zwei andere, die eine der Are, 
die andere der Ebene parallel. Hierauf projicire man die ſaͤmmt⸗ 
lichen Angriffspancte auf die Ebene, und bringe die der Ebene 
parallelen Eomponenten jede an der Projection ihres Angriffe: 
punctes in ihres Richtung und in der .entgegengefeßten an, fo er: 
hält man ein Spftem von Kräften in diefer Ebene, und ein Sy⸗ 
= ftem von Paaren, deren Ebenen alle der pe parallel find. Die 
Summe aller der Are. parallelen Eomponenten des Spftemes ift 
offenbar Null, weil die Are fenfrecht auf der Refultante fteht; 
diefelben geben mithin ebenfalld ein der Are paralleles Paar, 
welches fih mit allen übrigen‘ Paaren im ein einziges der Are 
parallele Paar zufammenfegen läßt. Ferner geben die färhmts 
lichen Kräfte in dee Ebene eine Refultante R1, die während 
der Drehung beftändig durch einen feften Mittelpunct M geht. 
: Man zerlege das der Are parallele Paar, welches fich offenbar 
. während der Drehung ſtetig verändert, in ein mit der Refultante 
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paralleled und in ein darauf fenfrechtes. Sekt man das der R 
parallele Paar mit der durch M gehende Kraft R zufammen, fo 
erhält man eine der R parallele und gleiche Kraft, welche offen 
bar eine der Are parallel duch den Punct M gezogene Gerade 
beftändig treffen muß. Dies giebt folgenden Sag: 

Werden die Kräfte um eine auf der Richtung der Mitte 
kraft fenPrechte Are gedreht, fo fchneidet die mit dem Eleinften 
Paare verbundene Refultante, indem fie der Drehung der Kräfte 
folgt, beftändig eine gewiſſe fefte, der Drehungsare parallele Ges 
rade, und zwar, wie fi von felbft verfteht, immer rechtwinklich. 
Um diefe Gerade zu conftruiren, projicire man die Angriffspuncte 
der Kräfte und die Kräfte felbft auf eine gegen die Are ſenk⸗ 
rechte, alfo der Mittelkraft parallele Ebene, fuche den Mittel; 
punct aller diefer in einer Ebene befindlichen Kräfte und er 
richte in denfelben ein Loth auf der Ebene, fo ift diefes die vers 
langte Gerade. 

Die Formeln für den Mittelpunet einer beliebigen Anzahl 
von Kräften in einer Ebene find in $. 20. gegeben toorden. 
Will man denfelben durch Eonftruction finden, fo kann man zus 
erft den Mittelpunct von zweien der Kräfte nach $. 11. beſtim⸗ 
men, an demfelben die Refultante diefer Kräfte anbringen, und 
diefe hierauf mit einer dritten Kraft zufammenfeten, wodurch ein 
neuer Mittelpunct erhalten wird, u. f. f. Man kann aber au 
fämmtliche Kräfte nach zwei Richtungen zerlegen (von denen feine 
der Mittelkraft parallel fein darf, wenn nicht alle Kräfte einans 
der parallel find), Hund die parallelen Componenten an ihren 
Schwerpuncten vereinigen; fo hat man wieder den Fall zweier 
‚Kräfte. 

Zum. Schluffe mögen noch einige Bemerkungen über einen 
befonderen Fall folgen, der in der Natur vorfommt, nämlich den 
Sal, in welchem die anfänglich gegebenen, an feftbefiimmten 
Puncten des Körpers angebrachten Kräfte in einer einzelnen Kraft 
und einem Paare beftehen. Derfelbe trifft an der Oberfläche 
der Erde bei Körpern ein, die nicht allein fchwer, fondern zus- 
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gleih auch magnetifch find. ‘Denn der Magnetiemus bringt 
an dem: Körper allemal ein Keäftepaae hervor, während die 
Schwerkraͤfte in allen Puncten ſich in eine Reſultante am Schwer⸗ 
puncte vereinigen. 


Da die Kraͤfte in einer einzelnen Kraft und einem Paare 
beſtehen, ſo ſind ſie alle einer Ebene parallel; das Syſtem hat 
mithin Feine Central⸗Ebene, ſondern nur eine Central⸗Axe. Man 
fieht ferner leicht ein, daß es auch mit Rückficht auf die Dre⸗ 
Hung geftattet ift, das Paar in dem Körper, aber nur paral⸗ 
Let mit fich feldft, zu verlegen; man verlege demnady das 
Paar in dem Kötper parallel mit ſich felbft fo, daß der Arm 
deſſelben durch den Angriffspunct der einzelnen Kraft geht; fo 
Äft der neue Arm zugleih die Centralaxe des Körpers. Die 
Eentral: Are ift alfo eine dem Arme des Paares parallele duch 
den Angriffspunct der einzelnen Kraft gehende Gerade, wie man 
auf leicht durch die Zufammenfegung der Kräfte nach den all⸗ 
gemeinen Regeln finden kann. An diefer Central⸗Axe Fann nun 
wieder das Poar, immer parallel mit fich felbft, beliebig verſcho⸗ 
ben und 3. B. fo gelegt werden, daß der Angriffspunct einer 
feiner Kräfte in den Angriffspunct der einzelnen Kraft fällt; 
alle diefe Veränderungen find auch mit Rücficht auf die Dre: 
Hung der Kräfte gleichgültig. Fällt zugleich die Ebene des Paa- 
res in die der Central⸗Axe und der einzelnen Kraft, oder werden 
die Kräfte durch Drehung in eine diefer Annahme genügende 
Stellung gebracht, fo Haben fie in ihrer Ebene einen Mittelpunct, 
der in dem Umringe des Central⸗Kreiſes liegt. Derfelbe läßt fich 
zwar nach den allgemeinen Regeln leicht finden, Fann aber auch 
auf folgende, ſchon in $. 32. vorgefommene Weife beftimmt wer- 
den. Es feien (Fig. 21.) CB=Bb=gq die Kräfte des Paares, 
CC =p die einzelne Kraft, CB==a der Arm des Paares, und 
der unveränderfihe Winfel C’CB=y. Nun denfe man fich die 
Kraͤfte fo gedreht, daß die des Paares in die Berlängerungen 
ſeines Armes fallen, alfo 3. B. CB in die Verlängerung von BC über 
C; fo wird die einzelne Kraft durch den Mittelpunct gehen müffen. 


/ 
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Wird alfo von C aus unter dem Winkel BCD=n—y em 
Gerade CD gezogen, fo liegt in ihr dee Mittelpunt. Man 


nehme nun in diefee Geraden CM=T und zwar auf einer be: 


fiimmten Seite'von C aus, nämlih fo, daß das Moment der 
Kraft CC’ in Bezug auf M dem Momente des Paares entge 
gen wirke; fo ift M der gefuchte Mittelpunct, Denn das Mo: 
ment von CC’ in Bezug uf M it =p-CM-sinC'CM, un 
das des Paares ft —qa sin 30B; es ift aber C’CM 
=r—y—CCB, und? BCB=CCB-+y; folglih sin C'CM 
—sinBCB, alfo p-CM==ag; mw. ;. b. m. 

Die Eentral: Are eines ſchweren und magnetifchen Körpers 
laͤßt fi duch Beobachtung beftiimmen, wenn der Schwerpund 
des Körpers und die Richtung der magnetifchen Kraft gegeben 
find. Wird nämlid der Körper in feinem Schwerpuncte fra 
drehbar befeftigt, fo nimmt er eine gewiſſe Stellung des Gleich⸗ 
gewichtes ein, in welcher das magnetifhe Paar Null ift. Zieht 
man nun durch den in genannter Stellung befindlichen Körper 
‚eine der Richtung der magnetifhen Kraft parallele Gerade; fo 
hat man die Eentral:Age, worauf ſich auch der Central⸗Kreis in 
dem Körper leicht beftimmen läßt. Ueber diefen Gegenftand wer 
werden fpäter noch einige Bemerfungen folgen. 
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Gleichgewicht biegfamer Syſteine. 
Seilpolygon. 7 


39, Es geien (Fig. 23.) AB, BC, CD, DE, EF gerade 
Linien von unveränderlichen Längen, welche ſich um ihre End: 
puncte ohne Hinderniß drehen koͤnnen, fo daß fie ein biegfa= 
mes Viele ABCDEF bilden. An den Puncten A, B + F 
feien die Kräfte P, P', «+ PV angebracht, zwifchen denen Gleich: 
gewicht beftehe, deffen Bedingungen unterfucht werden follen. 

Bei diefem Gleichgewichte werden offenbar die Seiten AB, 
BC, »- den-auf fie einwirfenden Auferen Kräften gemwiffe Wider: 
ftände oder Spannungen entgegenfegen müffen, durch welche 
allein das Gleichgewicht zu Stande fommt. Man denke fich die 
Verbindung eines beliebigen Theiles des Vieleckes, z. B. CDE, 
mit dem Abrigen Theile, gänzlich aufgehoben, zugleih aber in 
den Endpuncten C und E die nah CB und EF toirfenden 
Spannungen als Kräfte angebracht; fo ift klar, daß das Gleich: 
gewicht in CDE nicht geftöct wird. Betrachtet man alfo irgend 
- eine einzelne Seite des Vieleckes, z. B. CD, fo muß an derfelben 
zwiſchen der Kraft P”, und der nach CB gerichteten Spannung, 
an C, einerfelts, und der Kraft P”, fo wie der nah DE ge 
richteten Spannung, an D, andererfeits, Gleichgewicht beftehen; 
folglih wuß die Refultante. der beiden erftgenannten Kräfte an 
C, derjenigen der beiden anderen Kräfte an D, gleich und ent: 
gegengerihtet fein. Jede Seite, 3. B. CD, wird alfo, wenn 
Gleichgewicht beſteht, durch zwei gleiche und entgegengerichtete, 
‚an den Puncten C und D mirfende Kräfte gezogen, des 
nen zwei gleiche innere Kräfte Gleichgewicht halten müffen, 
welche: die Spannung der Seite CD ausmachen. Man 
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nenne die Spannungen in AB, BC, CD +, welche die Puncte 
A, B, C + beziehungsmweife den Puncten B, C, D zu nähern 
ftreben, der Reihe nach t, t', !’ +; fo laſſen ſich Die ihnen gleis 
chen. und entgegengerichteten Spannungen, welche die Puncte 
B, C, D.. der Reihe nach den A, B, C ++ zu nähern ſtreben, 
duch —t, —t, —t” oe bezeichnen; fo daß man fih 3. B. in 
der Seite BC an dem PBuncte B die Kraft Ft’, an C dagegen 
—t vorzuftellen hat, | 

Es muß nun, wenn Gleichgewicht befteht, die Spannung 
-+t (an A) der Kraft P Gleichgewicht halten, beide muͤſſen alfo 
einander gleih und entgegengefeßt fein. Eben fo muß an B 
zroifchen den Spannungen —t und Hi! und der Kraft P’, umd 
on C zwiſchen —t, Hi" und P", Gleichgewicht beftehen; u. f. f. 
an allen Spiten des Vieleckes. Dder, was auf daffelbe hinaus: 
fommt, jede der Spannungen +t, +t, »- iſt der Refultante 
aller äußeren Kräfte gleich und entgegengefegt, die von A bis zu 
dem Anfange der Seite, in welcher die Spannung wirft, an dem 
Bielede angebraht find. Denn indem 3. B. die Spannung 
-+t in B den Kräften P’ und —t Gleichgewicht hält, braudt 
man nur zu bemerfen, daß die Kraft —t Feine andere ift, ale 
die Kraft P, deren Angriffspunct von A nach B verlegt werden 
kann; alfo it --t mit der Refultante R von P und P’ im 
Sleihgewichte. Da mithin R in der Richtung BC wirken muß, 
fo kann ihr Angriffspunct von B nach) C verlegt, oder es Tann 
R anftatt —t gefegt werden; und mithin ift, in C, die Kraft 
„+t" mit der Refultante von R und P”, oder von P, P’, P”, 
im Gleichgewichte; u. ſ. f. Kolglih muß auth in E die Kraft 
-+tlV mit der NRefultante der Kräfte P, P’, -» PIV im Gfeichge: 
twichte fein, und da -HtlV nichts Anderes ift, als die von dem 
Angriffspunete F in ihrer Richtung an E verlegte Kraft PY; fo 
muß die Kraft PY der Reſultante aus allen übrigen äußeren Kraͤf⸗ 
ten P, P' «+ PM, Gleichgewicht halten. 


Sind alfo die äußeren Kräfte P, P’ +, die an einem biegs 
famen Vielecke im Gleichgewichte fein follen, nach Richtungen 


N 
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und mtenfisäten gegeben, fo tft das Gleichgewicht, wofern das 
Bieleck „ganz frei beweglich ift, nur dann moͤglich, wenn die Mit: 
telkraft aus allen diefen aͤußeren Kräften Null ifir u Wenn aber 
Diefe Bedingung erfüllt ift, läͤßt ſich allemal eine cdem Gleichge⸗ 
wichte zwifchen den anzubringenden äußeren Kräften genügende 
Gefalt und "Stellung des Vieleckes angeben. Bezeichnet: man, 
wie gewoͤhnlich, die Neigungen von P, P',+- gegen drei auf eins 
ander fenfrechte Axen mit a, P,y; a, «5 «und die Meiguns 
gen bon +tzirt, gegen bie Apen, durch welde zugleich die. 
Richtungen der Seiten AB, BC, s.. beftimmt werden, mit a, b, 
e;a,b,c; ·; fo hat man nah dem. Borhergehpnden fol⸗ 
gende Gleihungen: . re 
‚P.eoa + cosa ' el on 
— cos —t cosa pt casa =u0 .. 
pP” cos«" —t' cosa’ it" cosa’ =D! .:” 
pri cose” —t" casa" AH, cosa —0, 
PIVcosalY’—t"cos en arg vo . 
P cosß ‚rteosb BR --- 1 | TEEBH BEE 
P' c0sß! —t: coxb. — —0 
P cosß" -t coschl tcosb O F 
pru cosp"” —t" cosb" +t" cosb” =0, u 
pivcos BIV1"cos b"-HRVcos bIv- == 0 
pP cos kt cose *0 
p’ cosy —t cosc Hl cosc —=0 
. ‚P" cosy" _t’ cose Hi" cosc" *6 
pP" cos y" —tcosc. +" coscl"—=0. .., ... 
PiVcosy1Y—t"cosc ce" t1Vcos eiv *0 nf 


N. 
— 
327 
⸗ 


Zu diefen- kommen noch die Gleichungen Press — 
PT cosßY—tV cosß!V —=0, PYcosyY—tV cosyV.—6; - Jede 
derſelben iſt jedoch nur eine Folge der ihr entſprechenden 5: atıs‘ 
deren; denn werden z. B. die 5 erften addirt, ſo Eommit, weil 
die Mittelkraft aus allen P, P’, «+ PVY Null, mithin auch 
SP cosa==0 ift, unmittelbar —PVoosaVYapt!V cosat! =D; mie 


‚8 


— 
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behauptet wurde. Durch vorſtehende Gleichungen werden offen⸗ 
bar die: ſammtlichen Componenten der Spannuugen, alſo die 
Spannungen feibft, uñnd zugleich ‚die Richtungen der Seiten, voll⸗ 
ſtaͤndig beſtinunt. Wan erhält 5:8: Pcosa-+-P'casar-t'cosa’ 
50, Peosß-+P'tosß'-rt cosb'==0, P.cas Y-+P!oas y-+tcose 
==B; zur Beftlimmung von: t’; u. f. f. für die uͤbrigen. 

ir der Endpunct A des: Vieleckes unbeweglich, fo drückt P 
den Widerftand aus, welchen dee Punct-A feiften muß, und da 
dieſer Widerſtund jede beliebige Richtung ımd Größe Habe Fanm, 
fü wii auch die Bedingung, daß: die Mittelfraft: aus allen 
äurfeen ' Kräften; - den- Widerfland in A mit eingerechnet, Aufl 
fein muß, immer von ſelbſt erfüllt, oder das Bietedl,In welchem 
ein Punct A unbemweglich ift, läßt. ſich immer in eine Geftalt und 
Stellung des Bteichgemichtes bringen, wache araete audJan den 
übrigen Puncten angebracht merden. 


Wenn beide‘ Endpuncte - undeweglich find‘, P fei h ihre 
Entfernung von eindnder, md‘, u, 9 bie Neigungen von h 
gegen die Are; ferner AB=1, BCxel’;.- die. Laͤngen der Sei: 
ten; alsdann 'iſt die Summe ddr Projectionen der Seiten auf 
jede Are gleichder Ptojeetion; von. h auf-diefe Axe, d. h. 
S]cosa=h.cosi, I1 cosb=h ros I, Slcosc=hcosr. 2, 


Diefe drei Gleichungen muͤſſen mit den Gleichungen 1. verbunden 
werden, um die faͤmmtlichen Unbekannten t, !, + cosa, cosc'« 
zu beftimmen, zu welchen auch die Widerſtaͤnde P und PY in den 
feften Puncten gehören. Laͤßt mdn aus 1. die drei Gleichungen 
weg, welche den Widerſtand BP entthaften, fo: bfelben‘, wenn das 
Vieleck n Seiten hat, 303! von einander unäbhängige Glei⸗ 
chungen, ührigy zu welchen noch die. Gleichungen 2. und die be 
kannten m Bedingungen cos aꝰ cos hꝰ Pcose 4, u. ſ. w. 
hinzugefügt, wirden. muͤſſen, um die 4n unbeannten c to,a,b, 
G a, ) au heſtimmen. 

Iſt das Vieleck in ſirh geſchloffen, fo- beruht die Be 
ſtimmung ſeiner Geſtalt und der Spannungen ſeiner Seiten im⸗ 


/ 
⸗ 


* 
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mer auf dem naͤmlichen Satze, wie vorhin, daß jede dußere Kraft 
mit- den in ihrein Angriffspunete wirkenden Spannungen - im 
Bleichgewichte ſein muß. Die Anwendung. dieſes Satzes gibs, 
für ein. neck, 3n-.der. obigen 4. aͤhnliche Gleichunten wiſchen den 
Semponenten der Rräfte P; P; +» und der’ Spannungen tt", w 

von denen aber 3 aus den dörigen folgen. ‚Berner erhäft: —* 
3 Gleeichungen, indem man (in 2.) h=U ſetzt, "md" hat nochtdie 
1 Bebingungen - cosa’eosbP-Fcose=i,: u. ſ. w.; alſo 
im Ganzen: 4n von einander unabhängige GSleichuugen zwiſchen 
eben fo vielen undekannten Geoͤßen, naͤmlich den n Spannungen 
t, U, und den In Eofinue von a,b, e, ‘af, b/, c ..-, duch 
welche Die Richtungen der Seiten beſtimmt werben. 9 fa 


Eb ſel z. B. ein Viereck vorgelegt, an deſfen Spipen ' A, B 
C, D die Kräfte P, P', P”, P” wirken (Fig. 24). "Seifen die 
Selten AB, RC, CD, DE, der Reihe nach L, 7”, 1" und 
ihre Spannjingen vr, t“, * ſo hat man folgende Gieichungen: 


m 


.P 8090. + 698 a —t"cosa" "0: . 

:P& cos + cosa — cos a 0 J 

| P'eosa’ +!" casa —t cosa ==0, Zr. 

Die vierte Gleichung, nomlich pueos a nt" sa" 1" c0sa” ==() 

ift eine: Kolge Diefer drei, weil SP cosa=0, Vertauſcht man 

in den ‚vorftehenden Yusbrücen a, a, mit ß, b; und mit», ©, 
fo erhält man noch 6 andere Gleichungen. Ferner ift 
Zlcosa=0, Zlcosb=0, Zlcosc=0(, 


—W 


und os aꝰ - cos bꝰ coscꝰ , u. ſ. w.. 


alſo ergeben fi im Ganzen 16 Gleichungen zur efimmung 
per 4 Spannungen und der 12 Eofinus von a, b, J ee 

Anne Sand. Bar. kann auch annehmen, daß die — 
der Seiten des Bieleckes ABCD +» (Big. 23.) nicht unveraͤnder⸗ 
lich ſind, ſondern daß eine ſolche Seite, wenn ſie in ihren End⸗ 
puneten von Iwei ‚gleichen und: entgegengerichteten Kräften nach 


auffen ober tag innen:'gejogen "wird, ſich verlängert oder vers 
8% 
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kuͤrzt, indem zugleich die Spannung beftändig waͤchſt, bis fie den 
aͤußeren Kräften gleich wird und Gleichgewicht eintritt. - Es if 
klar, daß die Ausdehnung dur die Spannung bedingt fein muß; 
am einfachften wird fie derfelben proportional gefeht, und diefe 
Annahme -ift auch mit der Erfahrung verträglih, fo fange we⸗ 
nigſtens die Spannung gewiſſe Grenzen nicht überfchreitet. Wenn 
nun an dem ausdehnfamen Vielecke das Gleichgewicht, befteht, 
fo fann man_die Seiten als unveränderli betrachten, und mit: 
bin - gelten die oben entwichelten. Gleichungen auch für- ein aus: 
dehnfames Viele, wofern man nur.in ihnen nicht die urfprüng- 
Hichen, fondern die durch .die Spannungen geänderten Seitenlaͤn⸗ 
gen in Rechnung bringt. ft L die -urfprüngliche Länge einer 
Seite, und 1 die durch die Spannung geänderte, fo hat man, 
nach der obigen Annahme, ISLGAD, wo y ein conftanter 
Coefficient ift. Dieſer Werth von 1, und: eben ſo die Werthe 
LA), L’A-4"), von I, 1’, müffen in die obigen 
Gleichungen 2. gefegt werden; dadurch erhält man in allen Zät 
fen eben fo viefe Gleichungen zwiſchen eben fo vielen Unbekann⸗ 
ten wie vorhin." Iſt das Vieleck ganz frei und nicht gefchloffen, 
fo Saffen ſich die Verlängerungen feiner Seiten finden , wenn die 
Spannungen aus den Gleichungen 45 beſtimmt fi find. 

Im Folgenden ſoll aber, der Einfachheit wegen, die Aus 
behnfamei bei Seite geſetzt werden, wofern nicht ausdruͤcklich 
das Gegentheil geſagt wird. 

40. Wenn die Kraft P den Winkel zwiſchen den in ihrem 
Angriffspuncte zufammenftoßenden Seiten 1 und IF halbirt, fo 
müffen auch die Spannungen t und .t' in diefen Seiten einander 
gleich fein, weil ihre Refultante der P Gleichgewicht hält. Es 
ſei u der Winkel. zroifchen den Schenken 1 und I, fo if 
P==2t coszu. Sind nun die Seiten 1 ımd 1’ einander gleich, 
und, bezeichnet man mit r den Halbmefler des Kreifes, der ſich 
um das durch die Seiten 1, 1’, mit dem eingefchleffenen Winkel 
u beftimmte Dreieck befchreiben Iäßt, fo ik Zrcossu=l; mit 
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bin Pr=tl, Werden alle Winkel des Vieleckes durch die an⸗ 
gebrachten Kräfte halbirt, fo ift auch die Spannung überall 
gleich; und find alle Seiten einander glei, fo ift das Product 
Pr für alle. Spitten des Vieleckes von gleichem Werthe, nimiich 
gleich tl. 

Man denke ſich ein biegſames Seil uͤber eine Fiͤche ge⸗ 
geſpannt, z. B. etwa in dem einen Endpuncte auf der Flaͤche 
befeſtigt, und in dem andern eine ſpannende Kraft angebracht. 
Der Druck, welchen das Seil in jedem Puncte auf die Flaͤche 
ausuͤbt, muß mit den Widerſtand der Flaͤche im Gleichgewicht, 
alſo nach der Normale der Flaͤche gerichtet fein. Dieſer Druck 
iſt aber die Reſultante der Spannungen, die in zwei unendlich 
Meinen auf einander folgenden Elementen des Seiles an dem ges 
meinfamen Endpuncte derfelben wirken, und liegt mithin in der 
Ebene diefer Elemente oder in der Ebene des Krümmungsfrei- 
ſes; und da er zugleich auf der Curve normal ift, fo fällt er in 
die Richtung des Kruͤmmungshalbmeſſers. Das biegfame Seil 
muß alfo auf der Flaͤche eine folhe Lage annehmen, daß der 
Kruͤmmungshalbmeſſer ſeiner Curve in die Normale der Floͤche 
fällt. Dieſe Curve kann ‚die kuͤrzeſte zwiſchen ihren Endpuncten 
auf der Flaͤche fein (vgl. I. F. 159.); fie iſt es aber nicht noth⸗ 
wendig. Z. B. auf einer Kugel muß ein gefpannter Faden, zwi⸗ 
fchen zwei gegebenen Endpuncten, wenn weiter Feine äußeren 
Kräfte auf ihn wirken, in dem Bogen eines größten Kreifes lie: 
gen; ift nun der von dem Kaden gebildete Bogen Feiner als Die 
Hälfte des größten Kreifes, fo ift er der Fürzefte auf der Kugel, 
zwifchen feinen Endpuncten; er ift dies aber nicht, wenn er. groͤ⸗ 
Ber ift als der Halbfreis, und es verfteht fich von felbft, daß 
aledann feine Länge auch Fein Marimum fein kann, da eine un⸗ 
bedingt längfte Linie. zwiſchen zwei Puncten auf einer Flaͤche, 
widerſinnig wäre. Ob die Länge "eines gefpannten Fadens, ein 
Minimum ift oder nicht, kann im Allgemeinen, nad) den Regeln 
der Variations⸗Rechnung, nur durch die Unterſuchung der Bas 
riationen zweiter Drdnung entfchieden werden. 
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/ ‚Da der Widerftand der Fläche. in ‚jedem Puncte ſenkrecht 
auf der Curve fteht, ſo halbirt er den Winkel zwifchen zwei auf 
einander folgenden Elementen der Curve, und folglich ift die 
Spannung der Curve überall gleich. Theilt man die Curve in 
unendlich Fleine gleiche Elemente ds, fo sit die obige Gleichung 
Pr=tl auch für den Aber die Flaͤche gefpannten Saden, wenn 
l== de geſetzt wird. Der Druck P iſt alfo in jedem Puncte der 
unperänderlichen Spannung t und der Kruͤmmung bes Fadens 


— proportional. 


Wenn der Angriffspunct einer Kraft (er heihe B) an dem 
Seile hin und her gleiten kann, fo muß derfelbe, damit Gleich 
gewicht beftehe, eine ſolche Stellung einnehmen, daß die Richtung 
der Kraft den Winkel der anftoßenden Seiten (fie mögen AB, 
RC beißen) halbire, Denn wenn Gleichgewicht befteht, fo Fann 
man fi), ohne daſſelbe zu ftören, die Puncte A und. C als un 
beweglich denfen; alsdann kann, weil die Summe der Seiten 
- (AB-+-BC) unveränderlih ift, der Angriffspunct ſich nur noch 
auf einer. EHipfe beivegen, welche die Punete A und C zu Brenn 
puncten hat, und die Kraft muß demnach. auf der. Ellipfe nor: 
mal fein; alſo, nach einem befannten geometriſchen Sage, den 
Winfel ABC Halbiren; w. 3. b. w. Alsdann find mithin auf 
die. Spannungen: der Seiten AB, BC einander gleich. 


41. Me. ein Beifpiel zur Theorie des Geilpolygons., wel: 
ches ſich mit einem geringen Aufwande von Kegmumg durchfuͤh⸗ 
ren laäͤßt, diene folgende Aufgabe: 

An der feſten lothrechten Stange ch Sig. 25)" ift inc 
eine Schnur cdQ befeftigt, deren Ende mit dem Gewichte Q 
befaftet, auf der fehlefen Ebene ae ruht, und welche noch im 
Puncte d duch ein angehängtes Gewicht P- gefpannt wird. 
Welche Stellung nimmt die Schnur im Zuſtande des Gleichge⸗ 
wichtes an, ‚und wie groß find die Spannungen in ihren beiden 
Theilen cd und Qd? 
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‚  Mam faͤlle aus c. das Loth ck auf ae; feine Länge läßt ſich 
als gegeben anfehen, und fei k, - Ferner ſei Winfel .eabr“ 
die Neigung ‚der ſchiefen Ebene gegen..die wagerechte ab, mithin 
auch eck—=ao. Man verlänugere Od’ bis f; es fei, der unbe 
Fannte Winkel dQe=x, und edi=y; ferner ſei dAQ=b, 
de=c gegeben. Projicirt man Qde auf ck, fo.fommt 

b sinx-+c singty)=k. BE | 
Es ſei noch O die Spannung in Qd, t die Spannung in de; 
fo müffen erſtens die drei Kraͤfte O, t und P an d einander 
Gleichgewicht halten, woraus ſich ergiebt: “ 

© sin(x+a)+P=tsinx+y+o) 2. 
©cos(xta) ==tcos (+-y-+o). 3. 

Zerlegt man ferner das Gewicht Q und die Spannung © nad 
der Richtung ae und nach einer auf ae fenfrechten, fo muͤſſen 
die der fchiefen Ebene parallelen Componenten einander Gleichge⸗ 
wicht halten. Diefe Komponenten „find Q sina und © cos x; 
mithin erhält man. | nn 
Qsina=Ocosx, 4. 
Aus diefen vier Gleichungen find die vier Unbefannten t, 9, x 
y zu beftimmen. _ 

Man fee zur Abfürzung x--y=z, und Eliminire t aus 
den Steihungen 2 3., ſo kommt — 9 siny+-P cos(z-+a)==0; 
und mithin durch Elimination von © aus 4.: 

COSX__ ‚Qsina 

sin y —— (240) 
ode P=Qsina-q geſetzt, 

q COSX cos (z+a)=sin(z—x), 
oder _ gcosacosz—gsinasinz—=sinz—coszigx,  vder 
(i+gsina)igz=gcosa-rigx. 5. 
Die Gleichung 5. muß, verbunden mit der Gleichung 1., nämlich 
bsinspcsinz=k 6. 


40 Statik. Gleichgewicht ai. 


die geſuchten Werthe von x und 2 liefern. Man koͤnnte zwar 


eine dieſer Groͤßen, z. B. x aus beiden Gleichungen eliminiren; 
allein. es iſt beſſer, belde in der gegebenen Form beizubehalten. 
Zur ferneren Aufloͤſung iſt dann die Bemerkung dienlich, daß der 


Winkel dem 2—a offenbar zwifchen Null und dem Win: 


2 | 
kel a enthalten fein muß, welchen die Schnur bei c mit ch bik 
den würde, wenn fie nur duch das Gewicht Q gefpannt, alfo 
P=0 märe. Da nun c+4-b die Länge dee ganzen Schnur, und 
Zdcek in diefem Galle gleich e+« iſt, fo hat man 
sa) k 
cos (Fa) = cHb’ 
woraus der Werth von ⸗ fih ergiebt._ Demnach iſt 
5 2-0>0 und <a, und mithin find 5a und am 
zwei votläufige Grenzen, zwifchen denen z liegen muß. - 

88 ſei z. P=1, Q=A1, a=45°, b=ec=k=1. In 
diefem Zalle erhält man cos(“He)—4, alfo arEe==60°, 
e=15°. Der gefuchte Winkel z liegt alſo zwifchen 30° und 
45°. Man findet noch q==\V/2, und mithin aus 5. und 6. 
.. folgende Gtfeihungen: 

sinx+sinz=i ud 2igı=i-tigx. 
Man fee sinx+sinz-A=u, nehme einige Werthe von 2 
zwiſchen 30° und 45° an, und bereshne zu jedem aus der zwei⸗ 
ten Gleichung das zugehörige x und denn u. Hieraus ergiebt fich 
folgende Tafel: | 
Z. X. \ u. 
45° 45° -+0,414 .. 
40° 34°5 -+-0,202 ... 
35° 2150  —0,055 + 
Sekt man noch z==36° ein, fo ergiebt fich 
x—=24°2227’, u=-+0,0004796 ++; 
mithin liegt z zwiſchen 35° und 36°... 
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Man erhält en 
für z== 35° 59'30”, x=—24°21'10’, u=-4+0,0000214 
für 2==350 59.29°. x=M'2' 7, u=—0,0000157, 
und hieraus durch Interpolation: u 
2850 69/29"; 1240 21'8",2; yas-salle39 20°2. 
Die Spannnungen find: 
@=0,776%0, t=1,74871. 


u! 


S 


Kettenlinie, 


42. Wenn die an einem Seilpolygone wirtenden Sekte alle 
einander paralfel find, fo ift leicht einzufehen, daß das Polygon 
eben werden muß. Ein frei herabhaͤngender ſchwerer Faden wird 
daher eine ebene Curve bilden, die man Kettenlinie nennt. 
Es ſei ABD dieſe Curve (Fig. 25.), A und B die feſten Ends 
puncte des Fadens. Man nehme den tiefften Punct D der Eurve 
zum Anfange der: Eoordinaten, DE=x vertical, EC==y heri- 
zontal. Es ſeint die Spannung in C, aufwärts ziehend 
gedacht, ꝙ ser Winkel, weichen fie mit der ge der x bildet, 


alſo 9= 3, ds das Bogenelement ber Eurve, Pds das Ges. 


wicht defjelben, se und m’ die Widerftände in A und B, welde 
mit der Are x die Winkel e und 8’ bilden; feiner Bogen DOs, 
DA=A; fo iſt t die-Refuftante von æ und dem Gewichte des 


Bogens AC, d. i. ‚S? Pds; mithin. die verticale Componente von t 


t cos p=ancos e— pas, 
und die horizontale Eomponente tsng=asine Ferner 
hat man noch | 

7° cos &-+7' cose' — [Pds==0, 
wo das Integral SPds das ganze Gewicht des Fadens ADB 
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ausdruͤckt, und zugleich 

I Reine sine —0, 
weil die Mittelkraft aus , 7 und dem Gemichte des Fadens 
Null ſein muß. 


Nennt man © die Spannung im tiefſten Puncte, für wel⸗ 
den 947, s—=0, fo ergiebt fih aus den beiden erften 
Gleichungen: J | 

nos) Pas und 9=nsins; 
alſo allgemein tcosp= „Pds und tein 9. 


Die horizontale Spannung Mm demnach überall gleich. 9, die ver⸗ 
ticale Spannung t cos ꝙ in C iſt aber gleich dem Integrale 


Si Pas, :d. 5. dem. Gewichte des Bogens CD. 


Iſt der Faden aderal ‚glei chfoͤrmig, ſo nehme = man das 
Gewicht feiner: Längeneinheit als Einheit der Gewichte und mit: 
hin dee Kräfte an; alsdann wird P=1, und mithin, 

"t0syg=s md tsnyg=9; . 


"woraus durch Elimination von t, weil 19=% ‚ kolst: 


sdiy= @ax, a) 
in weicher Gleichung die pofitive Zahl © die Länge eines Fadens 
von der Art des vorgelegten ausdrückt, deſſen Gewicht das Maaß 
der horizontalen Spannung iſt. | 
Wird diefe Gleichung quadrirt und? dy’—=ds?—dx? ges 
fegt, fo kommt 
ı  8%Cde? dx?) Qidk?, 
mithin s?ds?— (s?-+-9?)dx? 
sis dx 
vr+,0 


) 


und 
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wo die Quadratwurzel mit poll itiupm Zeichen genommen ift, weil 
x und s zugleich wachſen. Durch Intedratkon ergiebt ſich 
x-ake=) 0%, 


und weil für z=0, s=0. wird, k=0, alſo 


— EE— b) 


Wird ferner der Werth vom ds‘ bush 8 aus gedruͤckt in die Glei⸗ 


chung Odx geſett, ſo kommt: 


ya. 
en‘ 
Pia y u vg? ro) 


da für 0, y=0 werden muß. ge die tete Gleichung 
laͤßt ſich auch ſchreiben: 


=, Ve, —— 
mithin " | 


7 


0.’ Ivo und Be dm +0; 
folglich, weil V’+6—=ı-+- 0; , | 


|  —_.I na 
30 lAaœ | =-9 d) 
z _r 
und 509 Le me ° I. e) 
Die erfte der beiden vorftehenden Gleichungen liefert die Gleis 
hung der Kettenline zwiſchen den. Toordinaten x und y. 


Es fein DF=a, FA==h die Eoordinaten von A, ferner 
DG:==a', GB==b’ die Eoerdinaten von B (man.semerfe, daß 
b’ negativ fein muß, wenn b pofitie ift), ferner Bogen DA=4, 
DBLAA, L die ganze Länge des Fadens, fo hat man zwi⸗ 
fchen diefen Größen und ® aus d) u. e) folgende Gleichungen: 





t 
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- solet4e"°] =a-r9, 
y 


N 
b _Bby: 2 
» b» 
40 J. Te J 


Sind nun die beiden Endpuncte der Lage nach gegeben, und die 
Länge des Fadens L ebenfalls, fo find no a-a'=A, b-b'’—=B 
befannte Größen. Demnach find zwifchen den 6 Unbefannten 
a,b, a’, b’, A, ©, 6 Gleichungen gegeben, welche ſich durch Efi- 
mination von a, b', dunaͤchſt auf folgende vier bringen laſſen: 


vol? re -7 ]=.+0. 
B-— B— | 


BB 
10 e 6 re [) |=.+9-A. 


ı0[e «_.r ]J=ı 
Ba 


sl Te 


Werden noch a und A aus diefen Gleichungen eiminirt, fo er: 
hält man folgende zwei Gleichungen zwiſchen b und ©, nämlich: 


-7 


yoler _e a4 ol.” * 


ld. Pre Bu j ** — 
5 = Fa 
Man ſetze 0 2, ſo ochen dieſ⸗ —2 in koigende i über: 


. q 1. . et . . 241 . 
7 2 2 e “ 
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4: 7 wur . — 
18 + zi—=L. 
N 


Werden diefe, Keen leicungen addirt, und un zut tim 
B B 
e’—u, aljo « e’ =u? gefegt, fo fommt: 


a "fi SjearL; 
und erden jene unit, fo kommt | 
ZU=A- L. 
Butt, man Die ‚beiden Stangen in einander, fe er⸗ 
giebt ſich en, 
@: la Aare. Ä 


. is 


oder . 0* 6 3A, . . \, 

mithin vn Auszichung ber Bürzel: | u 

a . wald 
MER 55 a il 


wo die Wurzelgroͤße pofitib izu nehmen iſt, «weil, indem © und 
B. pofitio- find,, die. Groͤße links nur einen. poſitiven Werth haben 
Fann, wie leicht zu fehen ift. Aus diefer Gleichung muß die uns 
befonnte ‚Spannung ©: gefunden werden. _ Um dieſelbe in eine 
für die Auflöfung duch Verſuche mehr geeignete. Form zu brin⸗ 
gen, beſtimme man einen ſpitzen Winkel pa durch die Gleichung 
—A—— und ſetze BVL mA. — 
ſo kommt 
eß eier gt een 2 cotg u. 
Nun iſt (eier er? rc el e-P For) nn 
daher folgt: an 


4% Statt. Ohm — 227. 














en 3. 2 
ed ler eArer ; 1-4 colg u * —55 
in welcher das poſitive Wurzelzeichen gewaͤhlt werden muß, weil 
Der Ausdruck links nur pofitive Werthe haben kann. Werden 
die beiden vorſtehenden Gleichungen addirt, ſo kommt 


_ Ää 14 cosu | 
a? lan — colg ut zz, 0 Aus; 
mithin iſt P ootgu=log nat cotgãn, oder 
tg u log nat re f) 


aus welcher Gleichung, daB, L, A befannt fi find, der Winfel 
gu durch Verfuche gefunden werden muß, was mit Leichtigfeit 
geſchehen fann. HM u gefunden ‚ fo erhält man zunächit ©, 


ſodann ze, , mithin bi And hieraus die übrigen Größen a,4, 
a’, 4, wodurch die Lage des tiefſten Punctes gegen die feften 
Endpuncte vollkändig beſtimmt iſt. F 
. Um die Spannung in. jedem Huncte zu: finden, hat man 
tcospg=s, tsng=0O, ap t= Vs?+0%, und weil 
s+9=V s?+?, -fo fommt RS 
| 1J ta’, X 
wodurch die Spannung in jedem Prnctr 2 — * —2* 
iß, ſobalb @ bekannt if, 
Bemnuch iſt dd; wird dieſer Br m e Orkgun 
® sefekt; fo fomme 
sdy=dd.  D 
Differentitet man die Gleichung 'h), indem man t als unadhaͤn⸗ 
gige Veraͤnderliche betrachtet, ſo kommt 
dsdy-+sd2y=0: 55). N 
Mich zuerft s aus h) und i) efiminiet, fo erlebt ſich 
dsdy?-> Gdtd’y=0. 
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Nun war, nach c) tdy=Ods (indem t=V 8°+0°); alfo 


yo Wird biefer Werth von u in die vorſtehende Glei⸗ 


hung geſetzt, ſo kommt: Ber 

G. des -Frrdtd’y0, 

ds?’ 2 
voder — — 

Da in dem Ausdrucke auf der linken Seite dx ftatt dt geſett 

werden kann, ſo giebt derſelbe den —— der 

Kettenfinie. an. Wird dieſer mit bezeichnet, fo ift in jedem 


Puncte =: Kir, den tiefſten Punct wird 10 alſo auch 


e=9; dh. die Spannung im tiefften Puncte wird durch dad 
Gewicht eines Fadens gemeffen, deffen Länge dem Kruͤmmungs⸗ 


halbmeſſer in dieſem Puncte gleich. it. 
Entwickelt man die &pponentialgeößen in, der Gleichung, (d) 


| : I? -71 | 
oder “ | | " | E — ] 21 
in Reigen, fo tom rn 
y? 
536 + Tor 7, 


mithin, wenn für ſehr kleine y rechts nur dab erfte Glied bei: 
behalten wird, 





. 2 — | . . . 
d. h. in der Nähe des Scheitels nähert fich Die gettenlinie einer 
Parabel, deren Parameter O iſt. | 4 


4- 
\ 


Beftimmung der Geftalt und Spannung eines biegfamen 
Fadens, unter beliebigen Kräften. 


43. Wirfen auf jeden Punct eines biegfamen Fadens 
Kraͤfte, die allgemein als Functionen der Coordinaten ihrer An⸗ 
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griffspunete gegeben fein mögen, und befieht Gleichgewicht, fo 
wird diefes nicht geftört, wenn beliebige Theile des Fadens Feft 
werden. Man theile daher den Faden in unendlich Feine Ele⸗ 
mente ds, und betrachte jedes derfelben als ein unveränderliches 
oder feftes Syſtem; fo laſſen ſich die an ihm wirkenden Kräfte, 
nach Zerlegung in drei den Axen x, y, z parallelen Componen- 
ten, in drei Refultanten vereinigen. . De: immer vorausgefegt 
werden Fann, daß die an einem Elemente wirkenden parallelen 
Componenten von einander nur um eine Größe verfchieden find, 
die im Verhaͤltniß zu der in jedem einzelnen Puncte wirkenden 
Componente unendlich Fein ift, fo find. diefe parallelen Compo⸗ 
nenten auch als :gleich anzufehen, und geben mithin drei der 
Länge ds proportionafe Refultanten X ds, Yds, Zds, paraffel 
den Aren x, y, 2. In diefen Ausdrücen bedeutet z. B. X die 
- ntenfität derjenige Refultante, welche fih ergiebt, wenn an je 
dem einzelnen der Länge. ds gleichen Elemente dee Längen- Ein 
heit diefelben ‘der Are x ‚parallelen Componenten angebracht 
werden, welche an dem Kadenelemente wirfen. Denn es fei ds 
der nte Theil der Längen-Einheit, (n ift alfo unendlih groß); fo 
ft n-ds=1, und da auf jedes Element die Kraft X:ds wirft, 
fo wirft auf alle zufammen die Refultante n-Xds=X. Die 
Kräfte X ds, Yds, Zds kann man fi ch nun in der Mitte des 
Elementes angebracht denken; es iſt aber vielmehr ganz einerlei, 
an welchem Puncte des Elementes dieſe Kraͤfte angebracht wer⸗ 
den, da innerhalb deſſelben überhaupt Fein angebbarer Unterſchied 
der. Angriffspuncte Statt findet. 


Die zur Beftimmung der Geftait und Spannung des Fadens 
nötigen Gleichungen ergeben fi) aus dem Sage, daf die Span- 
nung in jedem Elemente der Refultante aus allen Kräften, vie 
vom Anfange des Fadens bis zu diefem Elemente wirken, Gleich: 
gewicht hält. Die Componenten diefer Refultante find /Xds, 
/Yds, /Zds; nennt man nun t die Spannung, welche in Ai 


Richtung der Tangente des Elementes wirkt, ſo ſi ſind Te 





\ 
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SZ, Fi ie Somponenten nach den Aren; und mithin muß fein: 


t Er /Kisz=0, t Er/Ta=0, 0de +H/Zde=0. 1. 


Merden diefe Gleichungen der Reihe nach mit dx, dy, dz mul: 
tipficiet, und die Producte addirt, fo fommt 


art 1,/7de=0. me 


Hieraus, ergiebt ſich der Werth - ‚von f..pofitiv oder negativ, je 

nachdem t in der Richtung des Elementes ober. in der Richtung 

feiner Verlaͤngerung wirkt; alſo, je nachdem die äußeren Kräfte 
dag Element auszudehnen oder zufammen: zu druͤcken ſtreben. \ 

Dieſer Ausdrud für e:ift jedoch nur dann anwenddar, wenn 

‚die Geſtalt des Gadeng, alſo die Groben 5 z ‚J/Xds, uf t 


ſchon anderweitig befannt find. Im Allgemeinen aber muß man ' 
die. Gleichungen 1. differentliren, um die. Curve des Fadens zu 


beſtimmen. Man erhält; —— 


LICH +Xds=P, (2) rue, * D α 3. 
Multiplieirt man dieſe Gleichungen der Reihe nach mit dx, di, 
de, und betrachtet ds als conſtantes Differential, ſetzt alſo 7 
| EL DS ut 27 720 3 
ſo kommt | EP BR 
.p 3 dt Kir — ——— 4. we u 
Multiplicirt man die erfte der Gleichungen 3: mit ‚dyr die zwelte 
mit dx, und ſubtrahirt, fo kommt — min al 
_ My d’x-ded?y Kay Yanalt, u 
Multiplicirt man auf gleiche Weiſe zuerſt die, örltte Gleichung 
mit.dx, die erſte mit dz; fodann die zweite mit de und die 
dritte mit dy, und fubtrahict, wie vorhin, ſo Fommt; — 


J 
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t(dxd?z —dz d?s) = — (Zdx—Xdz)ds? I & 
t(dzd’y—dy d’z)=—(Ydz—Zdy)ds? } " 


Bon diefen drei Gleichungen 5. iſt jede eine Folge der beiden ans 


deren. Man erhält aus ihnen, duch Elimination von t, 
d d’x-dxd?y dxd?z_dzd’x dıd? —dyd’z 
Ne — We = a 9 
welche Sfeichungen jedoch nur für eine gelten. 
Um die Bedeutung derfelben zu verftehen, bemerfe man, daf 

Die Zähler in vorftehenden Ausdruͤcken fich der Reihe nach der⸗ 
halten, wie die Eofinus der Neigungen der anfchließenden &bene 
Ger Cutve' gegen die Ebenen xy, zx, x2- (dgl. $. 70. 1). Oder 
went- auf: der anfthließenden Ebene ein Loth errichtet wird, deffen 
Meigungen. gegen Die Axen x, y, Zimit.a, B; y bezeichnet wer: 
ben, fo verhalten ſich dieſe Zaͤhler der Reihe nah mie cosy 
cos Brcosa; mithin geben vosfihende Gleichungen die Pre 
patient :;: 

cos a:cos Bicosy— _Yde_2Ziy: ZäxXd wxayyan 
woraus folgt: cos a+-dx->cosß» dy-+-cos yedz=( ° 

Ku | Xcos@-+-Y osP+2 00. . £ | 
‚Die erfte dieſer Gleichungen beſagt weiter nichts, als daß das 

both auf der anſchließenden Ebene zugleich auf der "Tangente 
fenfrecht ift; was ſich von ſelbſt verſteht. Die zweite Gleichung 
ehrt, daß die auf das Element ds witkende Kraft‘ Pds, deren 
Componenten Xds, Yds, Zds find (afo P=-VX?’LY?r.EZR) 
in die anfchließende Ebene fallen: muß. : Denn zerlegt man P in 
‚eine auf der anfchließenden Ebene normale und .eine dieſer Paral⸗ 
lele Eomponente, fo iſt die. erftere, - von - ‚beiden offenbar = 
X cosa--Ycosß-+-Zcos.y, und nach obiger Gleichung, Null, 
In der That muß die Kraft Pds mit den Spannungen der beis 
den in ihrem Angriffspuncte zufammönftößenden @femente im 
Gleichgewichte fein, alſo in der Ebene befeien; b. > in der ans 
fchließenden Ebene Tiegen. 
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‚ Um die noch ndihige zweite Gleichung zw erhalten, ſuche 
man den Werth von dt aus einer der Gleichungen 6. und ſetze 
ihn in die Gleichung 4. ein; fo ergiebt ſich eine Differentialglet⸗ 
chung dritter Ordnung. Man hat alſo zwiſchen x, y,2 eine 
Differentialgleichung zweiter, und eine dritter Ordnung, deren 
Integration fünf willkuͤrliche Conſtanten herbeifuͤhrt. Dieſe wer⸗ 
den, wie leicht zu ſehen, voͤllig beſtimmt, wenn z. B. die beiden 
Endpuncte des Fadens und ſeine kaͤnge gegeben ſind. 

Es ſei © die Neigung der Kraft PuUsz X?-FY?--2° ds 
degen die Tangente der Kadencurve, fo ift Pcos® die tan: 
gentiale,' Psin © die normdle Componente von P.  Zeriegt 
man aber jede der Kräfte. X, Y, Z in eine tangentiale 


und eine normale Eomponente, . fo find offenbar x S, 


v2, zS Z 2 die: tangentiaken Componenten, deren Summe mit: 
hin =P cos © “ muß. Alſo ift 
dy dz__ 
SEHD+HG= —P 0086; 
und > mithin, nach. 4. 
dt-+P cos 0. ds=®0. 7. 


Run iſt Pds die an dem @lemente ds wirkende Rraft; vorher 
.bende Gleichung befagt mithin nichts Anderes, als Daß. die Zus 
nahme. der Spannung von einem Elemente zum andern mit der 
‚tamgentiafen Componente diefer Kraft im Gleithgetsichte iſt. In 
der That Hält die Spannung an C, in dem. Elemente CD 
(Fig. 23.) der Refultante von P, P’, P" Gleichgewicht, :Mezeiche - 
net man daher die in der Richtung CB wirkende Refultante von 
P und P'-für einen Augenblid mit R, und den Winkel z—BCD 
mit u, ferner den Winkel a—P"CD mit ©, und die Spannung 
‘in CD, an C (wie in 8. 39.) mit ?’; fo ſtellen Rcosu und 
P”cos® die nad) CD gerichteten Eomponenten von RB und P” 
dar; mithin iſt RcosurP"cosO+t"=0. Es ift aber 
9% u 
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=—t, d. 5. gleih der Spannung in BC, an C; alfo 
—t' cosu-£P" cos 9-H"=0. Für eine Curve wird der Win 
Zeil uw unendlich Flein, alfo cosu=i, und t’—tl cosu= 
e—t=dt; ferner muß auch die Kraft P" unendlich klein fein, 
oder P"ds anftatt P” gefchrieben werden; alfo ergiebt fih / 

di P cosO-ds==0, 
ie vorhin. 
Addirt man nod) die Quadrate der Steigungen 5, und 

bemerkt, dag 


(Aydtx rd?) Hard’ dad) Hind’y-dyar = 


wo e den Kruͤmmungehalbmeſſer bedeutet (vgl. 8. 70.1.), fo kommt 
—— ————— ——— — 
= &X?:+Y?+2%2)ds’—(Xdx-+-Ydy-+Zdz)? 
—P?ds’—P? cos 9? da?, \ 

oder t=eP sin ©, 8. 

Die Spannung in jedem Puncte ift alfo dem Produkte aus dem 
Krümmungshalbmeffee in die normale Eomponente der dafelbk 
wirfenden Kraft (Pds) proportional. Um diefe Gleichung rich 
tig zu verfichen, muß man bemerfen, daß die Zahl P nicht allein 
von der Einheit der Kraft, fondern auch von der Einheit der 
Länge abhängt, wie im Anfange diefes S. in Bezug auf die Com⸗ 
ponenten X, Y, Z bemerkt wurde! Wird z. DB. Die Pängenein 
beit verdoppelt, fp verwandelt fi P in 2P, dagegen E in te, 
und mithin bleibt t unverändert, wie erforderlich ift, da t nur 
von der Einheit der Kraft abhängt. 


| Anmerfung. Kür die Kettenlinie war ($. 42) PA, 
© gleich. dem dortigen 9, alſo sin o=% und mithin, nad 
vorftehender Gleichung (8.) 
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——* m 


4 


Zugleich aber ift, nach c) und g) in 8. 42, wenn noch T für 
das dortige © geſetzt wird, 


dy__ T © 
5 t ’ 
folglich ergiebt fich 
?=T-e, 


wie am Ende von $. 42, 
\ 


44. Iſt der Faden über eine Fläche gefpannt, fo wirkt 
auf ein Element ds außer der äußeren Kraft Pds noch der Wis 
derftand der Fläche Nds, deffen Neigungen gegen die Aren A, 
pe, » fein. Die Gleichungen 3. des vorhergehenden s- gehen 
daher | in folgende über: 


al) HN 0081 as Kd=0 
alt Wen cos u ds-+Yds 0} 4 
a(1) -+Ncosv ds-+ Zds=—=0, 


Zugleich if, da der Widerftand Nds indie Normale fälle: 
084: dx-F cosu-dy-Hcosv-dz==0. 
Mit Hühfe diefer Relation ergiebt fih wie vorhin: 
dt-+Xdx-+-Ydy-+Zdz=0. 2 
Ueberhaupt ift Mar, daß die Ergebniffe des vorigen 8. ſich ‚auf 
den gegenwärtigen Fall anwenden faffen, wenn man die Refuls 
‚ tante von P und N an die Stelle von P ſetzt. Bei einem 
freien Faden muß die Kraft Pds in der  anfchließenden Ebene 
liegen; bei dem auf einer Fläche ruhenden Faden muß daffelbe 
von der Refultante der Kraft Pds und des Widerftandes Nds 
gelten. Wirken Feine äußeren Kräfte auf den Faden, oder ift 
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X=0, Y=0, Z=0, fo muß der normale Widerftand N in 
die anfchließends Ebene, und mithin in die Richtung des Kruͤm⸗ 
mungshalbmeffers der Curve fallen. Zugleich ift alddann (nach 
2.) dt==0, oder die Spannung conftant (val. auch F. 40.). Die 
obigen Gleichungen 1. gehen in diefem Kalle in folgende über: 
d’x 


+ N cosa=0, dr — tr Ncosu=0, —5* cos v—0, 


und dieſe geben, nach Wegſchaffung von J, die Proportion 


d’x .d?’y „d’z 1 

753 2 gg 008 .c0sa:c0sY, 3. 
welche in der That nichts Anderes befagt, als daß der Kruͤm⸗ 
mungshalbmeffer der Curve in die Normale ver Fläche fällt. 
Um diefes nachzumweifen, gehe man auf $. 70. im erften Theile 
zuruͤck, wo von der Beftimmung des Krümmungshalbmeffers die 
Rede iſt. Setzt man man in “ Sormeln 13. diefes 8. anftatt 


A?+B?4+-C? feinen Werth Ip 7, fo laſſen ſich dieſe folgender: 
maßen Meiben. 
_ elody—Bäz) y—b_ eCAdz— Cdx) 


— zu ds® . j E Tas — 7 
ze o@Bdx—Ady) . 
Nrun iſt aber 


Cdy—Bdz==(dxd?y—dy Bjdydz d’xs—dxd?z)dz 
== dx(dıd?x-+-dy d’y-+dz d?’z)—ds? dꝰx, 
alfo, weil dxd’x4-dyd’y-+-dzd’z=dsd?s=0, 
Cdy—Bdr=—ds? d’x 
Eben ſo ft: " - Ad Ch=—ds?d?y 
| ” Bar Ady=— de? d’z. 


Rennt e, 9 die Neigungen des Kruͤmmungshalbmeſers gegen 
die Alpen x, y, z, fo iſt offenbar 


4. Fadens unter beliebigen Kräften, - 133 


00 =, — a; 

folglich 
d?x 
cos 8 : cos N: : c0s (= 75: 7: rel 
und alſo, nach 3. 

cose: coſsn : cosl=cosh ! cosw !' cos»; w. 3. b. w. 
Es ſei f(x, y, I=0 die Gleichung der Flaͤche und durch Dif⸗ 
ferentiation derſelben ſei gffunden da=pdx-+gdy (die Be 
zeichnung iſt wie in g. 72. 1.); ſo hat man bekanntlich fuͤr die 
Neigungen der Normale gegen die Axen: 

cosA: cosu:cosv=p:gqg: —1. 

Alſo ift nad 3. 


oder 


Die zweite diefer Gleichungen ift einerfei mit der, welche in 8. 
459.1. für die Fürzefte Linie entwickelt worden (man fehe $. 40.). 
Die erfte aber ift eine bloße Kolge der zweiten; denn multipficiet - 
man die erſte mit dx, die zweite mit dy, addirt die Producte, 
und bemerft, daß pdx-+-qdy==dz, fo fommt die Gleichung 
dsd?x-+-dyd’y-+dzd?z 
ds? 

welche ſchon oben vorausgefeßt iſt. 

Der Druck des Fadens auf die Flaͤche ergiebt ſich ſofort, 
wenn man in der Gleichung 8. des vorigen $. N ftatt Pein © 
ſetzt; nämlich 


=0, 


alfo der Krümmung (>) proportional, übereinftimmend mit 8.40. 


— 
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45. Beifpiel, Ein gleichförmiger ſchwerer Faden ABDE 
(Fig. 27) fei über einen horizontalen Eylinder gelegt und durch 
zwei gleihe Gewichte Q, Q’ gefpannt. Es ift offenbar, daß der 
Faden in einer verticalen Ebene liegen wird. Man nehme diefe 
Ebene zu der der xz, die x horizontal, die z vertical und pofitio 
nach oben; der Anfang derfelben ift der Mittelpunct c des Frei 
kdemigen Querſchnittes ADEA, vom Halbmeſſer a; mithin - 


x? +2? —2?=(0 \ 


die Gleichung der Fadencurve. Man hat nad) 1. 


d (2) -+Ncosids=0, d (2) -+-Ncosv ds—-Pds=0, M 


wo Pds das Gewicht des Fadenelementes ift. 
Man fege für einen Punct B des Fadens ZBCA=g, 


und s=ac0sp, 2=asing, fo it d= adp, S=—.ng, 


009; feenee cosA—=cos@, cosv—=sinp (teil Nds 
in die Richtung des Halbmeffers CB fällt); alfo 
—d(tsinp)+-Ncospds=0, d(tcosp)+Nsinpds—Pas=0; 1. 
oder, weil ds=ady; 
dtsing)=-FaNcosp-dp . 
d(t eosp)=— aN sinp-do-FaPdy, 
Multiplieirt man die erfte diefer Gleichungen mit sin Q, die zweite 
mit ços ꝙ, fo fommt durch. Addition: 
dt=aP cosy.dgy, 
olfo | t=Const.-FaP sing, 
oder, weil für den Punct A, wo P==0, offenbar t=Q iR, 
t=Q-FaP sing. 
Multipfieiet man die erfte der obigen Gleichungen mit cosp, di 


zweite mit sing, und fubtrahiet, fo folgt: 


t=aN-aP sin P. 
a 





| Fadens unter beliebigen Kräften. 137 
Demnach 12 der Druck 
N— Q rar sin 2. 


Beruͤckſichtigt man noch die Reibung des dadent gegen den 
Cylinder, fo koͤnnen die beiden Gewichte Q und Q’, oder die 
Spannungen in den vertical gerichteten &iementen A und E uns 
gleich fein, ohne daß das Gleichgewicht aufgehoben wird. Es 
fi z. ®. die Spannung Q in A etwas größer als die Span⸗ 
nung Q’ in B, fo ftrebt der, Faden in dem Sinne EDA 
auf dem Eplinder zu gleiten; diefes aber Fann duch Reibung 
verhindert werden. Man bezeichne diefelbe, für ein Element 
ds, mit fds, und bemerfe, daß fie in dem Sinne von t (Bt, Sig. 
27.) tangential wirft; daher —fsin pds ihre Horizontale, 
-+fcosp ds ihre verticale Componente iſt. Werden diefe In 1. 
hinzugefügt, fo fommt: 
— d(tsinp)-+-N cos pds—fsin pds=0 
dtcosp)-+N sin pds-+fcos pds—Pds=0 
oder dtsinpg)= (Ncosp—fsinp)adp 
d(teosp)=—(Nsinp-+fcosp—P)ady. 
Hieraus folgt zuerft: 
dt=(Pcosp—fDadp, 3. 
ferner: t=aN — aP sin ꝙ. 4, 
Die Reibung-f if, der Erfahrung nach, dem Drude proportios 
nal, alfo f=uN, u eine von N unabhängige, durch Beobachz 
tung zu beftimmende Größe. Die Cinfegung diefes Werthes 
von f giebt: dt=(Pcosg—uN)addy. 5. 
Zugleich aber ft aus. dti=adN—aPcospdp; folgih 
AN —Pceospdp=(P cosp— uN)dy; 
alfo dN-+-uNdp=2P cospdy. 
Diefe Gleichung werde mit dem integrivenden Factor ec“? multi: 
plicirt (vgl. S. 131. 1); fo ergiebt fich 
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d(e!N)—=2P » e*? cospdp. 
er(sSin cos ꝙ) 
4+u? 
(diefes Integral folgt leicht aus $. 121. Formel 8. im erſten 
Theile); alfo man 
i eeN— 2P » e"?(sin@-}-iLcosY) 
1-ru? 


Nun iſt Sercospdpo= 


-FConst., 


2P (sin 9-F-u cos p), 

‚4-ru? 
Um die Eonftante c zu beftimmen, hat man die Spannung in A, 
für 90, gleich Q, alfo, nah 4., für *0, t=Q, 


oder N=c« er. + 











N=Q; 
folglich 
sr 1-Fu?’ oder | = a Tr 
Demnach — | 
Id 2Pu N. 2P(sinp-Fucosp) 
N=( ww 0° + 4-ru” 
und zugleih  t—aN—aP sing. 


Fuͤr pm ergeben ſich die Spannung Q' und der Druck N 


in E, naͤmlich 
_ (9: Pu ru Pu 
= ( ” In? 





ira’ 
und Q’=aN. 
Es braucht alfo der Faden in E nur mit dem Gerichte 
2aPu\, 2Py 
= (2 —Iru? —4-Fu? 


gefpannt zu fein, indem dieſes mit Hülfe der Reibung der Span 
nung Q in A Gleichgewicht zu halten vermag. Sekt man das 
Gewicht des Fadens Null, alſo P=0, fo erhält man 
0=0:."; durch das eigene Gewicht des Fadens wird 


N 





— 
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aber der Druck, und mithin die Reibung, verftärkt;. alfo ift der 
obige Werth von Q’ Eleiner als dieſer zweite, für P=0. 


.. Biegung elaftifcher Federn, in einer Ebene. 


.» 46. Es fei ABCDEF (Sig. 28.) ein biegfames Vieleck, 
zunaͤchſt beliebig im Raume, auf welches in den Spigen A, B, « 
äußere Kräfte P, P’,-- toirfen, wie in 8.39. Indem aber durch 
die Biegung die Eindpuncte . je zweier auf einander folgender 
Seiten, wie A und C, B und D, C und E, u. 'f. f. einander 
genähert werden, nehme man an, daß zwiſchen denfelben eine ges 
genfeitige Abftoßung eintrete, welche die Seiten in. eine einzige 
gerade Linie zuruͤckzufuͤhren ſtrebe. Es wird alfo 3. B. .der 
Punct D von B mit einer geroiffen Kraft p in der.Richtung BD 
abgeftoßen, und ftößt dieſen wieder mit der gleichen und entge⸗ 
gengerichteten. Kraft —p ab. Man bringe an C die Kraft p 
in ihrer Richtung und in entgegengefekter an, fo wird. nicht& ges 
“ändert; es ergiebt ſich aber ein Kraͤftepaar (p, —p) an dem 
Arme CD, und ein. zweites Paar (p, —p) an BC; ' beide liegen 
in einee Ebene (BCD). und find dem Sinne nad einander ent⸗ 
gegengeſetzt. Eben fo ſei q die Abſtoßung zwiſchen C und E, 
“und man bringe in D die Kraft q in ihrer Richtung (CE) und 
in entgegengefegter an; fo entfteht wieder ein Kräftepaar (q, —g) 
an dem Arme CD, und ein zweites Paar (g, —g) an dem 
Arme .DE. An dem Arme CD wirken demnach zwei Paare 
(p, —p) und (q, —9), die fich in ein einziges zufammen ſetzen 
laſſen. Es feien ferner die Seiten des Vieleckes alle einander 
gleih, (ihre Lange =1); und man nehme an, daß das Mo; 
ment des Paares (p, —p) an CD,. welches die Seite CD in 
die Verlängerung von BC zu drehen ftrebt, dem Biegungswinkel 
in’C, d. i. dem Nebenwinkel von BCD, fo wie Das des Paares 
(q, —QD, welches CD in die Verlängerung von ED zu drehen 
ftvebt, dem Biegungswinfel in D, d. i. #—UDE, proportional 
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ſei (das Geſetz der Abſtoßung, welcher aus dieſer Hypotheſe fol: 
gen wuͤrde, braucht hier nicht weiter unterſucht zu werden). Iſt 
nun ZBCD=s—9, CDE=n—g'; fo, kann demnach das 
Moment des Paares (p, —p) an dem Arme CD =—=kop, und 
das von (q, —q) an demfelben Arme —=kgy' gefebt werden, wo 
k eine Sonftante if. Wird noch zur Vereinfachung das Vieleck 
ABCD -- in der Kolge immer als eben angenommen, ſo iſt 
Mar, daß die Paare kp und kp’ an CD einander entgegenwirs 
fen, und mithin zufammengefegt. ein Paar bilden, defien Moment 
—k(9—g') ift. Man denke fi) dafielbe auf die Breite CD= 
gebracht, und fege fein Moment =Ql, fo ft QOl=klpy—gp') 
Diefes Paar fei in der Figur (Ec, Dd). Ein ähnliches Hat 
man fih an jeder Ceite des Vieleckes zu denken. 

Sind nun an dem Vielecke beliebige äußere Kräfte mit den in⸗ 
neren Kräften, nämlih den Widerftänden gegen Biegung und 
den Spannungen, im Gleichgewichte, fo wird diefes nicht ge 
ſtoͤrt, wenn die gegenfeitigen Entfernungen allee Spigen des 
Vieleckes unveränderlich werden. Alsdann Pann man alle der 
Biegung widerftrebenden Paare in ein einziges zufammenfeßen; 
man fieht aber fogleih, daß diefes Paar Null if. Denn z. B. 
bem Paare (p, —p) an CD entfpricht ein anderes Paar (p, —p) 
an BC; beide aber find dem Winfel r—BCD=Pp propors 
tional, 'alfo ihre Momente —=kp, und mithin einander glei; 
| und da daß eine dem anderen entgegenwirft, fo heben fie einan; 
der auf, nachdem ihre Arme feft verbunden find. In der That 
muß die Summe der Momente aller der Biegung mwiderftreben: 
den Paare Null fein, weil diefelden, nach der Borausfegung, 
von gegenfeitigen Abftoßungen zwiſchen den Puncten herruͤhren, 
die zu zweien einander gleich und entgegengerichtet ſind. Es muß 
demnach an dem feſtgewordenen Vielecke, weil in dieſem die der 
Biegung widerſtrebenden inneren Kraͤfte unter einander im Gleich⸗ 
gewichte find, zwiſchen den aͤußeren Kräften P, P',.- Gleichge⸗ 
wicht beftehen, mithin die Mittelfraft und das zufammengefegte 
Paar von diefen, Null fein. Wirfen insbefondere auf das Vieleck, 
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welches ein elaſtiſch biegſames heißen mag, nur zwei aͤußere Kraͤfte 


pP und PY, in den Endpuncten A und F, fo müffen diefe einan- 


der gleich und entgegengerichtet fein (Fig. 28.). Zugleich if als: 
dann das Viele nothwendig eben. Denn es feien (Fig. 28. 
a.) AB, BC, die beiden erfien Seiten, auf welche die dem Win⸗ 
kel — ABC proportionalen, einander gleichen Paare (Aa, Bb) 
und (BB, CR’), in. dee Ebene ABO, wirken. Eben fo wirken 
in der Ebene BED der zweiten und Dritten Seite, an BC und. 
CD, die wieberum, einander gleichen, dem Winfelr-—-BCD pre 
portionalen Paare. Run muß die Refultante der Kräfte P und 
Aa, an A, in die Richtung AB fallen, indem ſie der Spannung 
in AB, an A, Gleichgewicht hält; folglich muß P in der Ebene 
aAB, d. i. an der Ebene ABC liegen. Zerner muͤſſen die Kräfte 
Bb, Bß, Be an B mit den nad BA und BC gerichteten Spans 
nungen an B im Öleichgemwichte fein, alfo muß ‚die Kraft Be 
in die Ebene ABC der vier anderen fallen; mithin muß auch 
das Paar (Be, Ce’) in der Ebene ABC liegen, und da diefes 
Paar auch in der Ebene BED liegt, fo muß CD fi. in dee 
Ebene ABC befinden; u. f. f. für die. übrigen. Seiten. 

Um die Geftalt des Vieleckes und die. Spannungen in ſei⸗ 
nen Seiten zu beftimmen, verfahre man ganz eben fo, wie bei 
dem biegfamen Bielede in $. 39, Die Spantüng in irgend 
einer Seite, z. B. in CD, an C, „Hält der Mittelfraft aus allen . 
Kräften Gleichgewicht, die von A bis C an dem Vielecke vor⸗ 


"Banden find. Diefelden find die äußeren Kräfte P,.P',» und 


die Kraft Q=Ce (Fig. 28.), indem: die noch uͤbrigen Kräfte 


der Paare an AB, BC die. Mitteffraft Null ‚geben. Zerlegt 


man diefe Kräfte, die alle in einer Ebene gedacht werden follen, 
nach zwei auf einander fenfrecdten Aren x und y, und bezeichnet 
die Neigungen der auf einander fenfrechten t und Q gegen x, 


mit u und tu fo" ergiebt fich 
—— 
tseinu - cosu-+ZPsina=® 


! 


ur \ 
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— 
—— (vgl. LS 48,, wo 9: 
folglich hat man, wenn noch zur Abkuͤrzung k=Ph? geſetzt 


wird, aus 4. ! 


hrarta(S7) 
7— 


Es ſei =, fo giebt vorſtehende Gleichung 


4 h? dq 
—— 
oder, auf beiden Seiten mit dy multiplicirt: 
* X * ydy. 
on 44407) 
Die Integration dieſer Gleichung giebt 
FM? 


Vi-rq 
1 34 
— de ’ 


fo Fommt Ey? 4-Const. 








„=y’ + Const. 7) 


oder weil 





Zür den Punc A ſei Va de _ cos, fo wird 

Const.==52h? cos u, und man erhält mithin 
ihr cosuky”. 2 

Hieraus ergiebt ſich weiter 


u a 2. 3. 


\ 
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Setzt man zu Abkuͤrzung | 
VE Ey U, 

fo fait de 


do 8 


2h’ dy 
. U j | 
Die Gleichung 4. ift die Differentialgfeichung dee Curve, deren 
integration feine neue Comftante hHerbeiführt, weil für x=0, 
auch y=0;,mwerden muß, Man fieht aus diefer Gleichung, daß 
nichts an Allgemeinheit verloren geht, wenn man blos das eine 
der var y? ftehenden Zeichen in Betracht zieht, und zwei Källe 
unterfcheidet, je nachdem cos u pofitio oder negativ iſt. (Der Fall, 
in weldem cos u=0, braudt nicht befonders hervorgehoben zu 
werden) Man ſetze alſo: 
DV ne, 
und  . 
+ Udxze(2h? —E *VUds-2dy. 
Indem nun y und s von Null anfangend wachſen, gilt in den 
vorftehenden Gleihungen das pofitive Vorzeichen von U, bis für 
den größten Werth von.y, welcher mit £ bezeichnet werde, 
no, Us=0 wird. Indem alsdann y wieder von -+f 5i8 
—f abnimmt, gilt das negative Zeichen von U; fir y-—tf 
wird U wieder Null, und wechſelt das Zeichen, u. f. f, in’8 Un- 
endlihe. Der Werth von E ergiebt fi aus, der Gleichung 
4h*==(2h* cosu+-f?)?; man findet 
f==2h sin 4 6. 
Es fei (Fig. 20.) AB=c, BCE=f, Bogen AC=I, fo hat man: 


c2h® )dy 
=, (2b cos: wert) . 1% 


J 72h?dy 
If. “7 8, 


a | 10 


a 


N, 
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Die Figur 29. entfpricht dem Kalle, daß cos u pofitin, oder 
Die Neigung der Tangente in A gegen die Richtung der Kraft 
Pfpig if. In dieſer Figur wird y=0 für. x=2c=AD, fers 
nee y=—f für s=3c=AE, u f. fe Die elaftifhe Curve 
bildet hier mehrere gleiche, abwechſelnd auf verfchiedenen Seiten 
der Are liegende Bogen; fie fann auch nur einen folhen Bogen 
bilden (Sig. 30.). Jeder der Durchſchnitte der Curve mit der 
Are AF, wie D, H in $ig. 29., ift zugleih ein Wendepunct, 
weil wegen der Gleichung kA—Py die Krümmung daſelbſt ihr 
Zeichen wechſelt. 

Iſt cosu negativ, fo wird, wenn man m—u' ftatt u 
fchreibt 


3__9h? — — — 
dx ey, U=V4h— (y?—2h? cosw))', 


f=2h cos iu‘. 
Es ſei noch q’=2%h? cosw, q pofitiv, wie f, foift q<f, weil 
V2cosw <2costw, wie leicht zu fehen; man fee ferner 


. LK?’ —?h cos u )dy 
Eur) Fee 


mo p weſentlich pofitiv if. Die Werthe von —p und q ftelfen 
die Coordinaten (AM und MN, Sig. 31.) des dem Anfange A 
zunächft liegenden von denjenigen Puncten der Curve dar, in 
welchen die Tangente auf der Are x ſenkrecht fteht. Es feinod, 
wie oben, c die Abfeiffe des Punctes C (Fig. 31.), in welchem 
die Tangente der Age x parallet ift, fo hat man 


f/ xr 3 3 ’ 
— (y?—2h? cos u)d , 
° S, U 





Diefer Werth von c kann eben fowohl pofitio wie negativ fein. 


In den Fig. 31. 32. 33. werden verfchiedene Formen der 
elaftifchen Eurve dargeftellt, alle unter Vorausſetzung eines negas 
tiven Werthes von cos p. In denſelben ift überall A der Ans 
fang, AP die Richtung der pofitiven , AM—=—p, MN==gq; 
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AB, BE=f; AM—=2c+p, MN =q u. Eh In gi 
31. tft c poſitiv und größer als p. Wäre c fleiner als 'p, ri 
würden die Bogen ACD und HKF einander ſchneiden. In 
Big, 32. 33. ift c negativ, und zwar in Fig. 32 aud 2cH-P 
negatio, in 33. dagegen ft. 2c-+-p pofitid. i 


| Fuͤr die Spannung der Feder ergiebt fi ſich aus der erſten dee 
Gleichungen 3. (8. 46.), weil YXds=P, 


. AX . C . 2 
t==P En p —— go2 u) 9. 


Die Spannung iſt alſo in jedem Puncte gleich der nach der Tan⸗ 
gente gerichteten Componente von P. Dies ift in der That 
augenſcheinlich nothwendig; denn geht man auf das in 8. 46, 
. betrachtete Vieleck (Fig. 28.) zurücd, fo muß die Spannung 3. 
B. an C, in der Seite CD, der Mittelfraft aller an A, B, 
C wirfenden Kräfte Gleichgewicht halten. Diefe Mittelfraft hat 
ober zu Componenten nur die Kräfte P und Ce, Indem die 
Kräfte der an AB, BC mirfenden Paare einander aufheben; 
zerlegt man alfo P in eine nad) CD gerichtete und eine darauf 
fenfrechte Componente, fo muß die ziveite mit Ce, die erfte mit 
dee Spannung im Gfeichgewichte fein, w. 3. b. w. Die Span⸗ 
nung ift 3. B. in Sig. 31. in dem Bogen AN pofitio, weil für 


diefen * negativ iſt; dagegen iſt fie in dem Bogen NN’ nega⸗ 


tiv, weil. für diefen * poſitiv iſt. Die aͤußeren Kraͤfte ſtreben 


mithin den Bogen AN auszudehnen, und den Bogen NN’ zuſam⸗ 
menzudruͤcken. 


Anmerkung. Wird die gebogene Feder in einem ihrer 
Puncte, z. B. in N (Fig. 31.) feft eingeflemmt, fo wird das 
Gleichgewicht nicht geftört; alſo bleibt z. B. der Theil AN un: 
geändert. Wäre mithin nur diefer Theil AN, in N eingeflemmt, 
und in A durch die Kraft P gebogen, vorgelegt; fo müßte man 
ebenfalls von der obigen Gleichung kKA==Py ausgehen, um feine 

10* 
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Geſtalt zu beftimmen.. Man, würde nur zue Bellimmung der 
Konftanten der. ntegvation andere Gleichungen ahalten, als 
vorhin. 
Es ſei die Feder AB (Big. 34) ın B eingeflenmt,,.. i in A 
durch die Kraft P gebogen; ſo erhält man, wenn wieder A-zum 
Anfange, AP zut Axe der x genommen wird, wie oben für den 
Bogen AN in $ig. 31.: 


[  j 2 —— — — — — 
ax— eh eos ag, VeVmi-- _Ih° 5 


oder, wenn man su ſtatt , und —X fratt x. ſchreibt, alſo die 
vofitiven x in der Richtung von A nad C annimmt: 


2__9h? | 
pen, mb de a 





dk 
Fuͤr den’ Punct B m x=AC=a, jenen, 2 dy —t1g0; 


die Länge: des Bogens, AB fei L; fo ergeben fich ade Glei⸗ 
chungen zur Beſtimmung der Conſtanten a, b, u: 


2h? cosu—b? bdiy 
Bu — 17 4h° (ah cosu—b?y2’ | oU’ 


LT 


I cosu—y?)dy 
a ‚ ® 
Jo U zu 


In dieſem 8. ift wieder von einer Freien, durch zwei 
in den Endpuncten angebrachte Kräfte gebogenen, Feder die 


Rede, Smd die Conſtanten P und k, mithin = &, und 


die Länge der Keder (D fammtlih gegeben, fo muß man, um die 
Geſtalt derfelben zu beftimmen, die Werthe von: f, c, u aus den 
Gleichungen 6., 7., 8. finden In der Gleichung 8. iſt aber 
der Werth von 1 nit unbedingt gegeben; nur fo viel ift Mar, 
Daß die gefammte Länge der Feder ein gerades Vielfache des Bo⸗ 
gene 1, alfo daß L==2nl tft; welche Werthe von n zufäffig ind, 
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bleibt noch zu enſcheiden. Zu dem: Ende werde u aus U: elimi⸗ 
nirt; man hat naͤmlich 


U: —(2h?—2h? cosu—y?%X2h?-+-2h? cosu-4y?) 
und N 2? —2h? cosu—f?; 0 
folglich: U? =’ y’yaH’—P ey), - und aus 8. 


A: = 4: — Far Fu 


wo die Quadratwurjel U * tiv zu nes iſt, wie in 8. "Man 
ſetze y=t- 2, und ein} ug {0 wird | 


ae SV =6, 


wo das integral. G offenbar. eine Sn von 8 iſt. "Sie 
==0 wird G=I1r, für —=1,G -/ — —0. In⸗ 
g: ‚für g= ——— — 3 


dem ferner g von © bis 4: wächtt, ſieht man leicht, daß G von. 
+37 bis oo: ftetig zunimmt. Nun muß aber. fein: 


—2nh@G, 
und- da- G>in, ah L>nhr. Folglich find nur. diejes 
nigen Werthe von n- zuläffig, welche Fleiner find als a So 


bald aber die pofitive ganze Zahf m kleiner als “ und nicht 
Null iſt, iſt auch die tranfcendente Gleichung L—=2nhG, oder 


L=2nhf” dd — 
0 VA—2?1-8’(1—29)). 
nothwendig lösbar; dem da G ftetig von ru bis wo wädhlt, 
und L>nhr ift, fo muß e8 einen, und nur. einen. Werth von 
g, zwifchen O und 1, geben, für welchen genau L—2nhG wird. 
Setzt man ale für m alle pofitiven ganzen Zahlen, die kleiner 


find als ——, fo erhält man eben fo viele Werthe von g, Die 


ae} 
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alle von einander verſchieden find, weil zu einem größeren n 
offenbar cin Pleinered g gehört. Mithin ergiebt fich der bemers 
kenswerthe Sag: Eine elaftifebe Feder von gegebener 
Länge L, fann durch zwei gleiche und entgegengerid 
tete an ihren Endpuncten angebrachte Kräfte (P) im: 
mer auf fo viele nerfchiedene Arten gebogen werden, 
als die zunächft unter dem Quotienten u. liegende 
ganze Zahl Kinheiten enthält. 


In dieſem Quotienten bedeutet k eine von der Länge der 
Feder unabhängige, durch die fonftige Befchaffenheit derſelben 
bedingte Eonftantes rs ft ==3,1415 ++ Man lönnte auch dep 
pelt fo viele Biegungen zählen, in fo fern jeder Biegung eine 
zweite entfpricht, welche aus der erften diyrch Vertauſchung von 
Rechts und Links entſteht. Dieſe kann aber mit der anderen 
für einerlei gelten. 


Außer dieſen gebogenen Stellungen der Feder iſt aber auf 
noch die gerade Stellung möglich, und zwar auf doppelte Weiſe, 
je nachdem nämlich die Kräfte P die Feder auszudehnen oder 
zufammenzudrüden ftreben. In dem erften Falle ıft das Gleich⸗ 
gericht der Feder offenbar fiber, d. H.. wenn man die Seder ein 


wenig böge, fo würde es ſich fofort wieder herftellen; in dem 


ziveiten Salle fann das Bahr ſicher oder unficher fein. 
Wenn nämlich der Quotient = TE nicht größer iſt als die Ein 
beit, fo folgt aus dem vorftehenten Satze, daß die Feder ſich 


gar nicht biegen kann; das Gleichgewicht iſt alsdann ſicher. 


Wird alſo z. B. eine auf feſter Unterlage vertical ſtehende gerade 
elaſtiſche Feder oben mit dem ——— P gedruͤckt, fo kann fit 


fih nicht biegen, fo lange nicht = F * 











Der Quotient * giebt ein Maaß fuͤr die eek 


der Feder, in Bezug auf Biegung, welche, wie man fieht, unter 
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fonft gleichen Umftänden, dem Quadrate der Länge der Feder 


umgekehrt proportional iſt. | 
Ft € gegen h fehr klein, fo findet nur eine fehr geringe Biegung 


Statt. Alddann ift auch >=, f ein fehr kleiner Bruch, und 


man erhaͤlt, mit —— der zweiten und hoͤheren Po⸗ 
tenzen von g, G=1n; > ift zu bemerken, : daß G 'nothiwens 





- dig etwas größer ift als Kolglih muß auch, wenn eine 
ſehr Pleine Biegung Statt finde fol, L fehr nahe =nhr, je 
3 
doc größer ald nhrr fein. Alsdann ift nahe P—=" De ; 
alfo folgt: | 
Eine fehe Fleine Biegung der Feder Fann nur dann Statt 
kr? 4kn? 


finden, wenn der Drud P einem der Werthe I, I ; 





, | 
„ſehr nahe kommt, den er aber zugleich übertreffen muß. 


Dei fehr geringer Biegung muß offenbar ar überall ſehr 
Fein, oder die Curve gegen die Age der x, in welche die Rich- 
tung des Druckes fällt, wenig geneigt fein. Man kann daher 


die Geftalt der Zeder aus der Grundgleichung (8. 47. 1.) leicht 
ermitteln. Werden nämlich die zweiten und höheren Potenzen 


von * vernachlaͤſſigt, ſo ergiebt ſich EV 
wodurch der Ausdruck der Krümmung 4 fich in +4 I, und die 


Gleichung 1. in — —y verwandelt. Man überzeugt ſich 


aber leicht, daß hier das Zeichen — nicht Statt finden Fann, 
indem die aus der Annahme deffelben hervorgehende Curve der 
Vorausſetzung einer fehr Eleinen Biegung widerfpriht. Es muß 
daher das negative Zeichen gelten, d. h. die Curve muß gegen 
die Are x überall hohl fein, was auch ohne Rechnung Elar ift. 
Die Differentialgleihung ift mithin: 
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aey | 
—h’ 13 =Yy 

und wird diefelbe fo integrirt, daß y mit x zugleih Null wird, 

fo fommt y-lshz, Ä 


wo f eine Sonftante ift, die gegen I fehr klein fein muß. Ber 

zeichnet mau den Abftand der Endpunete der Keder non einander 
(. B. AF, Sig. 30.), mit e, fo muß für x==e, y=6 fein 
Entweder ifk alfe £=0, und die Feder gerade, oder, wenn f 


nicht Null iſt, sin =, alſo e==hnre. Da aber e fehr nahe 


der Länge L der Feder gleich ift, fo muß fehe nahe L=nhr 
fen; wie ſchon vorhin gefunden wurde Für n=1 .wir 


=, und ysin — * alsdann hat die Feder die Geſtalt der 


Figur 30. Fuͤr 122 wird yfsin , oder die Feder ſchnei⸗ 


det die Are x beeimal, für x=0,x—=4L,x—L. $ürn3 wird 
vtanꝰ; die Geſtalt der Feder entſpricht der Figur 29. 
uff - 


49. Die elaftifche Feder ACB fei auf zwei Stägen A und 
B horizontal gelegt, und zwifchen derifefben in C durch ein Ge: 
wicht P beſchwert; man verlangt die Biegung derfelben zu be 
flimmen, jedoch nur unter der Vorausfegung, daß diefelbe fehr 
Hein fei (Sig. 35.). 

Dieſe Feder Fann angefehen werden als zufammengefegt aus 
ztveien, CA und CB, welche in C, in einer noch zu beftimmens 
den gemeinfamen Richtung eingeflemmt find. Bon diefen beiden 
heilen fei CA der fleinere. Man nehme C zum Anfange dee 
Coordinaten, die horizontale Ca zur Are der x; es fei Ca=c, 
Chb=—c, (alfo c und e pofitiv); ferner bezeichne man den 
Drud in A und B mit Q und O’, fo hat man 


3° Gebekm, im einer Ebene, iss 
—— = En 

‚mithin Q= — =. 

Nun it CA in C Angetfemmt, und ih durch die Kraft Q 


in A gebogen, deren Moment in Bezug auf irgend einen Punck 
von CA gleich O(c—x) if. Man hat mithin K=0Q(e—), 


__d’y y dx . | 
oder, weil A= 57 o | 


’ 


ST. =) = \ u 1. 


Da nach der Annahme die Biegung ſehr klein ſein ſott, fo’ if 
Si ein ſehr kleiner Bruch, deſſen zweite und Höhere Potenzen 


vernachlaſſigt werden. ieraus ergiebt ſich Km, und, 


F 2 =, 
mithin durch Integration 
1380 (cx - 5) Const. 
Sur ı= 0, alfo in dem Puncte C, fei @ 7 =igw; fo folgt: 


k Ik ig w-+-Q(cx— 4x?) 
und durch meitere Integration, indem für x=0, auch y0 
ſein muß: 
kymkı ig w+-QOGe’— Ir?) 1. | 
Für den zweiten Theil CB, in welchem x negativ iſt, fehreibe 


man —x ftatt x, fo ift offenbar Q’lc'—x) das Moment von 
Q’inB, für irgend vinen Punct von CB; alfo 


= =Qlc—g), 
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und duch Integration: | 
k 70 re Const. 
St: 10 ifl, in Begug auf CB, T=—1g ws cl — _ 
| x 20 sl) kigw, 
und ky=(' (F — —RR igw. 2. 


Kür x=c werde in 1. y=f=Aa (f. Fig. 35.); fo muß fir 
sc in 2. ebenfalld y=Bh=f werden; alfo ergiebt ſi ſich aus 
+ und 2 
kf=10c’+keigw, k=3Q'c’—ke itgw. 

Durch Einfegung der obigen Werthe von Q und Q’ ergeben fih 
hierans für f und tg w die Werthe: 

Pc?c’? Pcc(c—ec) , 
3klc+e)’ EURE) 3k(lc+Hc) 
Da, mit Bernachläffigung der zweiten und höheren Potenzen von 


R, ds==dx ift, find auch e und c’ den Bogen CA und CB 


sleich, oder c-+c’ ift die gefammte Länge der Feder. 
Um den tiefften Dunct jr zu finden, der zwifchen C und B 


liegen muß, fege man in 2. I=0, fo kommt 


f= -— ——— 


Q’(cx—;x? —=k ig w, 
oder, wenn für Q’ und ig w ihre Werthe eingeführt werden, 
cs—’—=1ic(d—o). 
Hieraus folgt z=d—V ic +2), mo das negative Zei 
Ken gelten muß, weil Abſciſſe x von G nicht größer als c’ fein 
ann. 
Es fei insbefondere da8 Gewicht P in der Mitte zwifchen 
A und B angebracht, fo wird c==c’, und der tieffie Punct & 
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fällt in C. Sein Abftand von der Horigontaflinie ift alsdann 
==f, man findet: 


er 

50. Es fei (Fig. 36.) die Seder AB in A Horizontal eins 
geflemmt, in B geftüßt und in C, zwifchen A und: B, durch das 
Gewicht P befchwert. Der unbekannte Drud auf B heiße O; 
die Horizontale AB fei Age, A Anfang der x, AD=c die Abfciffe 
von C, AB=c. Die Biegung wird wieder als ſehr klein 
vorausgeſetzt. 

Man erhaͤlt zuerſt fuͤr den Theil AC, welchen die Kraft P 
abwärts, Q aufwärts zu biegen ftrebt, 


d’y 
kT4=Plo-N—0Ce —_) 
k Y=Pla gl”), 
ohne Eonftante, weil für x==0, wegen der horizontalen Ein 


Flemmung in A, Z=0 AM. Berner: 
j | 
ky=PGe—# —x)-Q(- 75 x). 1 


Der Theil O3 kann als ingefiemm in c ongefehen merden. 
Man erhit für Be 


J 3 - 26-) 
k T— Const. — O(c'x—3x?) 
Für x=c muß diefer Werth von = dem vorigen gleich fein; 


3 
hieraus folgt Const. ="; alfo 


I_ 2 
= Ui). 
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3 
Pe? > — Q cr" -_Z -+-Const. 





Weite k y= 


Für x==c muf ver Werth von y aus diefer Gleichung mit den | 


2 
aus 1, hervorgehenden einerlei fein; hieraus folgt Const.=— 


Pc’x ' Pc? ex? x°® 
und y=2--7-.-0 37775 . 2 


21 2 72 
Für x=e wid in 2 y=0, alſo 9=%; u 
Pc?3c—c) . 
"get 
wodurch der Drud in B beftimmt if. 

Es fer insbefondere das Gewicht P in der Mitte angebradt, 


mithin C=2ec, fo wid Q—=-;P. Die Gleihungen 1. m 
2. geben in diefem Zalle: 


mithin: 0= 


sy=jgl3«-%x°) 


—1 pnf.2,_5 5 c® 
ky=;P c’x gr — = 
und mithin — = 4Pldex x?) für ac 


k een für CB, 


Die erfte diefer Gleichungen giebt = 0 fuͤr 146, wochn 


Werth nicht zulaͤſſig iſt, weil fuͤr ac x x might größer als c mt 


den Fann. Die zweite Gleichung giebt 9 0 für 5a 


+60, di. xs=2(li—V}). Seye man diefen Werth 
von x in die Gleichung 2, fo kommt der Abſtand y’ tes tif 
fien Punctes von der Horizontalen AB: 


‚__Pe? ı - 
y„-rr>°’-r 
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Nach dem vorigen 8. war diefer Abſtand ve der blos geſtuͤtzten 
und. in der Mitte beſchwerten Feder gleich — derſelbe wird 


mithin, durch die Einklemmung des einen- Endes der Feder, "mM 
dem Derhältrifie von. v5=4: t oder etwa "Son 14: 43 
vermindert. 


51. Es ſei die horizontal liegende Feder ACi in den Puneten 
A, B, C geſtuͤtzt, zwiſchen denſelben in D’und E mit den Ge⸗ 
wichten P und P’ belaftet (Fig. 37). Man nehme A zum Aus 
fange der horigontafen x; e8 fi AD=c, AB=c', AE=c”, 
AC==c”; ferner feien % 0, Q" die Drude in A, B, c. 
Man hat zuerſt: = 

Q-+0 '+Q"—P-+P', ge+0Q” ce" —Pc-+-P'd”. 1. 
Fuͤr den hen AD der Keder ift: BEE Bu 


Pen (e HP m. — Sn 


oder, mit Ruͤckſicht auf die vorhergehenden Bedingungen, 22 
d’ I 


Kan =—0x, . Zn 
mithin | x W_ 2 ' 
mithin En = ’—x x)4-k ig w, 
amd y=40(c’x—Ix’)4kıtgwW, 2, \ A 
wennin D, für x==«c, Yaig w. Für den folgenden Ehen 1 DB: 
25 
= —0 ( € a4? "2 Q"( c”—x) 
oder auch 
aꝛy 
k 7 = Rn) ; 


Kr dy =? —’-APCc—)’-+k ig w, 


weil für x==c, dieſer Werth von = mit dem vorigen uͤberein⸗ 
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ſtimmen muß. Mithin 
ky=40lc’s—1r)4P(c—z)’+kxıtgw, 3. 
weicher Werth, für x==c, mit dem aus 2. Üübereinftimmt, foddf 


Leine Eonftonte hinzukommen darf. Ferner muß in 3. für x=c, 
y=0 werden; dies giebt die Bedingungsgleichung: 


3QCe’c — N) Pld—c)’-+kc ig =. 4, 
Kür den Theil BE iR | 
k = =P! -Q/("-Y= —x—Ple—s)+QC-9) 
En | 
UP H’— 40 (C—x)’+kig w, 
nahe Werth, für x=c, mit dem aus 3. einerfei ift. Je 
ky=10(c’ı— I) —PC-H’4Q lc —ND’-+kxigw, s 


in welcher Gleichung für x==c, wegen der Bedingung 4 
= (0) wird. 


m.via iſt für EC | 
’— —0"Cc m = —0Ox—PL C—1)-+Q'( e-)—P( cd’) 


_30ce 43’ ARD’ Ple-D’rkit 


— Werth für x==c”, mit dem aus 5. uͤbereinſtimmt. Belt 
———— (C-x)’—4P'(c in] ß 
"+kxtg w, 


übereinftimmend mit 5., für x=c". Zür x—=c” muß y au 
6. Null werden; alfo 
+Q(o?c Pe LE" DLPCC"— CO)? —IQ (d"—c')? \ 1 
-+1P'(c —W cy +kc m t gw=0. ! 
Aus den Gleichungen 1., 4., 7. laſſen ſich die vier unbelamm 
Q, Q, 0, tg w beftimmen. 





nn En | . 
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Es ſei, um nur noch ein einfacheres Beiſpiel durchufuhren, 
d=2e, c B36, c"—4c, fo geben diefe Gleichungen: 


- Q+Q+Q"=P+P., 20 HAQ’=P4H3P.. 


2igw=@Q-De . . u . 
24k tg „=2Q48Q ar Pe ur 
Hieraus erhält man oo a 
p p' v. ri, sin 
| k 18 — — * ) 2, | 
| 13P__3p' 22 P--P' "_ 137 —zp | 
9= = GR D), "= — . 


Waͤre z. B. P=P', fo teüge die mittlere Stüge IL, jede de 
beiden andern dagegen „4 der Gefammtbelaftung 2P; Denkt 
man fich anftatt der efaftifchen Feder AC (Fig. 37.) eine ftarre 
oder unbiegfame Linie, fo hat man jur Beftimmung der Drucke 
in A, B, C nur die beiden Gleichungen 1., welche nicht hinrei⸗ 
hen. Eben fo würde auch im vorigen * der Druck Q in B 
(3ig: 36.) unbeftimmt bleiben, wenn an die Stelle der elaftifchen 
Feder AB eine ftarre Linie gefetst wuͤrde. Man fieht aus die⸗ 
ſen Beiſpielen, wie die Vertheilung des Druckes auf mehrere 
Stuͤtzfpuncte, welche unbeſtimmt bleibt, fo fange die Körper als 
unbedingt feft betrachtet werden, gefunden werden kann, fobald 
auch nur die Fleinfte Biegung derſelben voransgefegt wird. 


Anmerfung Die elafifche Feder wird hier überall 
als eine bloße Linie ohne eignes Gewicht betrachtet; es würde 
aber nicht ſchwer fein, auch ihr Gewicht in diefem und dem vori⸗ 
gen $. nach den allgemeinen Principien mit in Rechnung zu brin: 
gen, wenn man ihr ein folches beilegt. Diefes auszuführen mag 
dem Lefer überlaffen bleiben. 


52. In den bisherigen Unterfuchungen, von $. 46. an, ift 
die elaftifche Feder al8 nicht ausdehnfam betrachtet worden. Man. 
kann aber auch noch die Annahme, daß jedes Element eine feiner 
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Spannung propostionale Berfürzung oder Verlängerung erleide, 
in die Rechnung, ‚einföhren, Es fei, ds! die uefprüngliche, ds 
die durch die Spannung geänderte Länge des Elementes; fo if 
ds=ds (I-+yiÜ), wo 9 einen eönftanten pofitiven Coefficienten 
bedeutet, wie in der Anmerkung zu 8.39. Beſteht nun zwiſchen 
den an der. elaſtiſchen⸗· Fehber angebrachten. Kräften Gleichgewicht, 
fo Fann jedes Element als unverändeclich betrachtet werden, und 
man erhält mithin insbeſondere für eine Feder, die durch zii 
an ihren Endpuncten angedrachte- Kräfte gebogen ft, die nam 
liche Gleichung (1) wie in 8. ‚46. Die durch die Spannung 
geänderte Fänge eines Elementes ds=V dx’ +dy? -wird, wie 


hart, durch die Gleihung 5. - (== eh dk r) auögebrüdt; 


aus dieſer aber folgt die urſpruͤngliche Laͤnge 
F —X 

— AH>YU 
Man aehme: der Einfachheit, wegen an, F die Feder nur einen 
‚Bogen. bilde, wie Zig. 30. ‚ Begeichnet nun 21’ die ganze ur⸗ 
fprüngfliche Länge der Geber, fo erhält ‚man, anftatt der Glei⸗ 
hung 8, in $. 46, folgende: . 
j re 7 I- dd May 

9.3 Name 
Sr die Spannung beRcht die naͤmliche Gleichung, wie in F. 4. 
Aus derſelben ergiebt ſich 
4 ln — 

und folglich 


—* 4h'dy 

(2h?—Y„P(2h® EU" 

Diefer Ausdruc für 7, an die Stelle der Gleichung 8. in 8. 46, 
geſetzt, giebt, in Verbindung mit den dortigen Gleichungen 6. 7. di 
Mittel zur Beftimmung der Conftanten K f, c. Berechnet man 
ferner noch das Integral 


\ 
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| 
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fo giebt die Differenz 2’ —21 die gefammte Verkürzung der Feder 
an, welche bei der Biegung Statt findet. 

Bisher ift auch die Dicke der Feder, d. h. ihre Ausdehnung 
in der Richtung des Krümmungshalbmeflers, gänzlich bei Seite 
gefegt worden. Es ift aber wichtig, noch zu zeigen, wie auch diefe 
Ausdehnung in Rechnung "gebracht und namentlich die Eonftante. 
k. mit Ruͤckſicht auf diefelbe beftimmt merden kann. 

Ein biegfamer Stab, von der Seftalt eines geraden FA 
mas mit rechteckiger Grundfläche, fei an dem einen Ende’finges 
Flemmt, und zwar fo, daß zwei feiner Seitenflaͤchen horizontaf, 
alfo die beiden anderen vertical Tiegen. An dem freien, Ende 
werde ein Gewicht P angebracht, und dadurch der Stab gebo⸗ 


gen. Es fei ABCD ein verticaler Laͤngendurchſchnitt deffelben 


(Sig. 38.), AB das eingeflemmte Ende. Man denke fich den 
Stab als beftehend aus unendlich dünnen Längenfafern, wie ac, 
deren jede einzelne ohne Widerftand biegfanı, zugleich aber einer 
der Spannung proportionalen Verlängerung oder Verfürzung 
fähig ift. Bei der Biegung werden einige Faſern fich ausdeh: 
nen, andere fich sufammenziehen; eg wird aber angenommen, daß 


Diejenigen Puncte der verfchiedenen Faſern, welche dor der Dies 


gung in einem normalen Querfchnitte des Stabes lagen, fih au 
nach der Biegung noch in einem folchen befinden, und zwar in 


‚ der nämlichen Lage gegen einander, fo daß die Geftalt des Quer: 


fchnittes nicht geändert ift. Legt man alfo durch einen Punct 
N der gebogenen Safer. AND (Sig. 38.) eine auf Ihrer Tan⸗ 
gente in N fenfrechte Ebene, fo ift der dadurch entftehende Quers 
fchnitt (in der Figur dargeftellt dur NM) ein Rechteck von der 
nämlichen Geftalt, wie er ohne Biegung des Stabes fein würde, 
Diejenige Safer ac, welche von den beiden äußeren AD und BC- 
gleich weit abfteht, heiße die wittle Safer des Durchfchnittes 
ABCD. Es fe MN’ eine der MN unendlich nahe Normale, 
K ihr Durchſchnitt mit jener; ‚fo ift Knz==o der Kruͤmmungs⸗ 
4 
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Spannung proportionale Verkuͤrzung oder Verlaͤngerung erlei, 
in die Rechnung, ‚einführen. Es fei, ds’ die urfprängliche, d 
die durch die Spannung geänberte Länge des Elementes; fo in 
—ds (1 ), mo » einen eönftanten pofitiven GSoefficienten 
ehentet wie in der Anmerfung zn 8.39. : Befteht nun zwiſchen 
den an der. lafiichen-Teber angebrachten, Kräften Gteichgemidt, 
fo fann jedes Element als unveränderlich betrachtet werden, ud 
man erhält mithin insbefondere für eine Feder, die durch zm 
an ihren Endpuncten angebrachte. Kräfte gebogen ift, die nim 
liche Gleichung (1.) wie in $. ‚46. Die durch die Spann 
geänderte Länge eines Elementes ds=YV dx’+dy?' wird, m 


dart, durch die Gleichung 5. (v=r ne) auegedric 


aus dieſer aber folgt die urſpruͤngliche Laͤnge 
dk Ohrdx 
ERW 
‚Man nehme ber. Einfachheit wegen an, dah die Feder nur eine 
‚Bogen. bifde, wie gig. 30. Bezeichnet nun 21 Die ganje u 
fprüngliche Länge der Feder, ſo erhaͤlt ‚man, anftatt der Oki 
hung & in 8. 46. folgende: .. 


Pe EEE * —R . BR 
2. 0 o. (Art), U 


She die. Spannung .befteht die naͤmliche Gleichung, wie in sh 
Aus derſelben ergiebt fich 


_4_ —— —— 


und folglich 


f 4h‘dy 
l= =f- (2h?—-„P(2h?® IE 
Diefer Ausdruc für T, an die Stelle der Gleichung 8, in $. # 
geſetzt, giebt, in Verbindung mit den dortigen Öleichungen 6. 7.% 
Mittel zur Beftimmung der Conftanten Ku f, c. Berechnet mil 
ferner noch das Integrat 


l 
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fo giebt die Differenz 20 —2 die geſammte Verkuͤrzung der Feder 
an, welche bei der Biegung Statt findet. 

Bisher ift auch die Dicke der Feder, d. h. ihre Ausdehnung 
‚in der Richtung des Krümmungshalbmeflers, gänzlich bei Seite 
gefegt worden. Es ift aber wichtig, noch zu zeigen, wie auch diefe 
Ausdehnung in Rechnung "gebracht und namentlich die Eonftante. 
k mit Rücficht auf diefelde beftimmt werden kann. 

Ein biegfamer Stab, von der Geftalt eines geraden Pris: 
mas mit rechteckiger Grundfläche, fei an dem einen Ende’linges 
klemmt, und zwar fo, daß zwei feiner Seitenflaͤchen horizontaf, 
alfo die beiden anderen vertical fiegen. Un dem freien Ende 
werde ein Gewicht P angebracht, und dadurch der Stab gebo: 
gen. Es ſei ABCD ein verticaler Längendurchfchnitt deffelben 
(ig. 38.), AB das eingeflemmte Ende. Man denfe ſich den 
Stab als beftehend aus unendlich dünnen Fängenfafern, wie ac, 
deren jede einzelne ohne Widerftand biegſam, zugleich aber einer 
der Spannung proportionalen Verlängerung oder Verkürzung 
fähig if. Bei der Biegung werden einige Faſern ſich ausdeh⸗ 
nen, andere ſich zuſammenziehen; es wird aber angenommen, daß 
diejenigen Puncte der verſchiedenen Faſern, welche vor der Bie⸗ 
gung in einem normalen Querſchnitte des Stabes lagen, ſich auch 
nach der Biegung noch in einem ſolchen befinden, und zwar in 
der naͤmlichen Lage gegen einander, ſo daß die Geſtalt des Quer⸗ 
ſchnittes nicht geändert if. Legt man alſo durch einen Punct 
N der gebogenen Faſer AND ($ig. 38.) eine auf ihrer Tan⸗ 
gente in N fenfrechte Ebene, fo ift der dadurch entftehende Quers 
fehnitt (in der Zigur dargeſtellt durch NM) ein Rechter von der 
nämlichen Geftalt, wie er ohne Biegung des Stabes fein würde, 
Diejenige Safer ac, welche von den beiden äußeren AD und BC- 
gleich weit abfteht, heiße die mittle Safer des Durchfchnittes 
ABCD. Es fei MN’ eine der MN unendlich nahe Normale, 
K ihr Durchſchnitt mit jener „ ſo ift Kınz=o der Kruͤmmungs⸗ 

11 
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halbmeſſer der mittlen Safer, in dem Elemente mm'=ds. De 
Länge eines Elementes nn’ einer anderen Faſer, in dem Abſtand 
mn==v bon der mittlen, iſt reden: 


Ferner fei ds’ die anfängliche Länge, t die Spannung von mm), 
fo ft ds=ds’(1-+-Yt), und mithin 
’ — v J ⁊ 
nn =(1+7) (1-#) ds’. | 
In ver Antoendung werden > und 9 immer nur ſehr Fleine 


Brüche fein; vernachläffigt man demnach das Product deefelben, 
fo fommt einfacher: 


’ u 1 v ‚nt \ 

| on ( + ö +Yy ) de 
Die anfängliche: Länge de’ des Elementes nn’ iſt alfo um 
G +t) ds’ vermehrt; mithin entwickelt diefes Element eine 


ſeiner Ausdehnung proportionale Spannung. Wird diefelde = 
gefeßt, fo iſt yO ds' die ihe entfpreddende Verlängerung; mit: 


s Od v ’ 
hin iſt | y®ds G +yt)ds 
tr 


Man bezeichne die auf der Ebene ABCD fenfeechte Breite dei 
Stabes mit u, fo kann der unendlich Feine Querfchnitt der du 
fee nn’ durch du-dv ausgedrüdt werden, und die Kraft, mit 
welcher die Faſer fich wieder bis auf ihre anfängliche Länge zw 
fammenzuziehen ftrebt, ift mithin 


.= 9. du dv=(t+.) dudv. 


Betrachtet man zunächft den erften Theil diefes Ausdruckes, 


* 
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naͤmlich t du dv, fo laſſen fi die dureh denſelben dargeſtellten 
gleichen und parallelen, an NM wirkenden Kräfte in eine Re⸗ 
fultante vereinigen, welde an dem Puncte m anzubringen ift. 
Setzt man die halbe Dicke des Stabes mN=v’, fo iſt die In⸗ 


tenfität diefer Refuftante =tdu "= du. 


Der andere Theil des obigen ANusdrnuckes giebt, in Bezug 
auf die geſammte Länge von N'M integrirt, die Summe 


du "Yar=0. Diefe Kräfte geben mithin ein Paar, deſſen 


yo 
Moment offenbar —zdu / 2 vd ift. 
Ye 0 | 
Denft man fi ABCD als den mittlen Durchſchnitt, 
d. h. gleich weit von den beiden äußern verticalen Seitenflächen 
abſtehend, fo iR nunmehr ame die mittle Faſer des Star 
bes, d. h. diejenige, welche durch die Schwerpuncte aller feiner 
(als gleichartige Flaͤchen gedachten) Duerfchnitte geht. Wird 
nun noch in Bezug auf u integeict, fo echäft man die gefammte 
Spannung 2tuv’, welche in m vereinigt gedacht werden Fann, 


18 
und das Paar er welches man fich ebenfalld in. der Ebene 
\ ft 


des mittlen Durchfchnittes an der Normale N’M’ wirfend vor: 
ftellen "Fann. Diefem Paare wirft auf der anderen Seite der 
Stormale NM’ ein zweites entgegen, welches von ihm um fein 
Differential verfchieden, ift; der Unterfchied beider Paare, d. i. 
ıg 

3 d(5) ift es alfo, welcher die Normale N’M’ zu drehen ftrebt. 

Es wird nun nichts geändert, wenn man fich alle Safern 
in der mittlen Kafer des Stabes vereinigt und. an jedem Ele⸗ 
mente derſelben wie mm’ das angegebene Paar vu = ı(5) 


in gehörigem Sinne angebracht denkt. Man fee 


y’3 
u 


are 


11. * 


“ 


\ 
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und ſchreibe A für C-, fo it Kar das Moment dieſes Paares, 
wie in 8.46. Der, wenn man das Paar auf die Breite ds bringt, 
und fein Moment —=Qda fest, fo erhält man ot. Man 


hat alfo einen biegfamen Faden, welcher in jedem Elemente ein 
der Biegung twiderftrebendes Paar = Qds=kdA darbietet, oder 
eine elaftifche Feder, die genau den in 8. 46. gemachten Annah⸗ 
men entfpricht,. nur mit dem Unterſchiede, daß fie zugleich aus⸗ 





. dehnfam if. Man erhält mithin für die Eurve der mittlen 


Ki 


Safer, wie in 8.47., kA=Py, und eine weitere Fortfegung Diefer 
Betrachtungen würde überhaupt nur Vorhergegangenes zu wie 


derholen haben, alfo überflüffig fein. 


Die Spannung t ift hier, wie in 8.47,, der nach der Tan⸗ 
gente der mittlen Safer gerichteten Componente von P gleich. 
Da nun bei nicht beträchtlicher -Biegung diefe Tangente überall 
nur wenig von der Horizontafen abweicht, fo ift alsdann die Span; 
nung t fehr gering, und mithin auch die mitte Safer ſehr 
wenig auẽgedehnt. 

Den vorſtehenden ganz aͤhnliche Betrachtungen laſſen ſich 
uͤberhaupt in Bezug auf biegſame Staͤbe von beliebigem Quer⸗ 
ſchnitte anſtellen; dieſelben ſollen jedoch hier nicht weiter ausge⸗ 
fuͤhrt werden, um dieſen Abſchnitt nicht uͤber Gebuͤhr zu ver⸗ 
laͤngern. 


53. Allg. Unterfuchung 4. d. Bedingungen d. Gleichgewichtes. 165 
J -, 


Allgemeine unterſachung über die Bebingung dei 
Gleichgewichtes. 


53. Die bisherigen Unterſuchungen uͤber das Gieichgewich 
einiger Syſteme ſind nur als einzelne Beiſpiele zu betrachten, 
welche ihrer Wichtigkeit oder auch ihrer Einfachheit wegen her⸗ 
vorgehoben wurden; ſie enthalten aber noch keine allgemeine Re⸗ 
gel, nach welcher: die Bedingungen des Gleichgewichtes beliebigen 
Spfteme gefunden werden Fönnten. ine folche ſoll im Zolgenz 
den unter der Borausfeßung entwickelt werden, daß die Verbin: 
dung der Puncte des Spftemes unter einander ſich durch Glei⸗ 
chungen zwiſchen ihren Coordinaten in Bezug auf drei im Raume 
unberwegliche Aren ausdrücken laffe. Diefe Vorausfegung findet 
z. B. Statt, wenn die gegenfeitigen Abftände einiger Puncte uns 
veränderlih, oder auch wenn Puncte auf unbeweglichen Flaͤchen 
oder Eurven zu bleiben genöthigt find; und fie ift überhaupt 
von fehr großer Allgemeinheit. 

Man bemerfe zuerft, daß das Gleichgewicht zwifchen äufes 
ren Kräften an einem Syſteme nur vermittelft der durch die Ver: 
bindung der Puncte bedingten Widerftände oder inneren. Kräfte 
zu Stande fommt, welche allemal in dem Maaße an.den Puncten 
auftreten, als gerade nöthig ift, um diefe Verbindung unter Eins 
wirkung der Außeren Kräfte, unverlegt zu erhalten. Denkt: man 
fi diefe Widerftände an jedem Puncte ald Kräfte angebracht, 
fo fann man von dev, gegenfeitigen Verbindung der Puncte gaͤnz⸗ 
ich abfehen, und es muß Gleichgewicht beftehen zwifchen den 
äußeren und inneren Kräften an jedem einzelnen Puncte, der als 
gänzlich frei anzufehen if. Folglich Fommt es bei Auffuchung 
der allgemeinen Bedingungen des Gleichgewichtes nur auf: die 
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Herleitung der Widerftände aus der gegebenen Verbindung der 
Duncte an; nach diefer Hat man nur noch das Gleichgewicht 
zwifchen Kräften an freien Puncten zu betrachten. | 


Die Widerftände werden jedoch durch die Art der Verbin: 
dung der Puncte, oder durch die zwifchen den Coordinaten ders 
ſelben beftchenden Bedingungsgleichungen nicht unmittelbar be 
ftimmt, fondeen laffen fi) aus diefen nuc mit Hülfe eines neuen, 
fogleich anzugebenden Grundfages herleiten. Um diefes Deutlich 
zu machen, betrachte man zwei feftverbundene Puncte. Zwiſchen 
zwei folchen ftellt man fih gern, ald Mittel der feſten Verbin⸗ 
dung, eine ſtarre materielle Linie vor; da aber die Puncte von 
dieſer wiederum mit einander feft verbunden fein mäflen, fo wird 
dadurch nichts gewonnen. Die Vorftellung einer ftarren Linie 
muß vielmehr befeitigt werden, fo daß nur zwei materielle Puncte, 
in: beliebiger Entfernung von einander, übrig bleiben; fie mögen 
a und b heißen. Ihre fefte Verbindung befteht nun darin, Daß, 
‚wenn Äußere Kraͤfte, an ihnen angebracht, den Abſtand ab zu 
vermehren oder zu vermindern. fireben, zwifcheh a und b fofort 
eine gegenfeitige Anziehung. oder Abſtoßung rege wird, welche 
ellemal gerade hinceicht, um diefen Abſtand ungeändert zu erhal 
ten. Ueber den Urſprung diefes Widerftandes, wie überhaupt 
aller Kräfte, hat die Statif nichts zu ſagen; derfelbe ift mit dem 
Begriffe einer feften Verbindung gegeben. Da die Anziehungen 
(oder Abftogungen) zwifchen den Puncten einander entgegengerichs 
tet. find, fo muͤſſen auch die Äußeren Kräfte, wenn jene. diefen 
Gleichgewicht halten follen, einander entgegenrichter fein. Daß 
fie aber. auch einander gleich fein müflen? wie der Grundſatz in 
F. 10. behauptet, folgt erft dann, wenn man annimmt, DaF. die 
Anziehungen (oder Abftoßungen) zwifchen. a. und b einander gleich 
find. Hieraus wird Mar, daß die Widerftände bei einem feſten 
Syſteme aug dem Begriffe der feften Verbindung allein noch 
nicht. heugefeitef werden können, ſondern daß zur Beſtimmung 
derſelben noch der. Grundſatz erfordert wird, welcher unter dem 
Nomen des Satzes von der Gleichheit zwiſchen Wirkung 


= 
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und Gegenmwirfung (Action und Reaction) befannt iſt. Nach 
diefem Grundſatze ift die Wirkung (Anziehung oder Abftoßung) 


-eined Punctes a auf einen anderen Punct b ohne Ausnahme 


begfeitet von einer gleichen und entgegengerichteten Wirkung (Ges 
genwirfung) von b auf a; vder die Kräfte, mit welchen zwei 
Puncte a und b einander anziehen (abftößen), find allemal ein: 
ander gleich. Diefer Sab gilt für alle in der Natur: beobach- 
teten Anziehungen oder Abftoßungen; derfelde muß auch der theo⸗ 
retifchen Unterfuchung der Bedingungen des Gleichgewichtes bes 
tiebiger Syſteme zu Grunde gelegt werden, wenn diefe nicht auf 
alle Anmwendbarfat verzichten will. Won welcher Art alfo die 
Verbindung: ziwifchen den Puncten eines Spftemes auch fei, fo 
wird in der Zolge unbedingt vorausgefeht, daß jeder Punct auf 
jeden andern nur in der Richtung der geraden Linie zwifchen 
beiden anziehend oder abſtoßend wirken Pann, und daß die Ans 
ziehungen (Abſtoßungen) zwiſchen je zwei Puneten allemal gegen⸗ 
ſeitig, entgegengerichtet, und gleich ſind. Wie ſich nun mit Huͤlfe 
dieſes Erundfages die Widerſtaͤnde allgemein. beftimmen laſſen, 
ſou im Folgenden gezeigt werden. 


54. Zunaͤchſt laͤßt ſich beweiſen, daß das Gleichgewicht allemal 


maoͤglich ſein muß, ohne daß die an den Puncten angebrachten 


Kräfte, jede einzeln, Null find. Denn es ift angenfcheinfich mög: 
ih, an dem Syſteme folhe Kräfte P, P', P” « anzubrins 
gen, telche die Verbindung der Puncte zu verletzen ſtreben, 
oder welche die Nichtigfeit der zwiſchen den Eoordinafen derfels 


ben obwaltenden Bedingungsgleichungen aufheben würden, wenn 


ihnen Feine Widerftände entgegenmwirkten. Die Kräfte P, P’, «« 
eetheilen nun den Puncten, wenn fie einander nicht Gleichgewicht 
"halten, irgend welche Bewegungen. Da diefe Bewegungen aber 
mit den Bedingungen des Spftemes verträglich fein müflen, was 
diejenigen Bewegungen, welche die Puncte erhalten wuͤrden, 
wenn Feine Widerftände Statt fänden, nach der Vorausſetzung 
nicht fein würden, weil die Kräfte die Bedingungen des, Syſtemes 


— 
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zu verlegen ſtreben; fo find die wirklichen Bewegungen. allee oder 
wenigſtens einiger, Puncte, nach Richtung oder nach. Geſchwin⸗ 
digkeit, im Allgemeinen nach beiden, von denen verſchieden, 
welche die Buncte, als unabhängig, von einander gedacht, durch 
die. Kräfte. erhalten würden. Nun denke man fih an jedem 
Punete zugleich mit P eine zweite Kraft Q derjenigen Bewegung 
gerade entgegen angebracht, zu welcher der Punct Durch die 
Kraft -P und durch feine Verbindung mit den übrigen Puncten 
veranlaßt wird; und es fei-Q gerade groß genug, um dieſe Be 
wegung aufzuheben; fo befteht zwifchen den Kräften P, P’, P"«, 
einerfeit8 und Q, Q', Q",+--. andererfeits, an dem Syſteme 
Gleichgewicht, ohne daß die Refultante der Kräfte P und Q an 
jedem einzelnen Puncte gerade Null iſt; alfo iſt das Gleichge⸗ 
wicht an jedem Spfteme möglich, ohne daß die an den Puncten 
deffelden angebrachten Kräfte, jede einzeln, Null find, w. 3. b. w. 


Nach der Vorausſetzung beftehen zwiſchen den Coordinaten 
der: Punete des Syſtemes, in Bezug auf die im Raume feſten 
Aren x, y, z, mehrere Bedingungsgleichungen, die durch L==0, 
M==0, N==0, «. bezeichnet werden mögen. Nun denfe man 
‚ Sich, daß diefes Syſtem In irgend einer Stellung, die jedoch ims 
mer mit jenen Bedingungsgleichungen verträglich fen muß, gleich- 
zeitig von mehteren Kräften ergriffen merde, zwiſchen denen 
gerade Gleichgewicht beftehe, fo haben die Kräfte feinen Einfluß 
auf den Zuftend des Spftemes, in Hinftcht auf Ruhe oder Be 
wegung. '. Sie: Ponnen auch Feinen erhalten, wenn man ſich vor; 
ftelle, daß in dem Augenblicke ihrer Anbringung zu. den bisheris 
gen Bedingungsaleihungen des Syſtemes eine neue hinzutrete, 
weiche durch H==0 bezeichnet werde, und die, wie fich von ſelbſt 
verfteht, von der-Art fein muß, daß die gegenwärtigen Wer⸗ 
the.der Coordinaten der Puncte ihe Genuͤge thun. Um diefe 
Bemerkung noch deutlicher. zu. machen, denfe man ſich über das 
Syſtem ein zweites jenem ganz gleiches fo gelegt, daß beide eins 
ander völlig deefen. Werden an dem: erften Syſteme (A) Kraͤfte 
angebracht, die einander Gleichgewicht halten, und wird zugleich 
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an dem zweiten (B) die neue Bedingung H==0 hinzugefügt; fo 
befteht an jedem einzelnen Gleichgewicht; denn: an. A find .die 
angebrachten Kräfte im Gleihgewichte, und an B- find gar- Feine 
Kräfte angebracht. Wenn nun das Syſtem B, welches bisher 
nur uͤber A lag, und dieſes genau deckte, fi ſich zugleich mit A 
unveraͤnderlich verbindet, fo ‚wird dadurch augenſcheinlich an dem 
Gleichgewichte der Kräfte an A nichts geändert, während doch 
das ganze. Spftem nunmehr, außer den übrigen, auch noch, der 
Bedingung H=0 unterworfen ift. Eine folhe Bedingung wäre 
3. B. die, daß die gegenfeitige Entfernung zweier Puncte unver⸗ 
aͤnderlich wuͤrde, oder die, daß ein Punct auf einer unbewegli⸗ 
chen/ durch feinen‘ gegenwärtigen Ort gehenden Flaͤche von nun 
an zu bleiben gezwungen waͤre. Da das Gleichgewicht der 
Kraͤfte an dem Syſteme nicht geſtoͤrt wird, wenn eine Bedin⸗ 
gung dieſer Art hinzukommt; ſo kann man deren eben ſo gut 
zwei, oder drei, oder uͤberhaupt beliebig viele hinzufuͤgen, ohne 


das Gleichgewicht aufzuheben. Man kann z. B. annehmen, 


daß ein bisher beweglicher Punct unbeweglich werde; als⸗ 


dann fuͤgt man, wenn der Punct nicht ſchon vorher auf einer 


Flaͤche oder Curve zu bleiben; geztwungen war, drei neue Bedin⸗ 
gungen hinzu, indem man feine Coordinaten unveränderlich 
feßt; dadurch wird das Gleichgewicht nicht senden 


55. Man betrachte jebt ein Syſtem, „ von deſſen Puncten 
keiner unbeweglich oder durch ein’ aͤußeres Hinderniß in gewiſſen 
Bewegungen gehemmt ſei; alſo ein freies Syſtem. Da die aus 
der Verbindung der Punete hervorgehenden Widerftände gegen 
äußere Kräfte in gegenfeitigen Anziehungen oder Abftoßungen 
zwifchen den Puncten beftehen, welche, nach dem in 8. 53. er- 
läuterten Grundſatze von der -Gfeichheit der Wirfung und Ges 
genwirfung, einander allemal zu zweien entgegengerichtet und 
gleich find; und da, wein Gleichgewicht befteht, die äußeren und 
inneren Rräfte an jedem Puncte des Spftemes mit einander im 
Gleichgewichte fein. muͤſſen; fo erfordert das. Gleichgewicht, daB 
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die Außeren Ktaäfte ſich in je zwei gleiche und entse— 
gengerichtete muͤſſen zerlegen laſſen. 


Die Erfuͤllung dieſer Bedingung iſt allemal nothwendig; es 
iſt auch Mar, daß 'ſie hinrelchen muß, wenn das Syſtem ein 
feſtes iſt. Denn da zwei gleiche und entgegengerichtete Kräfte, 
an feftverbimdenen Puncten Argebracht, die Entfernung derfelden 
zu Andern fireben, und offenbar ändern würden, wenn: ihnen 
feine Widerftände entgegenwirkten; fo müffen an den Puncten 
zwei Widerftände auftreten, welche den äußeren Kräften’ glei 
‚find; alsdann aber beſteht Glelchgewicht. 


Nun betrachte man ein Syſtem von vier Puncten A, B, 
C, D zwiſchen deren gegenfeitigen Entfernungen I, m, 2, pyr 
irgend eine Gleichung gegeben fei, die Durch 
Lzzfll, m, 0, pr qg, ND=0 
bexuihnet were, Beſteht zwiſchen Äußeren Kräften an dieſen 
Syfteme Gleichgewicht, ſo muͤſſen zuerſt, wenn jede Kraft nad 
dem: gegen die Angriffspunete der drei anderen gerichteten Gera⸗ 
den zertegt mid, die In jede einzelne diefer Geraden fallenden 
Eomponenten einander glei und entgegengerichtet fein. Ferner 
Wird das Gloichgewicht nicht geſtoͤrt, wenn drei vom den Puncten 
(A, B, C) unbeweglich werden; alddann kann fich aber der 
vierte Punct D nur noch auf einer Kläche bewegen, welche for 
gleich: naͤher beftimmt werden foll; und mithin muß die auf die 
fer Punct wirkende Kraft gegen diefe Flaͤche normal fein. Es 
feien p, q, r die drei in D zufammenfoßenden Kanten des Te 
traeders ABCD;, fo find nunmehr die übrigen Kanten, nämlich 
}, m; n, unverönderlih, Ferner fein x, y, z die Enordinaten 
des beweglichen Punctes D, a, b, c; a,b, c; a”, b", ce“ die 
der unbeweglich gedachten Puncte, fo hat man 


=Va—a — Y’Ha—c)? 
ge Va ’-Hy—b’+a=e) 


r=V a-aHy—b’iHG—e”). 
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Werden dieſe Werlhe fuͤr p, q, r in die obige Gleichung LO 

geſetzt, fo erhält man die Gleichung der Zläche, auf welcher der 
Punct D zn bleiben genötigt iſt, und welche ſich, mit Wes- 
laſſung der Conſtanten I,.m, n durch 


L*p, q, )=0 Ä 
bezeichnen. läßt. Es feien u, v, w die Eomponenten der an D 
wirkenden Kraft P, nach den Kanten p, q, x; ‚fo. läßt. ſich zei⸗ 
gen, daß P auf der Flaͤche normal it, wenn fi ch dieſelben zu ein⸗ 
ander verhalten, wie die Ableitungen der Function Cp, q, r) 
nah p, q, r. Denn eg fei 


| df „di, df 
u:v; a dqg° ir 
de a dt 


Man zerlege die Kraͤfte u, v, w F den Axen x, 3, 23 ſo er⸗ 
Hält man, wenn die Neigungen von u gegen die Axen bezeichnet 
‚werden durch a, a’, @', die von v durch 8, P', P”,.und die von 
w durch v, V, vyV, folgende Eomponenten von P nach x, y 2: 

X=u0sa& -PVcosß v cos y J 
Yzzu cos @' Ev cosß' - cosy' B. 
Zu c0s@'+vcosß"w cosy" 


came Ip —_ı—a _dq 
Nun iſt ‚a ie’ cos ß= R —* 





go zfdf.de, dt ,dq di de 
x⸗ ii Kruaıtriaa) 


dL__dE dp , di dq ‚di dr 
dx "dp dit ara di’. 
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die Außeren Ktäfte ſich in je zwei gleiche und entge 
gengerichtete muͤſſen gerlegen laffen. 


Die Erfuͤllung diefer Bedingung iſt allemal nothwendig; 4 
ift auch Mar, daß fie hinrelchen muß, wenn das Syſtem en 
feftes if. Denn da zwei gleiche und 'entgegengerichtete Kräfte, 
an feftverbımdenen Puncten angebracht/ Die Entfernung derfelben 
zu Andern ftreben, und offenbar ändern würden, wenn ihm 
Feine MWiderftände entgegenwirkten; fo müffen an den Yunda 
zwei Widerftände auftreten, welche den aͤußeren Kräften: gleih 
‚And; alsdann aber beſteht Gleichgewicht. 


Nun betrachte man ein Syſtem von vier Puncten A,B, 
C, D jwifchen deren gegenfeitigen Entfernungen I, m, n, py! 
irgend eine Gleichung gegeben fei, die durch 
L==fl, m, n, p, q, D=0 
baeichuet werke. Besteht zwiſchen Äußeren Kräften am diem 
Syſteme Gleichgewicht, ſo mäflen zuerfi, wenn jede Kraft nd 
dem: gegen Die Angriffspuncte der drei anderen gerichteten Get 
den zertegt mid, die In jede einzelne diefer Geraden fallende 
Eomponentn einander glei und entgegengerichtet fein. Zem 
mird das Gloichgewicht nicht geſtoͤrt, wenn drei von den Punta 
(A, B, C) unbeweglich werden; alddann kann fich aber M 
vierte Punct D nur noch auf einer Fläche bewegen, melde Ir 
gleich: näher” beſtimmt werden. foll; und mithin muß die auf de 
fer Punch wirkende Kraft gegen diefe Fläche noemal fein. © 
feien p, q, r die drei in-D zufammenfoßenden Kanten dei 3 
traeders ABCD; fo find nunmehr die uͤbrigen Kanten, nämlh 
}, m, n, umveraͤnderlich. Kerner feien x, y, z die Enordinate 
des beweglichen Punctes D, a,b, c; a, b/, c; a”, h", c' W 
der unberweglich gedachten Puncte, fo hat man 


=V (ia Hy—b 42- )? 
q=Y (ı—a' —5 4026) 


——⏑⏑ ———————— 
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Werden dieſe Werthe für p, q, x in die obige Gleichung LO 
geſetzt, ſo erhaͤlt man die Gleichung der Flaͤche, auf welcher der 
Punet D zu bleiben genoͤthigt iſt, und welche ſich, mit eo 
laſſung der Conſtanten l,.m, n durch 
' L=f(p, q )=0 

bezeichnen läßt. Es ſeien u, v, w die Eomponenten der an D 
wirkenden Kraft P, nad den Kanten p, q, x; ‚fo. läßt ſich zeis 
"gen, daß P auf deu Fläche normal iſt, wenn fi ch dieſelben zu ein⸗ 
ander verhalten, wie die Ableitungen der Function f(p, q, r) 
nach p, q,r. Denn es fei 

df df, d 
dp." dq dr’ 

oder —— ill, wit. 
Man zerlege die Kräfte u, v, w nach den Axen x, y, z; ſo er⸗ 
häls man, wenn die "Neigungen von u gegen die Agen Dezeichnet 
werden durch a, a’, e", die von v durch B, 8, B”,.und die von 
w durch v, Y, Y, folgende Componenten von P nach x, ⸗ 2: 


X—=u208% -Fvcosß -Fw cosy 


urv,v= 


A. 








Yz=u.cos a’ -+-v cosß' -Hw cosy' B. 
Z==u cos’ $v.cosß"w cosy" 
am —a__ dp _x—a _dy 
Run iſt cos a== — cosß= Fler 7 
sa” _dr yb_dp- u 
oy=— = cos dr =, u. ſ. f.; 
alſo, wegen A. | 
N df.dp, HE, dq df de) 


dp dx dq ta dx 
und. weil 
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Kern. Chen ſo folge Yan, z=ı. 

, Es verhalten ſi ſich alſo die Compouenten von P, nach den pen 

x,y,2, d. i. X, V, 2 zu einander wie ‚du, dL ‚gl d. h. 
dx ° dy *dz’ 

tie die Eofinus der Neigungen der Normale gegen x, y, 2; 

folglich ift ihre Refultante auf der Fläche normal, mw. 3. b. w 


Mithin muͤſſen die Componenten nach p, q; der Kraft PanD 


ſich verhalten, wie die Ahleitungen I Fri) fie find demnach 


d „df „da 
Fr 7 A 

Da nun Die Kräfte in den Kanten des Tetraederd einander 
zu zweien gleich und. entgegengerichtet find, fo muß 3. B. an 


dem Puncte A in der: Kante p=AD ebenfalls die Kraft 
u wirken. Zerner aber muͤſſen auch die Kräfte i in den drei 


4* 


in: A gnfammenftoßenden Kanten p, I, m, fi zu einander ver 
at Sr ni und Aehnliches gilt 
von den beiden noch übrigen Hunden, folgich find nunmehr die 
Richtungen und die Berhältnif fe der Intenfitäten aller Kräfte, 
weiche an dem Syſteme einander Gleichgewicht halten Fönnen, 
völlig beftimmt. Werden nun Keäfte in diefen beftiinmten Kid: 
tungen und mit diefen beftimmten Verhältniffen dee Intenſitaͤten 
an dem Syſteme angebracht, fo muß auch zwiſchen ihnen Gleich⸗ 
gericht beftehen. Denn es ift einleuchtend, daß das Gleichge⸗ 

gewicht an einem Syſteme, wenn. es befteht, dadurch nicht auf 
gehoben wird, daß die Intenfitäten aller Kräfte an dem Spfteme in 
einem gemeinfamen Berhäftniffe geändert werden, während die Rich: 
tungen derfelben, wie ſich von felbft verfteht, ungeändert bleiben. Dder 
mit anderen Worten, das Gleichgewicht zwiſchen mehreren Kräften 
kann nur bedingt fein dutch die Verhäftniffe zwiſchen den Intenfitäten . 
der Kräfte. Denn beſteht zwiſchen mehreren, Kräften Gleichgewicht, 
und wird jedederfelben an ihrem Angriffspunete noch einmal angebracht, 


haften, toie die Ableitungen von * 
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fo befteht wieder zwiſchen den neuen Kräften Gleichgewicht; man 
kann alfo die Intenfitäten alle 3. B. verdoppeln, ohne das Gleich⸗ 
gewicht zu ſtoͤren. Naͤhme man aber von allen Intenfitäten 
z. B. die Hälfte, und beftände nunmehr nicht Gleichgewicht; fo 
denfe man ſich dad Syſtem als zufammengefeßt aus zielen, die 
über einander liegen und einander genau: decken, überhaupt abee 
ganz gleich find, und an deren jedem die Kräfte von den halben 
intenfitäten wirken, welche, nach der Borausfegung, hicht im 
Gleichgewichte find. Die Kräfte ertheilen mithin jedem Syſteme 
eine gewiſſe Bewegung, und offenbar beiden dieſelbe; dieſe Be⸗ 
wegungen ſtoͤren auch einander gar nicht, ſondern die Syſteme 
begleiten einander nur fortwaͤhrend; man kann alſo beide eben 
ſo gut als ein einziges betrachten, an welchem mithin die Kraͤfte 
von den urſpruͤnglichen ganzen Intenſitaͤten einander nicht Gleich⸗ 
gewicht halten wuͤrden; dies iſt aber gegen die Vorausſetzung. 
Was hier von den doppelten und den halben Intenſitaͤten ge⸗ 
ſetzt iſt, laͤßt ſich eben fo leicht auf die mfachen Intenſitaͤten oder 
die nten Theile derſelben anwenden, und gilt mithin auch allge: 
mein für jede beliebige Aenderung der Sntenfitäten nach einen 
gemeinfamen Berhäftniffe. 

Wenn alfo an dem vorgelegten Spfteme von vier Puneten 
Kraͤfte angebracht werden, deren Richtungen und Intenſitaͤts⸗ 
Verhaͤltniſſe den obigen Bedingungen genuͤgen, und es beſtaͤnde 
zwiſchen ihnen doch nicht Gleichgewicht; ſo gaͤbe es uͤberhaupt 
gar keine Kraͤfte, die, an dem Syſteme angebracht, einander 
Gleichgewicht hielten; was dem in F. 54. Bewieſenen wider⸗ 
ſtreitet. 


56. Es ſei ferner ein Syſtem von beliebig vielen Puncten 
gegeben, zwifchen deren gegenfeitigen Abſtanden eine Bedingungs⸗ 
gleichung Statt finde, naͤmlich 

LSi, m, n, p, q, r, p’ gr, )=0. 
In diefer Gleichung bedeuten I, m, n die Abftände zwifchen dreien 
der Puncte, nämlih A, B, C, ferner p, q, r die Entfernungeh 
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eines vierten (D) von diefen, eben fo p’, @', r’ die eines fünften 
D' ebenfalld von A, B,C; m f. f. Denn welche Gleichung 
zwiſchen den gegenfeitigen Entfernungen der Puncte auch gege 
ben fei, fo kann/doch der Abftand zwifchen je zwei Puncten, 
wie DD’, ausgedruͤckt werden durch die Entfernungen Derfelden 
von. drei anderen A, B, C, und die Abftände zwifchen dieſer 
A,B, C. Man ann alfo annehmen, daß in der Gleichm— 
L==0 nur die Entfernungen der drei Puncte A, B, C von dir 
ander, und die jedes anderen non diefen dreien vorfommen. Iſt 
n die Anzahl der Puncte des Spftemes, fo hat man auf diee 
Weiſe n—3 Tetraeder, wie DABC, D’ABC, u ſ. f. zu betrad 
ten, welche das Dreied ABC, deffen Seiten I, m, m find, zu 
gemeinfarmen Grundfläche haben. Man zeriege die Kräfte P,P'- 

an D, D’ «+ beziehungeweiſe nach den Kanten p, gq, r3 p',g, 
2’; in die Componenten u, v, w; u, v', w'z+«, und bring 
an den gemeinfamen Sndpuneten A, B, C diefer Kanten die in 
jede derfelben fallende Componente in ihrer Richtung und in ab 
‚gegengefegter an; alfo z. B. an dem Puncte A, im welchen 
p, pP’, zuſammentreffen, die Kräfte Pu und —u in der Rich⸗ 
tung von pp Fu und —u’ in der von p', u.f. fe Dos 
Gleichgewicht wird nicht geftört, wenn ſaͤmmtliche Kanten unver 
aͤnderlich werben; alsdann halten aber in - jeder der Kanten 
pP, gr, pP, g, tr, die beiden gleichen und entgegengerichteten 
Componenten, wie 3. B. u an D und —u an A, in der Kant 
p, einander Gleichgewicht; folglih muß auch zwifchen den noch 
übrigen au A, B, C mirfenden Kräften Gleichgewicht beftchen 
Diefe find u, "+ an A,v,v« an B, w, w«+ an C, welche 
von D, D’,« nad diefen Puncten übergetragen find; aufe 
ihnen noch die an A, B, C wirkenden Kräfte (fie heißen Q, C, 
Q”), welche mit: den übrigen (P, P’, ++) im Gleichgewichte find. 
Es feien R, R’, R’ die Refultanten von Q, u, u,» an A, Q), 
v,v,“anB, Q”, w, w,« an C; fo muß zwiſchen R, R, 


R” Gleichgewicht beftehen; diefe drei Kräfte müffen alfo in die 


Ebene des Dreieded ABC fallen, und ſich nach den Seiten |], 


= 
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m, n defielben in je zwei gleiche und entasgengerichtete zerlegen 
laſſen. Hieraus folgt, daß Die Keäfte des Syſtemes, nämfich 


Q, Q', Q’, P, P', «-, welche einander Gleichgewicht haften, und 


fih mithin überhaupt in je zwei gleiche und entgegengerichtete 
muͤſſen zerlegen laſſen, fich allemal auch auf diefe beftimmte 
Weiſe, nämlich nach den Kanten der Tetraeder DABC, D’ABC, « 
in je ztvei gleiche und entgegengerichtete zerlegen laſſen. 

Diefe Zerlggung vorausgeſetzt, denfe man fi ch die ſammtlichen 
nach D’, D", . gerichteten Kanten, wie p, g,r';p',q, r. 
unveränderlich; es bleiben alſo nur noch die 6 Ranten l,m,n, 
p, q, r des Tetraeders DABC veränderfih, Die unveraͤnderli⸗ 
hen Konten find für ſich im Gleichgewichte, und ſtoͤren die Be⸗ 
mwegungen der Puncte D, A, B, C gar nit; atfo muß auch 
an dem Tetraeder DaBC, welches nunmehr als gaͤnzlich frei 
zu betrachten ift, Gleichgewicht beftehen, und mithin muͤſſen die 
in den Santen defelben Cl, m, n, p, q, x) wirkenden, einander 


paarweiſe gleichen und entgegengerichteten Kräfte ſich verhaſten, 


wie die Ableitungen der Function fd, m, n, p, q, r,“) nad 
l,m, n,p, q, r. Werden alfo die beiden gleichen und entge⸗ 
gengerichteten Kräfte in der Kante p durch ı ausgedruͤckt, ſo 
find die in den Kanten I, m, n, p, q, r wirkenden gleichen und 
entgegengerichteten Kraͤfte beziehungsweiſe gleich ag; A A 


„Ei h de ‚a Mendet man diefelben, Betrachtungen * 


dn’ dq’ 
das Tetrader D’ABC au, indem man. fih jest P., q, r als 
veränderlich, dagegen p, q, r als unveränderlich vorftellt, fo 
müffen die nach. den Kanten von D/ABC gerichteten Kräfte wieder 
. den Abfeitungen von f nach 1, m, n, p', q’, r' proportional fein; 
und da die Kräfte in den Kanten ], m, m diefelben find, wie 


vorhin, nämlich „& 1 di 


„EEE 5. 
’r gerichteten Kräfte gleich „& * K 5/ 4 5 U. ſ. f. 


di ‚ 
di Im’ "a fo find auch die nah p,. 
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Werden diefe Kräfte ſaͤmmtlich nad) den Aren x, y, 2 m 
lest, fo erhält man für die Somponenten der Kraft P an dm 
Puncte D, defien Eoordinaten x, y, z feien, ganz wie in $.55, 

dL dL dl 
rel, Yakızı Z=17, 
Eben fo für die Somponenten der Kraft P’, an D’, wenn 1’, y, 
z' die Eoordinaten von D’ find: 


— dL ı__ dl ı__ dl 
x hen Y hy Z ha 
In dem Puncte A wirken nach den Kanten I, m, p, p', pı" 
di’: dm’ dp’ dp’’ p 


df df d 
dee Kraft m an D nad x, y, z find, nach 8. 55., Tan 
df dp „df dp, „. .: 
A Fr iy’ A dp da’ diefelben Componenten, aber mit entgegr 
geſetzten Zeichen, gehören der in A nach der Richtung p wirkt 
den Kraft., Es feien xXo, Yo, Zo Die Eoordinaten von A, y 
y, z die von D, wie vorher, fo ift 


pPP=Ga—2)’-Hy—yo)’Haz—20)°, 


dp _ı—x, dp, do_ d 
folglich Kr. an eben fo y-—% 
d p 
dad ds 


Folglich find die Eomponenten der an A nach der Richt 
p wirkenden Kraft; nach Größe und Zeichen: 
di dp „df dp „df dp 
a Ya. Yan da, 
Es feien noch x,, Yı, Zı die Eoordinaten von B, x,, ya, 2 W 
von C, und mithin 
PP =)’ Hy—Jı)’tH(2z0o—2ı)? 
m? =)’ ey)’ HZ —23)°, 











+ 


56. üb. d. Bedingungen des Gleichgewichtes. 177 
ſo ſind wiederum | | 
dt, al „dt, dt „at, dl 

di dx,’ di dyy’ di dr, 

die Somponenten von „a nach x, y, z; eben fo „ac, ... 

0 

die Componenten von „at nah x, y, 2; folglih erhält man 
überhaupt, wenn Xu, Yo, Zo die Componenten nah x, y, 3 
der Refultante aller an A wirkenden Kräfte bedeuten: 


ft, Ad, de dm, df dp , df dp’ 
— dx, tn dp Tr dx, +) 


dL 


oder. q PT Fra, 
dl | dL 
and eben fo Val Zehn 


Auf gleiche Weiſe ergeben fich als Komponenten der an B wir 
fenden Kraft: 





„db dl dL 
X, *25/ Yı=4 dys’ — 
und für den mund “ . 
Ä dL 
Alſo find aberhenp 
aa, ‚dl, „gL 
dz 


die Componenten nah x, y, 2, "de an einem Punete des Sy⸗ 
ſtems, deſſen Coordinaten x, y, z find, anzubringenden Kraft. 


Oben iſt vorausgeſetzt, daß in der Gleichung Lx=f(l,m,n, 

P, q.,)0 nur einige der gegenſeitigen Entfernungen der Puncte 

vorkommen, durch welche alle übrigen fich ausdrücken laffen, Werm 

aber die Gleichung urfprünglich zwiſchen beliebigen oder zwifchen 

allen Entfernungen ohne Unterfchied gegeben ift,. und nun die Ents 
. 12 


| 
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fernungen durch Eoordiniten ausgedruͤckt werden, fo echäft man 
eine Bedingungsgleichung zwifchen den Eoordinaten der Punkte, 
die ganz einerlei fein muß mit derjenigen, welche man nah El 
mination einiger Entfernungen zwiſchen den Eoordinaten erhal 
ten würde. Denn es fei 3. B. E der Abftand zwifchen D und 
D, und die gegebene Gleichung fei: 

L=f(, m n,p,g, Tr, p, g, r,.0«J)=0. 
Der Abftand laͤßt fih durch die Abftände der Puncte D und 
D’ von A, B, C und die Seiten I, m, n des Dreiecks ABC 
ausdrücken; alſo ift 

e=g(, m, n,p, gQ, IT, p, g, r), 

wo 9 eine gewiſſe Function iſt, die hier nicht weiter geſucht 
wird. 

Wenn man nun alle Entfernungen 1 m, n, «- r' durch 
Coordinaten ausdrüdt, fo giebt die vorftehende Function 9 den 
Ausdruck von o in Loordinaten; dieſer aber kann fein andere 
fein. als der befannte: 

e=V A-IH+-Y-N’H+@—2); 
folglich ergiebt ſich durch Einführung der Function ꝙ in de 
Gleichung L=0, Feine andere Gleichung in Coordinaten, 
als wenn man in der Gfeihung L==0 fofort alle Abſtaͤnde 
durch Coordinaten ausdrückt, ohne einen derſelben zu eliminiren. 

Da es nun nach dem Obigen, um die Componenten der an 
einem Puncte anzubringenden Kraft, nach den Aren x, y, z, au& 
zudruͤcken, nur auf die Ableitungen von L nach den Coordinaten 
dieſes Punctes anfommt;: fo folgt, daß man nicht nöthig hat, 
an der urfprünglichen Bedingungsgleihung L=0, zwifchen den 
gegenfeitigen Entfernungen der Puncte, irgend eine Veränderung 
vorjunehmen; fondern daß vielmehr die Ableitungen von L nad 
den Coordinaten jedes Punctes, multipliciet in einen für ale 
Puncte unveränderlichen, fonft aber beliebigen Coefficienten A, die 
Eomponenten der an dem Puncte anzubringenden Kraft aus 
drücen. Und werden an dem Spfteme folhe Kräfte angebradit, 


f 
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fo muß nothivendig Gleichgewicht beftehen, welcher Werth auch 
dem Coefficienten A beigelegt worden Mi; ; wie in 8. 54. erlaͤu⸗ 
tert worden. 


57. Finden mehrere: Bedingungsgleichungen stoifchen den 
gegenfeitigen Entfernungen der Puncte Statt, nämlid L==0, 
M=0n.f.f.; fo fann man erftend an dem Syſteme Kräfte 


anbringen, deren Componenten us, 1 1. find, und die 

einander Gleichgewicht halten, weil N Seid ang L _o Statt findet, 

dM 
dy’ 


„aM anbringen, die wieder toegen der Gleichung MO, unter. 


einander im Gleichgewichte find; u. f. f. Alſo befteht überhaupt 
Gleichgewicht zwiſchen Kräften, deren Componenten find: 


dL. dM dL, _dM dL_ .dM . 
A tut Kite er rear —te 


Diefe Kräfte find, mie man fieht, die Refultanten von denjeniz 
gen, welche wegen jeder einzelnen Bedingung zum Gleichgemwichte 
erfordert werden, Um einzufehen, daß nur diefe an dem Syiteme 
einander Gleichgewicht halten Fönnen, denfe man fich alle Bes 
Bingungen bis auf eine z. B. L==0, hinweg, zugleich aber an 
der Stelle von jenen paffende Kräfte angebracht, welche dag 
Gleichgewicht ungeftört erhalten; mas offenbar möglih iſt. 
Alsdann befteht nur noch die Bedingung L==0, vermöge deren 


Eben fo kann man Kräfte von den Componenten u, us uU— 


nur Kräfte don den Componenten A SL, . an dem Gy: 


fteme im Gfeichgemwirhte' fein Fönnen. Alſo erfordert jede einzelne 

Gleichung zum Gleichgewichte immer die naͤmlichen Kraͤfte, als 

wenn ſie allein vorhanden waͤre; daher muͤſſen, wie unmittelbar 

folgt, bei mehreren Bedingungen die Kraͤfte, welche im Gleichge⸗ 

wichte ſind, Reſultanten von ſolchen ſein, wie ſie jede einzelne 
Bedingung fordert; w. z. b. w. 

| 12% 
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58. Run ftelle man fich vor, daß einige von den Puncken 
des Syſtemes unbemweglich werden; fo ft das Syſtem nidt 
mehr frei wie bisher, das Gleichgewicht befteht aber fort zwiſchen 
den nämlichen Kräften, melche fo eben angegeben wurden. Die 
an den unbeweglichen Puncten vorhandenen Kräfte find jedoch 
nunmehr nur Widerftände, welche diefe Puncte den auf fie auk 
geübten Drucke der übrigen Kräfte entgegenfegen., Sieht mar 
daher von denfelben ab, fo beſteht das Gleichgewicht an der 
übrigen Puncten unter Kräften, deren Componenten find: 
er + ., u. ſ. w., tie oben; daſſelbe Fommt jdod 
nur vermittelſt der Widerſtaͤnde jener unbeweglichen Puncte jı 
Stande. Indem man alsdann in den Gleichungen zwiſchen den 
gegenfeitigen Entfernungen, nämlid L=0, M=0, + die Com 
dinaten der unbeweglichen Puncte, als bloße Conftanten, aufe 
Act läßt, gehen viefelben, in irgend welche Gleichungen zwiſchen 
den Coordinaten der beweglichen Puncte des Syſtemes übe. 
Umgefehrt, wenn eine Gleichung zwifchen den Coordinaten de 
beweglichen Puncte gegeben ift, welche fich nicht auf eine Gle 
hung zwiſchen den gegenfeitigen Entfernungen diefer Puncte je 
rücführen läßt, fo kann man fich-immer, die gegenfeitigen En 
fernungen der Puncte ausgedrüct denken als Functionen M 
Soordinaten dreier beliebig im Raume angenommener unbenty 
licher Puncte, und der Abſtaͤnde der beweglichen. Buncte vım 
dieſen; und da die Eoordinaten der unbeweglichen Pımcte, ab 
Sonftanten, nicht in Betracht fommen, fo bat man mieder et 
Gleichung zwifchen den gegenfeitigen Entfernungen aller Punck, 
unter denen drei unbetwegliche fich befinden. Alſo muͤſſen de 
Kräfte an den beweglichen Puncten, welche an dem Syſtem in 
Gteihgemwicht find, ſich eben fo ausdrücen laſſen, wie. ob 
Uebrigens hat man die Bedingungsgleihungn L=0, M=Iı 
zwifchen der Coordinaten zu nehmen wie fie find, um aus ihn 


die Ableitung = ‚wfef zu entwideln; denn. wenn ma 





—— iin ._.—r 


N 


be ⸗ 
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zuerft die Coordihaten vermittelft der Entfernungen, und nachher 
twieder die Entfernungen durch die Eoordinaten ausdrüdt, fo 
bleiben die Gleichungen zwiſchen den Eoordinaten ganz die näms 


- ‚Jichen, welche fie anfänglich waren, twie ſchon in 8. 55. bemerkt 


worden. 

Hiermit iſt folgender allgemeine Lehrſatz der Statik ber 
wiefen: 

Wenn zwiſchen den Coordinaten der Punete eines 
Soſtemes die Bedingungsgleichungen 


L=0, M—0Q, N=0, ... 


gegeben find, fo Laffen die den Axen x, y, 2 paral⸗ 
lelen Componenten von Kraͤften, welche, an dem Sy— 
ſteme gleichzeitig angebracht, einander Gleichgewicht 
halten, fuͤr irgend einen der Punete, deffen Coordi— 
naten x, y, 2, ſich immer ausdrüden wie folgt: 
dL dM ._dN - 
ml tur ur” , 


dL,  dM ._dN 
=, ey tr“ a - 
dL, ,‚dM, _dN | 

2* Ari r mt" - 


Diefe Componenten find mithin, für einen anderen Punet des 


Syſtemes, deſſen Coordinaten x y,®:. 


‚ dL dM aN 
X=1— rg rn fe sie 


dL dM dN 
>; tust V .. b. 
yır dy ayr" 


, dL dM AN 
1= Zt — 5—— 


U. ſ. f. fuͤr alle NYuncte des Syſtemes. 


Yo 17T 


59. Um aus diefen Gleichungen die Bedingungen des 
Gleichgewichtes irgend eines Syſtemes herzuleiten, muß man aus 


®. 
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denfelben die unbeftimmten Coefficienten A, ge, ?, + eliminiren; 
die alsdann fich ergebenden Gleichungen zwiſchen den Eoordine- 
ten der Puncte und den Komponenten der Kräfte find die ge 
ſuchten Bedingungen, 


88 fei z. DB. ein freies feftes Syſtem von n Puncten vor 
n(n—1) 
2 





. gelegt; fo find von den gegenfeitigen Entfernungen der 


Puncte 3n—6 als gegeben anzufehen, durch welche alle übrigen 
beftimmt werden. Man hat alfo 3n—6 Bedingungesgleichungen wie 
L=(x—x )’Hy—y )’+(2—7 )’—a ?=0 

M=(x—x")’-4(y—y")?’+(7 —z")?—a 10 

N=(f x" )?4y—y" (22? — a"? =0 
u. ſ. f 
Der obige Lehrſatz giebt fuͤr jeden Punct drei, im Ganzen alſo 
3n Gleichungen; in denſelben kommen aber 3n—6 unbeſtimmte 


&oefficienten A, u, 9%, vor, nach deren Elimination mithin 6 
Bedingungen des Gleichgewichtes übrig bleiben. Um diefe m 
finden, bemerfe man, daß 3. ©. —ee alſo 
dL _ dL | dM_ dM dN _dN 
tra eben ſo to —0, tet: un 
Nun iſt, nach obigem Satze: 


dh, dM, _dN 
= tut ut“ 
0 dL, dM, _dN | 
{= + vwrertr” a 


=1% dL dM __dN 


x” tee 1 Y wit“ 


— dl dM dN 
X lee) (a— Dr ra 


Addirt man alle dieſe Gleichungen, und bemerft, da 


‘ 
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| dl, dL —0, alle übrigen Ableitungen von L aber, wie 
zdx dx 04 
IE, ſammtüich Null find, und daß Aehnliches für Die Abtei 
tungen von M, N, ««- gilt; fo fommt X+X-+X" + + XP D=0, 
oder 250. Auf gleiche Weife ergiebt ſch ZY=0, 22=0; 
hiermit find. alfo drei Bedingungen des Gleichgewichtes gefun: 
\ ben. Man fchreide nod): | | 
| dl dM._dN ' 
velyteg ’ayr ... 


var trt  b. 
u. f. w., 

multiplicire die Gleichungen a. der Reihe nah mit y, y', y", .· 
die b. mit x, x’, X",o» und fubtrahire die zweiten N eoducte 

von den erften, fo fommt 

Xy—Yı+Ky— Ye he = !Xy—Y)=il-um-rnte, 
in welcher Gleichung die zur Abfürzung eingeführten Zeichen 
1, m, n,«- folgende Werthe haben, die man fogleich findet, wenn 


, dL dL dM dM 
man fich erinnert, daß *0, 0, > , ya’ 


Pa 


== Fr —=0, u. f. w.; nämlich 


\ — dM _„dM. „IM „dM 
may iy 7 Gqᷓſ 


dL dL dh dL_ | er ͥ. 
Da nun ut" ytryadı fo ergiebt fi; 


184 Statif. Allgem. Unterfuchung' 60. 


„aL „dL 
l=(y—y) 1,0 Jay’ 


und weil z = 2ı—r'), z= L_&y—y ), fo folgt offenbar 1==®. 


Auf akeice Weile erhält man m=0, n=0, u. Sf; mithin 
Harp. 


Anf diefelbe Art laffen fi auch die beiden Bedingungen 
S(Zy—Yz)=0, 3(Xz—Zx)==0 herleiten; wodurch die fedhe 
Bedingungen: für das Gleichgewicht eines frei beweglichen feften 
Syſtemes auf’8 Neue, übereinfümmend mit $. 17., gefun 
den find. 


60. Aus den allgemeinen Kormeln des $. 58. Laffen ſich 
die unbeftimmten Eoefficienten A, u, v, Auf eine allgemeine, ' 
von der Form der zwiſchen den Eoordinaten der Puncte obwal⸗ 
tenden Sleihungen L=0, M=0,-- ganz unabhängige Art 
ellminiren, wodurch ein für alle Syſteme gültiger Sat erhalten 
wird, welche unter dem Namen des Satzes der virtuellen 
Sefhmwindigfeiten befannt ift. Um denfelben gehörig zu ver 
ftehen, ift erforderlich, einige Bemerfungen über’die Bewegung 
vorauszuſchicken, welche fich an. die erften- 88. der Cinleitung 
anſchließen. 


Wirken auf einen anfaͤnglich mit gkeichfoͤrmiger Geſchwin⸗ 
digkeit in gerader Linie fortgehenden Punet nach einander meh 
vere Kräfte in ‚beliebigen Richtungen, fo ertheilt jede dem Punct 
eine ihrer Intenfität proportionale Geſchwindigkeit, die fich mit 
der fehon vorhandenen, nach der Regel des Parallelogrammes, 
in eine reſultirende Gefchwindigfeit zuſammenſetzt. Die Bahn 
"des Punctes ift alfo im Allgemeinen eine von mehreren Geraden 
‚gebildete gebrochene Linie, und feine Geſchwindigkeit, nah Rich⸗ 
tung und Größe, in jedem Augenblicke gleich der Refultante aus 
der anfänglichen und den inzwifchen durch Die Kräfte ihm er 


s . \ 
N 
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theilten Geſchwindigkeiten. Lebteres gilt unter allen Umftänden; 
Hier fommt es nun darauf an, den Ausdruck der Geſchwindig⸗ 
feit unter der Vorausſetzung zu entwideln, daß die Kräfte uns 
unterbrochen oder ftetig auf den Punct einwirfen, und feine 
Geſchwindigkeit in jedem unendlich Fleine Zeittheile unendlich 
wenig verändern. . Diefelbe ift alsdann ftetig veränderlich, und 
fann nicht mehr, wie die gleichförmige, ducch den in der Zeit: 
einheit durchlaufehen- Weg gemeffen -werden; man findet aber 
ihr richtiges Maaß leicht auf .folgende Art: Die den Apen x, 
y, z parallelen Componenten der Gefchwindigfeit, zur Zeit t, 
fein u, v, w; nach Ablauf der Zeit dt, alfo zur Zeit t4dt, 
feien fie u Pdu, v-Fdv, w-+dw; nad) der Borausfekung find. 
du, dv, dw unendlich Flein, wenn dt unendlich Flein if. Man 
Fann immer annehmen, daß die den.Aren parallelen Componen; 
ten der färnmtlichen Kräfte, welche in der Zeit dt auf den Punct: 
“wirken, nach jeder Ape in einerfei Sinne wirken, und mithin die 
Geſchwindigkeit nach jeder Are in der Zeit dt entweder beftändig 
vermehren oder beftändig vermindern. Denn fände in diefer Zeit 
„ein Wechſel zwifchen Ab⸗ und Zunahme in Bezug auf eine der 
Geſchwindigkeiten u, v, w Statt, fo Fönnte man dt Ffeiner als 
zuvor und klein genug annehmen, um denfelben auszufchließen. 
Bezeichnet nun dx den in der Zeit dt nach der Richtung der x 
durchlaufenen Weg, alfo die Projection des von dem Puncte in 
diefer Zeit durchlaufenen Weges auf die Are x, fo ift Far, daß, 
. derfelbe fediglih durch die mit x parallelen, von u bis u-4-du 
fletig zu» oder abnehmenden Componenten der Gefchtwindigfeit des 
Punectes bedingt wird. Bliebe die Geſchwindigkeit nach x 
waͤhrend der Zeit dt beſtaͤndig gleich u, fo würde der durchlau⸗ 
fene Weg gleich udt fein; wäre dagegen die Geſchwindigkeit waͤh⸗ 
rend diefer Zeit dt beftändig gleich u-r-du, fo wäre (u+-du)dt 
der durchlaufene Weg. Da aber die Gefchmwindigfeit von u bie 
u-+du beftändig wächft oder beftändig abnimmt, fo fliegt auch 
der dDurchlaufene Weg dx nothmwendig zwifchen den Grenzen udt 


ei 
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und (u 4 du)dt; folglich liegt auch der Quoͤtient = zwiſchen u 


und u-4-du. Da nun der Unterſchied du zwiſchen diefen beiden 
Grenzen, nach der VBorausfegung, Eleiner wird als jede belichige 
Größe, indem dt fih der Null nähert, fo folgt, daß u genau 


gleich ift dem Differentialquotienten =, oder der Ableitung der 


Abſciſſe (x) des Punctes, zur Zeit t, welche offenbar irgend eine 
Function der Zeit ift, nach t. 

Dei diefer Herleitung wurden u und dee in der Zeit dt 
durchlaufene Weg dx zunächft nur pofitio gedacht, folglich ik 


auch unter — dx F zunaͤchſt nur der poſitive Werth der Ableitung 


von x —* t verſtehen; es iſt aber klar, daß auch das Zei 
chen dieſer Ableitung weſentliche Bedeutung hat. Setzt man die 


Ableitung = mit ihrem Zeichen gleich u, fo erhält man den . 


Werth von u pofitio oder negativ, je nachdem die Abfciffe x mit 
wachfender Zeit zunimmt oder abnimmt; oder je nachdem dk 
Projection. des bewegten Puncted auf die Arge x fi von dem 
Anfange der Eoordinaten entfernt oder demfelben nähert. In 


der Folge wird unter dx immer die Gefchwindigfeit nach x mit 


dt 
ihrem Zeichen verftanden. 
Auf gleiche Weife erhält man -{, »3, als Com: 


ponenten der Gefchmwindigfeit nach y und z; mithin ift die refuls 
tirende Geſchwindigkeit, wenn die Aren x, y, z ſenkrecht gegen⸗ 
einander gedacht werden, 


—0 — 
oder V ds?--dy?-+dz?—=ds geſetzt, 
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Es fein c, 8, y, die Winkel, welche die Richtung der Ger 
ſchwindigkeit mit den Aren % Jı 2 bifdet; fo find die Com⸗ 


ds ds N 1 
ponenten u=7, 080, = Jr 608 P, w= 0087; in wel: 


ds 
pone di di 
chen Ausbräden n als pofitiv gedacht werde. Demnach ift 


ds _ dk 


__ dx __dy 
T =ar folglich = Tr, und eben fo cosß=T, 


cos vn. Diefe Ausdrücke zeigen, daß die Richtung der Ges 


ſchwindigkeit in die Tangente der Bahn des Punctes fällt, 


Mit diefee Gefchtwindigkeit würde der Punct in der Richtung 
der Tangente gleichförmig fortgehen, twenn von einem gewiſſen 
Augenblicke an Feine neuen Kräfte mehr auf ihn wirkten. 


61. Man denke fi das vorgelegte Syſtem in irgend einer 
mit feinen Bedingungen verträglichen Bewegung begriffen; fo 
find die Coordinaten der verfchiedenen Puncte überhaupt Functio⸗ 
nen der Zeit t, welche aber für jeden Werth von t jenen Bedins 
gungen: \ | 

L=0, M=0, N=0,«- 


Genuͤge thun. Es müffen daher auch die Ablitungen von L, 


N, N,.« nach t beſtaͤndig Null fein; mithin SE *0, —=(, 
dN 
dr ——(, ... 
Muftiplieirt man nun dr Brechungen a. in 8.58. der 
dx dy dX dy dz. 
Reihe nach mit gr’ J, = ferner b. mit — FT ar 


und fo fort für alle ähnlichen, den verfchiedenen Puncten des 
Syſtemes entfprechenden Ausdrüde; addirt die Producte und bez 
merkt, daß der Ausdruck 
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dL dx , di, dy dl „2 dL de dL dy’  dL dw, 
«d'yarzavatrvatren 
oder in Fürzerer Bezeichnung der Ausdruck 

dL dx _ dL dy dL. de 

dx dt ' dy Aurza 


und mithin gleih Null if; und vi 


nichts Anderes als - Te 


eben fo: 


fdM dx, dM ‚Y_ au. dz 
dx try ara d 


fo ni man 


u 


2)=% —-=0, uf. w. 


dy , ‚dy' ‚dz’ _ 

‚x: ntrYZ +25 + X + Y irztn = 
oder 2(x +Y y  zi —0. A 
dt dt/ — . 


Es fei P die Intenfität der an dem Puncte (x, y, z) tirke 


den Kraft, n die Geſchwindigkeit diefes Punctes, beide pofl 


tiv genommen; fo ift _ 
VS, dx?’-+-dy?-+-dz 
2 2 2 
P=VX’-+-YV-+rZ 1* „VEN. 


Man fete noch X=Pcosa, Y=Pcosß, Z==P cos, 


dy__ dy__ ‚dz. 
ds — cos a, ds 0° b, ds =2CO0SC, 
und  cosacosa-tcosß cosb-+-cosy cosc==cos Q, 
, t » f 
ds ds %) 
„pP 77(cosa cosa-+-cosß cosb-Ecosy cosc)=P gr cs 


und die obige Gleichung A geht mithin in folgende über: . 


3 (P$ .cos 0) —=(. \ B. 


J 


6. - ab. d. Bedingungen bes Sfeihgemwichtes. 189 


x Diefe Gleichung enthaͤlt nun den Satz der virtuellen Ge⸗ 
ſchwindigkeiten, auf die infacſte Form gebracht. In derſel⸗ 


| ben bezeichnet P die ntenfität der auf den Funct (x, y, 


2) wirkenden Kraft, s die Geſchwindigkeit dieſes Punctes 
in irgend einem Augenblicke der vorausgeſetzten Bewegung des 
Syſtemes (beide, P und æ— ‚ find poſi itiv zu nehmen); ferner 


O den Winkel, welchen Richtung der Kraft P mit der Rich⸗ 
tung der Geſchwindigkeit einfchließt. Die Bewegung des Syſte⸗ 
mes ift fchlechthin jede mögliche (nur durch die Bedingungen 
dL -dM 


— 0, 0, eingeſchraͤnkt, mit denen fie immer vers 


traͤglich fein muß); diefes wird Durch den dafuͤr gebraͤuchlichen 


Ausdruck virtuelle Bewegung einigermaßen angedeutet. Die 


Geſchwindigkeit eines Punctes in dieſer virtuellen Bewegung heißt 


ſeine virtuelle Geſchwindigkeit, und das Product aus derſelben 


in den Ausdruck Pcos® das dirtuelle Moment der Kraft 
P, welches mithin gleib P cos 0.2 iſt. Zerlegt man die Kraft 
P nach der Richtung der amele "Befgwindigtet ihres An⸗ 


griffspuncted und nach einer darauf fenfrechten, fo ift die erftere 
dDiefer beiden Componenten gleich Pcos ©; das virtuelle Moment 
ift mithin das Product aus der virtuellen Geſchwindigkeit in die 


nah der Richtung derfelben wirkende Coinponente der Kraft. 


Oder zerlegt man die Geſchwindigkeit nach der Richtung der 


Kraft P, und einer darauf ſenkrechten, ſo iſt die erſtere Compo⸗ 


nente de, .cos 6; das victuelle Moment ift mithin auch gleich, 


dt 


dem Product aus der Kraft P in die nach der Richtung derſel⸗ 


ben geſchaͤtzte virtuelle Gefchwindigkeit. Das virtuelle Moment 
iſt poſitiv oder negativ, je nachdem die Neigung (©) der Kraft 
gegen die Richtung der virtuellen Gefchwiudigkfeit fpit oder 
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ftumpf ift, oder je nachdem die in die Richtung der virtuellen 
Befchmwindigkeit fallende. Componente von P in dem Sinne die 
fer Geſchwindigkeit oder demſelben entgegen wirkt. 


Der in der Gleichung B. enthaltene Satz läßt ſich nun’ fol: 
gendermagen ausfprechen: 

Denkt man ſich ein Syſtem in irgend einer belies 
bigen, nur mit feinen Bedingungen verträglichen, 
Bewegung begriffen, und, indem es durch irgend eine | 
Stellung hindurchgeht, gleichzeitig von Kräften ge 
troffen, zwiſchen denen Gleichgewicht beſteht; fo if 
die Summe der virtuellen Momente aller dieſer 
Kräfte Null. \ 

Man fann auch aus der Kormel B. oder vielmehr aus der 
ihr gleichgeltenden A. die allgemeinen Formeln des $. 58. her 
leiten, und damit beweifen, daß auch umgefehrt an dem in ir 
gend einer zuläffigen Stellung ‚gedachten Syſteme Gleichgewicht 
befteht, wenn für jede mögliche (virtuelle) Bewegung von Diefer 
Stellung aus, die Summe der virtuellen Momente Null if, 
‘Denn fei das Syſtem z.B. zweien Bedingungen L=0, M==0, 
unterworfen. Dan hat nad) A. 


S(Kg+Y% 1+25)=0, j 


dt 
dL_(dLdx , dudy, dLdz 
feene FF5* +) 
AM _ s(dM dx | AM Ay, aM de), 
dt * dx dt dydır dz dt/ 


Multiplicirt man die zweite diefer Gleichungen mit A, die dritte 
mit u und addirt die Producte zur erften, fo fommt: 


ei 
+ (z+,% en „ne 


Man beftimme die beiden Coefficienten A, u fo, daß fei 


— 


N 
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| dL__dM dl dM 
{Hi Hz 0, YHlz Hm a. 


fo fallen aus der obigen Gleichung die Geſchwindigkeiten Si, 
dy en Az de dy dz’ 
je heraus, und alle übrigen, wie 7, Ir, Ar’ ir” 


find gänzlich beliebig. Denn zwiſchen diefen fämmtlihen Ges 
fchwindigfeiten finden nur zwei Gleichungen = —o0, = 0. 
Statt, fo daß zwei von ihnen durch die übrigen, ganz willkuͤr⸗ 
lich bleibenden, bedingt werden. Es kann aber die obige Glei⸗ 
chung, Fa ri in | 


dM , dM\ dx’ 
(5 +) 3 + (x ELLE? dx’ tr -= 0, 
da d dy 


für ganz beliebige Werthe von Ir’ ar’ oe nicht anders 


beftehen, als wenn ift: 


ZH. Hu =, yrıdb „aM Zr, ufw b. 
Schreibt man —A, —u anftatt A, u, fo werden die Gleichun⸗ 
gen a und: b ganz einerlei mit denen des $. 58; dieſe folgen 
alfo aus dem Sage der virtuellen Öefchwindigfeiten, w. 3. b. w. 
Daß man bei jeder beliebigen Anzahl von Bedingungen cben fo 
verfahren kann, bedarf feines Beweiſes. 


62. Um von dem Sage der virtuellen Gefchwindigfeiten 
einige Antwendungen zu machen, nehme man an, daß auf ein gege⸗ 
benes Syſtem Kräfte von unveränderlichen Intenfitäten wirken, 
deren Richtungen durch gegebene unbewegliche Puncte gehen. Es 
fei P eine diefer Kräfte, B ihr Angriffspunet, A der unbewegs 
liche Punct in ihrer Richtung; der / Abſtand AB=r; x, y, 2 
Die Soordinaten von B, a, b, c die von A. Die Eomponenten 
bon P find 


S 
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X=+Pp (=) , v=+P(7°) ‚Z=:P (=). 


Je nachdem die Kraft P ihren Angriffspunct B gegen den un 
bemeglichen Punct A hinzieht oder von ihm abſtoͤßt, muß in vor 
fiehenden Ausdrücken das eine oder das andere Zeichen genom 
men werden. Nun hat man nad der Sormel A. in 8. 6l, 
wenn Gleichgewicht befteht ’ 


sp Zd+ ee DE 2 dz) _g, 


nd 





oder, weil —E mit Weg 
laſſung von dt, 

S+-Pdr=0. 
Die Stellungen des Gleichgewichtes find alfo folche, bei welche 
in Bezug auf die Werthe der Function I=&Pr das eintritt, wa 
in 8. 33, des erften Theiles ein augenblicklicher Stillftand ge 
nannt worden ift, indem für diefe Stellungen die Ableitung jmt 


. Zunction Null wird. Dabei findet in der Kegel in Bezug al 


die Sunction I=Pr ein Wechſel zreifchen Ab- und Zunahm 
alfo ein größter oder Fleinfter Werth Statt; doch muͤſſen di 
Umftände in jedem einzelnen Falle näher unterfucht werde 
Uebrigens gilt in der Formel Z-Pr das eine, z.B. wenn ma 
will, das pofitive Vorzeichen von r für Kräfte, welche ihre iv 
- griffspuncte gegen die unbeweglichen Puncte hinziehen; für ar 
ftoßende Kräfte Dagegen das andere Zeichen. 
In diefem Falle ift, toie man fieht, der Ausdruck 
Z(Xdx-+-Ydy-+Zdz) unmittelbar integrabel. Dieſes finde 
auch Statt, wenn die Intenfitäten der nach feften Puncten ge 
richteten Kräfte P, P’ + nicht conftant, fondern beliebige Zunctis 
nen der Abftände r, r',+- ihrer Angeiffspuncte von jenen felm 
Puncten find. Es fei P=gr, P=gır, uf. f., fo wird fh 
das Gleichgewicht 


tgor-dr=+o,r.dr :« —=0, 
alfo im Allgemeinen die Function S=H/prdr ein Maximun 
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oder Minimum. In dieſem Ausdrucke kann man wieder die 
oberen Zeichen fuͤr anziehende, die unteren fuͤr abſtoßende Kraͤfte 
nehmen. | 

Der Ausdeuf S(Xdx--Y dy-+Zdz) ift auch noch intes 
grabel, wenn die Kräfte in gegenfeitigen Anziehungen oder Ab: 
ftoßungen zwifchen den bemweglichen Puncten des Syſtemes beſte⸗ 
ben, deren Intenſitaͤten Sunctionen der Entfernungen find. Denn 
 e8 feien x, y, z die Coordinaten des Punctes A, x’, y’, z’ die 
von B; r die Entfernung AB, und fr die gegenfeitige Wirfung 
zwiſchen A und B; fo. find die Componenten der Kraft fr an A 


x=tr X), Y=ir(7Z y ) Z=fr 2), 


und die der Kraft an B, welche der vorigen gleih und ent 


gegengerichtet ift, 
— E— 2), zent), 


“—X 
“ mithin eehält man, weil 
(x—x Kax-dv)-Y-YA-P)H-z )(dz—dz/)==rdr, 
Xdx+Ydy-+2d24+-X'dr +Ydy-+2dz2=fr:dr. 

Folglich ift überhaupt die Summe ZXdxF-)=Zfrdr, und 
mithin wieder integrabel; auch ift ihe Integral, wenn Gleichge⸗ 
wicht befteht, im Allgemeinen ein Maximum oder Minimum, wie 
in den vorigen Zällen. 














X =fr 











Demerkenswerth, ift die Anwendung des Satzes der 


virtuellen Geſchwindigkeiten auf ſolche Faͤlle, in denen die Kräfte - 


mit unveränderlichen |ntentenfitäten in unveränderlichen Rich⸗ 


tungen an ihren Angeiffspuncten haften, in welcher Stellung das 


Spftem fi auch befinde. In der Gleichung A. des 8.61. find 
alsdann die Größen X, Y, Z beftändig. Set man X—=Pcosa, 
Y==Pecosß, Z=Pcosy, fo wird diefelbe 
ZP(cos a«dx-Fcos ß-dy-Fcos y-dz)=0, 
.13 
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alſo ift in diefem Falle, für das Gleichgewicht, die Funetion 
| = SP (x cos o-ky cos B-+z cos y) 
im Allgemeinen ein Magimum oder Minimum. Man denke ſich 
ein beliebiges, aber nicht freies Syſtem, und es ſei die Mitte: 
fraft R aus allen P, P’«-, melde in allen Stellungen des Sy— 
ſtemes nach) Richtung und Größe die nämliche bleibt, nicht Null); 
ferner wähle man die Are der x ihr parallel. Alsdann ik 
SPcosa==R, EP cosB—=0, ZSPcosy=0. Nun profick 
man die Kräfte und Puncte des Syſtemes, in irgend einer Std: 
fung gedacht, auf die Ebene xy, fo erhält man ein Eyftem von 
Kräften in diefer Ebene, deren Mittelfraft wieder gleich R, aljo 
nicht Null ift, und welche mithin emen Mittelpunct haben. Um 
die Coordinaten deffelben zu finden, .verfahre man wie $. 20. 
Die Kräfte in der Ebene x, y, find Pcosa, P’cosa',« parab 
Iel mit x, Pcosß, P’cosß’ «- parallel mit y; die Coordinaten 
des gemeinfamen Angriffspunete von P.cos« und Pcosß find 
x, y; u. ſ. f. für die übrigen, 

Bei Auffuhung des Mittelpumetes muß man fich vorftelfer, 
Daß die Kräfte in der Ebene xy fi um ihre Angriffspunce 
drehen. Man fee, weil cos a?+-cosß? =1—cosy? —siny' 
ift, cos a==siny.eose, cosB=siny siney fo ift & die Neigung 
der Kraft Psiny, d. 1. der Projection von P auf die Ebene yy, 
gegen die Arex; welche Reigung allein bei der Drehung ſich 
ändert, während 9 ungeändert bleibt. Eben fo fei cosa 
=siny' cose, cos =sinysine'; u. f. fe Nennt man na 
I die Neigung der Refultante gegen die Are x, nach einer ge 
wiffen Drehung der Kräfte, durch welche zugleich die Winkel e, 
&,. in V, · · übergehen, und werden die Coordinaten 
des Mittelpunctes duch a, b bezeichnet, fo hat man, nach 8.0, 


R( cosy—asiny)=ZPsiny(ycos(VY-+-8)—x sin (Y-Fe)). 
Hieraus folgt, wie in 8. 20, ‘ 
R Ra=2P sin Y(x cos e-+-ysin €) 
Rb=2P siny(y cose—x sin e),) 
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‚ober weil ‚cosa=sinycose, cosB—=sinysine, u. ſ. w. 
Ra==SP(xcosa-+-y cosß) 
. Rb=2P(ycosa—x cosß). 
Projieirt man die Kräfte eben fo auf die Ebene xz, fo erhaͤlt 
man toieder einen Mittelpunct. DBezeichnet man die Koordisaten 
deſſelben mit a’, c’, fo ift 
Ra=SP(x cosa-+z cosy) 
Re=>P(z cosa—x cos y). 


Bolglih iſt 
I=2P(x cos «-4y.cosß-+z c0sy)—=R(a+a')—ZPx cose, 
Sept man ZPxcosa=a"ZPcosa=Ra”, fo ift offenbar 
a” die Abfeiffe des Schmwerpunctes der mit x, alfo mit der Mits 
telkraft parallelen Componenten der Kräfte; d. h. a” iſt die Abe 
feiffe des Eentralpunctes, und 
N=R(a-Fa'—a”). N 

Denkt man ſich nun an jedem der beiden Mittelpunete in den 
Ebenen xy und xz die Kraft R in ihrer Richtung, und am Gen: 
tralpuncte‘ diefelbe Kraft in gerade umgefehrter Richtung ange: 
bracht, und wird die Abfeiffe des Schwerpunctes diefer drei pas 
rallen Kräfte mit x, bezeichnet, fo ift offenbar x, =a+a—a”, 
und mithin H—Rx,. 

Man bemerfe noch, daß der Werth von IT fih auch: fo 
ausdruͤcken läßt: II=ZP/cosOds, weil dII=2P(cos a-dx-+ «-) 
=—=>Pcos©ds ift (8. 61.). Offenbar ift aber /cos@.ds die 
Projection des von dem Angriffspuncte der Kraft P durchlaufes 
nen Weges auf die (unveränderlihe) Richtung der Kraft P, fo 
wie x, die Projection des von jenem Schwerpuncte durdhlaus 
fenen Weges auf die Richtung dee Mittelfraft ift; und die Der 
Deutung der Gleichung TI=Rx,—=-P/cosOds laͤßt ſich 
mithin folgendermaßen ausfprechen: 

Denft man fich ein Syſtem, an welchem Kräfte von uns 
veränderlichen Richtungen und Sntenfitäten wirfen, deren Mit⸗ 

‚43* 
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telfraft R nicht Null iſt, durch eine mit feinen Bedingung 
verträgliche Bewegung aus irgend einer Stellung in eine ander 
gelangend, fo ift das Product aus der Intenſitaͤt der Mittelktaft 
in die Verſchiebung eines gemwiffen Punctes, der fich in jer 
Stellung des Syſtemes conftruiren läßt, nach der Richtung je 
Kraft, gleih der Summe der Produfte aus jeder Kraft in ie 
Verfhiebung ihres Angriffspunctes, nach der Richtung der Kraft, 
Jener Punct aber wird gefunden, wenn man das Syſtem af 
zwei gegen einander fenfrechte, der Kraft R parallele Eben 
projiciet, an jedem der Mittelpuncte beider Projectionen di 
Kraft in ihrer Richtung, zugleich am Eentealpuncte diefelbe Kraft 
in umgefehrtee Richtung anbringt, und von den drei parallda 
Kräften (K, R, —R) den Schwerpunct ſucht. 

In den Stellungen des Gleichgewichtes (ſolche giebt es je 
doch, weil die Mittelfraft nicht Null ift, nur dann, menn di 
Syſtem nicht frei ift) ift die Verſchiebung diefes Schmwerpundd, 
nach der Richtung der Mittelfraft, im Allgemeinen ein Rp 
mum oder Minimum. \ 

Iſt dagegen die Mittelfraft Null, fo kann man nur fagn, 
daß in jeder Stellung des Gleichgewichtes die Summe der Pr 
ducte aus jeder Kraft in die Verfchiebung ihres Angriffspundt 
nach der Richtung der Kraft, im Allgemeinen ein Maximum de 
Minimum if. Diefer Fall bleibt im Kolgenden, wie bien 
ausgefchloffen. 

Sind insbefondere die Kräfte alle einer Ebene (fie f 7) 
parallel, fo erhält man, 

== 2P(xcosa-4-y cosß) 
weil cosy=0, cosy'=®, u. f. fe Der vorſtehende Ausbrud 
bezieht fih auf den Mittelpunct, welcher durch Projection M 
Kräfte auf die ihnen parallele Ebene xy erhalten wird; die Br 
ſchiebung deffelben nach der Richtung der Mittelfraft, oder fe 
Abſtand von einer auf diefer Richtung fenfrechten unverändert 
" hen Ebene iſt alfo, in jeder Stellung‘ des Gteichgewichtes, IR 
Allgemeinen ein Maximum oder Minimum. 


/ 
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Um diefen Sat an einem mögfichft einfachen Beifpiele ans 
ſchaulich zu machen, fei ABCD ($ig. 39.) ein biegfames Vieleck, 
defien Endpuncte A, D unbeweglich oder auf zwei in einer und 
derfelben Ebene befindlichen Eurven aa’, dd, beweglich find, und 
deffen Spiten B, C fich ebenfalls von diefer Ebene nicht ent= 
fernen Pönnen. Auf die Puncte B, C wirken zwei nach Rich: 
tungen und Intenſitaͤten unveränderlich gegebene Kräfte P, Q, 
beide in der Ebene des Vieleckes, deren Mittelkraft nicht Null 
ſei. Diefe ift mithin nach Richtung und Antenfität ebenfalls 
unveränderlih. In der Ebene des Vieleckes ziehe man eine bes 
liebige, aber unveränderliche Gerade (fie fi KN), ſenkrecht auf 
der Richtung der Mittelkraft. Giebt man nun dem Vielecke 
irgend eine Stellung, ſo wird man den Mittelpunet M der Kräfte 
P, Q auf die befannte Weife conftruiren Fönnen, und wenn die 
Stellung diejenige des Gleichgewichtes ift, fo ift der fenfrechte 
Abftand des Mittelpunctes (MG) von der feften Geraden KN 
(in dem dur) Fig. 39. dargeftellten Zalle) ein Maximum, oder 
mit anderen Worten, der Mittelpunct M tft, in der Stellung des 
Gleichgewichtes, in der Richtung der Mittelfeaft möglichft weit 
vorgeſchoben. 


Sind endlich alle graͤfte einander parallel, ſo iſt in dem 
obigen Werthe von TI auch noch cosB==0, coS, u ſ. f., 
mithin —=SPxcosa—=24Px, weil cos a?—=1, 
cos «?=A,.«; alfo ijt in diefem Kalle der Abftand des Mit: 
telpunctes der parallelen Kräfte von einer auf der Richtung der 
Mittelkraft fenfrechten Ebene ein Maximum oder Minimum, 
Nach diefem Geſetze muß z. B. der Schwerpunct irgend eines 
nicht freien Syſtemes von ſchweren Puncten oder Körpern, wenn 
dDiefes in der Stellung des Gleichgewichtes ruhen fol, tiefer lies 
gen als in jeder anderen. Derſelbe koͤnnte freilich, nach dem 
nämlichen Gefege, auch fo hoch als möglich liegen, weil jedoch 
das Gleichgewicht alddann offenbar unficher fein oder durch die 
Fleinfte Störung gänzlich aufgehoben werden würde; fo Fann 
ein Körper in der Natur, in welcher es niemals an ftörenden 


Urfachen fehlt, in diefer Stellung nicht oder etwa nur mit Hülfe 
von Hinderniffen, wie Reibung, in Ruhe bleiben. 

Es mag hier noch gezeigt werden, wie ſich aus Diefem 6 
fee die Gleichung der Kettenlinie, mit Huͤlfe der Variation— 
Rechnung, herleiten läßt. Es ſei ds das Element eines gleich— 
foͤrmigen, ſchweren und biegſamen, in ſeinen Endpuncten bee 
ſtigten Fadens; die Are x fei horizontal, die y vertical; 1 fe dx 
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Laͤnge des Fadens; u, v die Eoordinaten feines Schwerpunctes; 


„ 


fo hat man 
l-u=/sds, lv==/yds. 
Nah dem obigen Gefege muß nun /yds ein Mapimum fem; 
daher hat man, indem zugleich die Bedingung Sds==1 gegehu 
ift, nach den Regeln der Variations⸗Rechnung (vgl. 8. 160. 1) 
öfy ds-+-höfds=0, 
oder Öf(y-Hh)ds=0; mithin S(dy-ds-H-y-rhIdds)=0 


Nun ft ds=V dx?+dy?; alfo dd LAY day, mithi 


Si (d6-89-+(y-HM RL döy)=0. 


Hieraus folgt durch theilweife Integration, wobei die auferhah 
des Integralzeichens fallenden Glieder, nach den befannten W 
geln verſchwinden, 


S [#-2(5-+9#)] dy—0; 


die Gleichung der Curve iſt daher” da (Cy-+) FT) =" 


oder integrirt: / 


+k=(yHh)Z. 
Nimmt man den Anfang der Coordinaten fm tiefften Puncte, P 
wird für x=0, y=0, zugleich 2 0, s=0; folglich k=%' 
und mithin durch weitere Integration, da s=0 fein muß für y=I 





N 
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s’-+-h?==(y-+h)?, 


Vertauſcht man die Buchftaben y und h mit x und ©, fo er⸗ 
hält man s?-0°?=(x+-0)?, mie in 8. 42. 


64. Man denfe ſich noch einen ſchweren und magnetifchen 
Körper, wie in 8.38. Die magnetifche Kraft wird hier, wie 
an jener Stelle, ohne Rücficht auf die Variationen, welchen fie 
befanntlich untertworfen ift, als unveränderlich betrachtet. Soll 
dieſer Körper in einem Puncte A befeftigt, in Ruhe bleiben, fo 
müffen die an ihm wirkenden Kräfte fich durch eine einzige er- _ 
fegen Taffen, deren Richtung durch den Befeftigungspunet geht. 
Das an der Eentralage wirkende magnetifhe Paar muß 
mithin mit der Refultante der Schwerfräfte am Schmwerpuncte 
in einer durch A gehenden Ebene liegn. Es Sei ABD diefe 
Ebene (Sig. 40.), BD die Eentralage, D der Schwerpunct; die 
verticale DP ftelle das Gewicht des Körpers, (Bm, Dm’) das 
magnetifhe Paar, MR die Refultante dar, welche paralief 
und gleih GP ift; fo muß MR durh A und zugleich durch 
den Mittelpunct M der Kräfte des Spftemes gehen, und der 
Punct M fi mithin in der duch A gehenden Verticalen befins 
den. Diefe Bemerkung fiefert ebenfall® ein Beifpiel zu dem Satze 
des vorigen $. in Bezug’ auf Kräfte, die eimer Ebene parallel 
find; der Leſer wird fich daſſelbe bei einigem Nachdenken feldft 
genauer zu erläutern im Stande fein. Wenn blos von der Stel: 
lung des ficheren Gleichgemwichtes die Rede ift, fo muß M unter 
A und unteir der Eentralage liegen. Der Punct M ift einer der 
beiden Durchfchnitte des „Sentralfreifes mit der Ebene ABD. 
Würde der Körper in einem anderen, ebenfalls oberhalb BD in 
der Ebene ABD befindlichen Punct A’ befeftigtz fo würde in der 
Stellung des fichern Gleichgewichtes wieder der nämliche Punct 
M in der BVerticalen untee A’ liegen. Dies giebt den Gap: 
Wird ein ſchwerer und magnetifcher Körper nach einander in ver: 
fehiedenen Puncten befeftigt, die alle in einer und derfelben durch 
die Gentralgge gehenden Ebene und auf derfelden Seite diefer 
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Are fih befinden; fo trifft in der jedesmaligen Stellung des ſiche⸗ 
ren Gleichgewichtes die Durch den Befefligungspunct gezogene 
Verticale immer einen und denfelben Punct des Körpers, näms 
lich den auf der anderen Seite der Centralaxe liegenden Durch⸗ 
fehnitt des Eentralfreifes mit jener Ebene. 

Wenn man den Körper, anftatt in A, in M befeftigt, fo 
befteht ebenfalls Gleichgewicht, welches auch dur) Drehung um 
eine durch M gehende auf der Ebene ABD fenfrechte Are nit 
geftört wird. Der magnetifche Körper wird mithin aftatifch, 
wenn man diefe Are unbeweglih macht. 

Auch über den allgemeinften Fall eines Spftemes unveräns 
derlicher Kräfte an einem feften Körper, in welchem eine Central 
Ebene Statt- findet, ließen ſich ähnliche Betrachtungen anftellen, 
. welche zu dem allgemeinen Satze des vorigen 8. Beifpiele liefern 
wuͤrden; dieſe muͤſſen jedoch, befchränften Raumes wegen, hier 
megbleiben. 


X 


k. 
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⸗ 


Dynamik. 
Bewegung eines Punctes. 


65. Es ſeien P und P’ die Intenſitaͤten zweier Kräfte, 
welche demfelben mateiriellen Puncte beziehungsweife die Ges 
ſchwindigkeiten v und v’ ertheifen, fo hat man, weil “ Kräfte 


den — proportional ſind, die Gleichung — e 


oder der Quotient E — iſt, fuͤr denſelben Punct, eine unver⸗ 


änderlihe Größe, melche die Maffe des Punctes genannt 
wird... Nach diefer Erklärung fommt die Einheit der Maffe 
demjenigen Puncte zu, welchem die Einheit der Kraft die 
Einheit der Gefchwindigfeit mittheill. Die Einheit der Ges 
fhwindigfeit ift aber diejenige gleichförmige Geſchwindigkeit, 
vermöge derm in der Zeiteinheit die Längeneinheit durchlaufen 
wird. Sant man die Gefhwindigfeit vw’, welche eine Kraft 
von bekannter Intenſitaͤt P’ einem Puncte ertheilt, fo ers 


’ 


giebt ſich die Mafle m deffelben aus der Gleichung mer, 


und für jede beliebige Kraft P und entfprechende Geſchwindig⸗ 
feit v gilt, bei demfelden Puncte, die Gleichung P=mv, aus 
welcher nunmehr wieder die Intenſitaͤt irgend einer Kraft P ge⸗ 
funden wird, wenn die ihr entfprechende Geſchwindigkeit v z. B. 
aus Beobachtung bekannt if. Das Product aus der Maffe eis 
nes Punetes in feine Geſchwindigkeit heißt fein Bewegungs: 
moment. Ertheilt diefelbe Kraft P einem anderen Punete von 
dee Maffe m, die Geſchwindigkeit v., fo ift wiederum P=m,vı, 


ſ 
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und mithin m,v,=mv; d, h. die Gefchwindigkeiten, welche 
gleiche Kräfte zweien Puncten ertheilen, verhalten fi umgekehrt 
toie deren Maffen, oder mit anderen Worten: gleihe Kräfte er: 
theilen allen Puncten gleiche Bewegungsmomente, Ueberhaupt 
aber fieht man, daß jedes Bewegungsmoment einer gewiſſen 
Kraft glei gilt. — 


Die Kräfte in der Natur ändern die Gefchwindigfeiten ihrer 
Angriffspuncte nie augenblidlih um endlihe Größen, fondern 
die Aenderung der Gefchtwindigfeit einer unendlich Fleinen Zeit 
ift immer unendlich Flein, wenn gleich nicht felten, 3.8. bei dem 
Stoße der Körper, große Aenderungen fo rafch erfolgen, daß fie 
für augenblicklich gehalten werden. Kräfte, welche die Geſchwin⸗ 
digfeiten ihrer Angriffspuncte, durch ftetige Einwirkung, in einer 
unendlich Fleinen Zeit unendlich wenig ändern, nennt man über 
Haupt befhleunigende Kräfte; die in der Natur vorhande 
nen find ſolche. Da es aber in Bezug auf die zulegt hervorges 
hende zufammengefegte Geſchwindigkeit eines Punctes einerlei if, 
ob die Kräfte, welche dazu beitragen, gleichzeitig oder nach eins 
ander angebracht werden, fo ift auch die Gefchtwindigfeit, welche 
ein Punct, durch die während einer beliebigen Zeit ftetig fort: 
dauernde Einwirkung befchleunigender Kräfte, am Ende diefer 
Zeit erhält, diefelbe, welche er auf einmal erhalten würde, wenn 
alle diefe Kräfte gleichzeitig auf ihn wirften. Man denke ſich 
zunächft eine gleichförmig. befchleunigende Kraft, d. h. 
eine folche, welche immer in derfelben Richtung wirft und ihrem 
Angriffspunete in gleichen Zeiten immer gleiche Gefchwindigkeiten 
ertheitt. Wirkt diefe Kraft während der Zeiteinheit auf einen 
Punct, defien Maffe der Einheit glei) fein mag, und bezeichnet 
man mit X die Sefchwindigfeit, welche der Punct nach Ablauf 
der Zeiteinheit durch fie erhalten hat, fo drückt die Zahl X ums 
mittelbar auch die Antenfität der Refultante aus allen Elemen⸗ 
tarfräften aus, melche während der Dauer der Zeiteinheit auf 
den Punct wirkten, und in diefem Sinne ift fie das Maaß der 
Intenſitoͤt der gleichförmig befhleunigenden Kraft. Theilt man 
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ferner die Zeiteinheit in m gleiche Theile, fo if 4. X de Ge 


ſchwindigkeit, welche der Punct durch die Einwirkung der Kraft 
während der Dauer eines folchen Theiles erhäft, weil die Kraft 
feine Gefhwindigfeit, nach der Vorausfegung, in gleichen Zeiten .- 
überhaupt um gleich viel ändert. Für ein unendlich großes n 
geht der nte Theil der Zeiteinheit ein unendlich Fleines Zeitele- 
ment dt über, und mithin ift die Zunahme der Gefchtwindigfeit 
des Punctes, während der Zeit dt, gleih Xdt. Stellt man ſich 
alfo die Kraft parallel der Are der x vor, und bezeichnet dem⸗ 
gemäß (f. $. 60,) die diefer Are parallele Geſchwindigkeit des 


Puneted mit SE, fo wird die Zunahme dieſer Geſchwindigkeit in 
der Zeit dt durch (= ausgedruͤckt, und mithin erhaͤlt man 


(2) —Xdt. Diefes gilt für die Einheit der Maſſe. Wirkt 


aber die Kraft X auf einen Punct, deſſen Maſſe uͤberhaupt gleich 
m tft, fo iſt Xdt nicht die Zunahme ſeiner Geſchwindigkeit, ſon⸗ 


deen vielmehr die feines Bewegungsmomentes (m: ; mithin 

dxd u. , | 

hat man alsdann: ma(S;) —Xdt, oder, in fo fern man t 
/ 


als unabhängige Veränderliche betrachtet, und mithin (7) 
ie ſetzt, 

dt? 
Diefe Gleichung gilt auch, wenn die nach. der Richtung der x 
wirkende befchleunigende Kraft nicht unveraͤnderlich ift, wie bis⸗ 
her angenommen worden. . Alsdann' bedeutet in derfelben X die 
Geſchwindigkeit, welche die Kraft einem Puncte von der Einheit 
der Maffe, wenn fie mit der naͤmlichen Intenfität während der 
Dauer der Zeiteinheit auf ihn wirkte, am Ende dieſer Zeit er- 


=—X, 





/ 


4 
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theilt haben wuͤrde, und dieſe Geſchwindigkeit iſt zugleich das 
Maaß der augenblicklichen Intenſitaͤt der beſchleunigenden Kraft. 
Dieſe Intenſitaͤt aͤndert ſich allerdings ſelbſt waͤhrend des Zeit⸗ 
elementes dt, fo daß fie zu Anfange deſſelben gleich X, am Ende 
deffelben aber gleih X-+dX if. Denkt man fich diefelbe, wie 
angeht, während der Zeit dt beftändig wachfend oder abneh⸗ 
mend, fo. leuchtet ein, daß die Zunahme, welche das Bewegungs: 
moment des Punctes in der Zeit dt erhält, d. i. der Ausdrud 


m, ztoifchen den Grenzen Xdt und (X--AX)dt enthalten ift; 





2 
folglich liegt auch m zwiſchen X und X-HdX, und mithin 


ift, für ein unendlich Flcines dt, genau mix —— —X, wie behaup: 


dt? 
tet wurde. 


Der Ausdeuf —— — = iſt, wie man fieht, die Ableitung der 


Geſchwindigkeit nach t. Derfelbe Fann das Maaf der Befchleu: 
nigung oder fchlechthin die Befchleunigung genannt werden; er 
ſtellt die Zunahme der Geſchwindigkeit dar, weiche der Punct am 
Ende der Zeiteinheit erhalten haben würde, wenn die Zunahme 


der Geſchwindigkeit in dee Zeit di, nämlich STE, während de 


ganzen Dauer der Zeiteinheit fi ununterbrochen gleichmäßig 
tolederholte. 

Nennt man noch das Product aus der Mafle in die Be 
fchleunigung —F Beſchleunigungsmoment, ſo ſtellt die 


Gleichung — x nur den aus dem Vorhergehenden von 


ſelbſt —— Satz dar: Das Beſchleunigungsmoment iſt 
der beſchleunigenden Kraft, in jedem Augenblicke der Bewe⸗ 


gung, gleich. 


66. Man denke ſich zwei beſchleunigende Kräfte, beide nach 
der Richtung der x auf die Maſſen m und m’ wirfend; ihre 


⸗ 


66. | eines Punctes. . 207 


Intenſitaͤten ſeien x und X’, fo hat man mt —=X, um 


m’ d’x 
. di? 
det, daß die Gefchwindigfeiten beider Puncte immer gleichzeitig . 
um gleich si wachfen, fo müflen offenbar die Befchleunigungen 


= und = einander in jedem Augenblicke gleich ſein; folglich 


muß auch 2% fein; d. 5. die Intenſitaͤten der Kräfte 


müffen fich zu einander verhalten, wie die Maffen ihrer Anz 
griffspuncte. 

Es fei insbefondere X eine gleichförmig beſchleunigende Kraft, 
dee Maſſe ihres Angriffspunctes proportional und der Are x 
parallel wirfend; fo it X==gm, g eine beftändige von m uns 
‚abhängige Größe, und man hat, mit. Weglaffung des gemein⸗ 





—X\, Wenn man nun etwa durch Beobachtung fin- 


2 
famen $actors m, = Hieraus folgt durch Integration 


TE =gt-4-Const. ‚Um die Eonftante zu beitimmen, muß man | 


die Gefhtwindigkeit des Punctes für irgend einen Augenblick 
kennen. Man nehme an, daß derfelbe zur Zeit t=0 in Ruhe 


gewefen fei, fo wird Const==0, und = st. Nimmt man 


ferner. den Drt des Punctes zue Zeit t=0 zum Anfange der 
x, fo folgt weiter x=3gt”;5 d. h. die dDucchlaufenen Wege ver- 
Halten fi wie die Quadrate der Zeiten. Die Gefchwindigfeit 
des Punctes ift mithin am Ende der erften Zeiteinheit gleich g; 
diefe Zahl druͤckt zugleih die Antenfität der befchleunigenden 
Kraft für die Einheit der Maffe aus, Der in der erften Zeit . 
einheit durchlaufene Weg ift 48. Bezeichnet man überhaupt die _ 
Geſchwindigkeit mit v, fo ift yv==gt, und da zugleih 2x=gt?, 
jo folgt 2gx=v?. ' 

Genaue Beobachtungen haben gelehrt, daß in Folge der 
Schwere alle Körper, wenn ihr Fall durch Feine andere Kraft 
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gehemmt wird, an demfelbeu Drte auf der Erdoberfläche, in glei⸗ 
chen Zeiten um gleiche Höhen fallen; hieraus folgt, daß die Ins 
tenfität, mit welcher die Schwere auf jeden Körper wirft, der 
Maffe deffelben proportional ift. Kerner zeigt die Beobachtung, 
dag die Geſchwindigkeit bei dem Kalle der Zeit, oder, was das: 
felbe ift, daß die Kallhöhe dem Quadrate der Zeit proportional 
ift; hieraus folgt, daß die Schwere, in der Nähe der Erdobers 
fläche, eine gleichförmig befchleunigende Kraft ift. Die Geſchwin⸗ 
digfeit, welche fie einem Körper in der Zeiteinheit ertheilt, pflegt 
man mit g zu bezeichnen; diefe Zahl g druͤckt mithin auch die 
Sntenfität aus, mit welcher die Schwere auf die Einheit der 
Maffe wirft, und ift demnach überhaupt das Maaß der Inten⸗ 
fität der Schwere, für irgend einen Drt an der Erdoberfläche. 
Auf einen Körper, defien Maffe fih zu der als Einheit anges 
nommenen verhält wie m: 1, wirft die Schwere mit der Inten⸗ 
fität mg; diefes Product nennt man das Gewicht des Körpers, 
Demnach find, an demfelben Orte der Srdoberfläche oder über: 


haupt für gleiche Werthe von g, die Gewichte der Körper den 
Maffen derfelben proportional; daher fich die Verhäftnifie von _ 


diefen aus jenen, bei irdifchen Körpern, durch Wägung beftim: 
men laſſen. 


Um den Werth von g in Zahlen anzugeben, muß eine be 
ftimmte Zeiteinheit und eine Längeneinheit angenommen werden. 
Das Zeitmaaß liefert die Natur felbftz denn nach den genaus 
ſten Beobachtungen ift die Zeit, in welcher die Himmelsfugel eine 
fcheinbare, oder die Erde eine toirffihe Umdrehung um ihre Are 
vollendet, unveraͤnderlich ſich gleih; man nennt diefelbe einen, 
Sterntag. Ein Sonnentag dagegen ift die Zeit eines fcheinbaren 
Umlaufes dee. Sonne um die Erde. Seine Dauer beträgt etwas 
mehr, als die eines Sterntages, und ift überhaupt im Laufe des 
Jahres veränderlih; ihre mittler Werth heißt ein mittler Son: 
nentag und beträgt 1,0027379 mal fo viel als ein Sterntag. 
Gewöhnlich rechnet man nach mittlen Sonnentagen, deren jeder 
in 86400 gleiche Theile, Secunden (mittler Zeit) genannt, ges 


— — 4. 
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theilt wird. Werden’ nun die Secunde mittlere Zeit und der 
preußiſche oder cheinländifhe Fuß ald Cinheiten angenommen, 
fo beträgt, nach den fchärfften Beobachtungen, der Werth von g 
zu Berlin 31',2649. Diefer Werth, ändert ſich für verfchiedene 
Drte der Erdoberfläche um kleine Größen, nimmt auch von je 
dem Drte nach der Höhe zu ab; für geringe Höhen ift jedoch 
die Abnahme, den Beobachtungen ſowohl wie theoretifchen Grün 
den zufolge, ganz unmerklich. 


67. Bedeuten X, Y, Z die Somponenten einer beſchieuni— 
genden Kraft, welche-auf einen frei beweglichen Punct von der 
Maffe m wirkt; fo ergeben fich zur Beftimmung feiner Bewe⸗ 
gung, nach den in $. 64. entwickelten Grundſaͤtzen, fofort fol- 
gende Gleichungen: 


mix d’y_ d’z | | — 
mM Ir X, AN 77° dt? — ’ m =2. 1. 


Die Aufgabe beſteht nun, wenn X, Y, Z als Functionen der 
Coordinaten und etwa noch der Zeit t gegeben find, allemal - 
darin, durch Integration der vorstehenden zu drei endlichen Glei⸗ 
ungen zwifchen x, 7, z, £ zu gelangen, oder die Eoordinaten 
als Functionen der Zeit zu beftimmen. Die ſechs Konftanten, 
welche bei der Integration erhalten werden, laſſen fich finden, 
wenn 3. B. die Eoordinaten des Punctes und die drei Compo⸗ 
nenten feiner Gefchwindigfeit für einen ‚gegebenen Augenblick . 
befannt find. 

As einfaches Beifpiel diene hier die Betvegung eines gewor⸗ 
fenen Körpers im feeren Raume, bei unveränderlich gedachter 
Schwere. Es ift Flar, daß die' Bahn eben fein muß; ihre Ebene 
fei xy; die Are x vertical und pofitiv nach oben; fo hat man 

2 2 
ug SI=0, 


dx__ oe 

7 st, = Ik, & fei u die 

Anfangsgefhmwindigfeit, für t=0, i Ihre Neigung gegen den 
Ä 14 


und duch Integration: 
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Horizont, ſo wird c=usini, k=u cos, und mithin, wenn 
man. weiter intregirt, x—u sini-t— gt”, y==u cos ist; wo 
für t=0, x und y gleich Null angenommen ſi find. Durch Eli⸗ 
mination von t folgt: | | 
” 2u? cos i?-x—=u?y sin i—gy”, 
oder, wenn Die aut Geſchwindigkeit u gehörige Fallhoͤhe gleich 
b, und demnach u?—2gh gefet wird: 
Ah. cosi? +x==2hy sin di—y? 
oder auch (y—h sin 2i)?—4h cos iꝰ (h sin i’—x). | 
Diefe Gleichung giebt eine Parabel, deren Parameter gleich 
Ahcosi? ft, deren Scheitel die Coordinaten x=hsini”, 
y—hsin2i, und unter allen Puncten der Curve die hoͤchſte 
Lage hat. | 
68. Bezeichnet man bi Geſchwindigkeit eines Punctes mit 


| dx__dx de___dx 
v, fo ift, nach $. 60., =®. Ferner iſt F n*575 


en Ir, Dr. Dur Differentiation dire 
Steihungen erhält man, wie „bisher t ale unabhängige. Veraͤn⸗ 
derliche betrachtend, 


au: 

—— — 

di? dt ds dt’ 
2._ 2 2 2 

Nun iſt a(z _dsd = * S var, | 
weil de=vdt; mithin 
d?x__dsd?x—dxd’s , dx dv 

Zr er "cu ta a 


Aehnliche Ausdrücke ergeben fich für $ Fri I und I * Segen 


man ferner den Kruͤmmungshalbmeſſer der Bahn, in dem Orte 
| \ | 
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des Punctes zue Zeit t, mit 9, und die Eoordinaten des Kruͤm⸗ 

mungsmittelpunctes mit a,-b, c, fo hat man 
dxd?s—dsd?’x dxdsd?s—ds?’d’x x—a 


ds? = ds? | Sr 
und äpntiche Formeln in Bezug auf b und y, c und z Cieſe 
Formeln ſi find in $. 44. bewieſen, wo hernach nur noch d?s-0 


gefetzt wurde, was hier nicht geſchehen darf); mithin erhaͤlt man 





4d2x dx dvv_X 

| P=-50- — 

deyv dy dv V 

Bed 
d’z v? dz dv Z ” 

= zart, — 


Zur Vereinfachung nehme man den augenblidlichen Drt des 


Punctes zum Anfange der ECoordinaten, die Richtung des Kruͤm⸗ 
mungshalbmeffers, nach dem Krümmungsmittelpuncte hin, zur 
Are der pofitiven x, die der Gefchwindigfeit v zur Axe der po- 
fitiven y, fo wird in den vorftehenden Formeln x==0, y==0, 
z=0, d<=0, dy=ds, da==0, b==0, c=0 und a==g, zu⸗ 
glei aber E poſitiv; mithin erhält man Z=0, und 


dt 


Hieraus fotgt: Die befchleunigende Kräft läßt fich in jedem Au⸗ 
genblicke in zwei Componenten zerlegen, von denen die eine (Y) 


m——X, mv _ ==Y, ” 
E 


in der Richtung der Tangente, die andere (X) in der Richtung. 


des Krümmungshalbmeffers der Bahn wirft: In der That ber 
“ darf es Feiner meitläufigen Erläuterung, daß die Richtung der 
befchleunigenden Kraft in jedem Augenblide in der anfchließenden 
Ebene der Eurve liegen muß; dies ift e8 aber, was der vorher: 
gehende, Satz befagt. Die Yntenfität der erfigenannten Compo⸗ 
nente (Y) iſt dem Momente der wirklichen Beſchleunigung des 


Punctes in ſeiner Bahn C i. n“*) gleich, und fie ift pefitiv 
14% 


\ 
x 
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Are fich befinden; fo trifft in der jedesmaligen Stellung des ſiche⸗ 
ren Gleichgewichtes die durch den Befeftigungspunct gezogene 
Verticale immer einen und denfelben Punct des Körpers, naͤm⸗ 
lich den auf der anderen Seite der Centralaxe Tiegenden Durd- 
fchnitt des Eentralfreifes mit jener Ebene. 

Wenn man den Körper, anftatt in A, in M befeftigt, fo 
befteht ebenfall8 Gleichgewicht, welches auch durch Drehung um 
eine durch M gehende auf der Ebene ABD fenfrechte Are nit 
geftört wird. Der magnetifche Körper wird mithin aſtatiſch, 
wenn man diefe Are unbeweglich macht. 

Auch Über den allgemeinften Fall eines Syſtemes unveraͤn⸗ 
derlicher Kräfte an einem feften Körper, in welchen eine Central 
Ebene Statt-findet, ließen fi ähnliche Betrachtungen anftellen, 
. welche zu dem allgemeinen Gate des vorigen 8. Beifpiele liefern 
würden; diefe müffen jedoch, befchränften Raumes wegen, bie 
megbleiben. 





y 
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Dynamit, 
Bewegung eines Punctes. 


65. Es ſeien P und P’ die Intenſitaͤten zweier Kräfte, 
welche demfelben mateiriellen Puncte beziehungsmweife die Ges 
ſchwindigkeiten v und v’ ertheifen, fo hat man, weil de Kraͤfte 


den —— proportional ſind, die Gleichung — _ 3, 


oder der Quotient E — iſt, fuͤr denſelben Punet, eine unver⸗ 


aͤnderliche Groͤße, welche die Maſſe des Punctes genannt 
wird. Nach dieſer Erklaͤrung kommt die Einheit der Maſſe 
demjenigen Puncte zu, welchem die Einheit der Kraft die 
Einheit der Geſchwindigkeit mittheilt. Die Einheit der Ge⸗ 
ſchwindigkeit iſt aber diejenige gleichfoͤrmige Geſchwindigkeit, 
vermoͤge dern in der Zeiteinheit die Laͤngeneinheit durchlaufen 
wird, FHennt man die Gefchwindigfeit v’, welche eine Kraft 
von: bekannter Intenſitaͤt P’ einem Puncte ertheilt, fo ers 


giebt fich die Maffe m deffelben aus der Gleichung m=-r, 


und für jede beliebige Kraft P und entfprechende Geſchwindig⸗ 
feit v gilt, bei demfelben Puncte, die Gleichung P=mv, aus 
welcher nünmehr wieder die Intenſitaͤt irgend einer Kraft P ge 
funden wird, wenn die ihr entfprechende Geſchwindigkeit v z. B. 
aus Beobachtung befannt if. Das Product aus der Maffe eis 
nes Punctes in feine Geſchwindigkeit heißt fein Bewegungs: 
moment. Ertheilt diefelbe Kraft P einem anderen Punete von 
dee Maſſe m, die Gefchwindigfeit v., fo ift wiederum P=m,v,, 


t 
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und mithin m,v,—mv; d, h. die Gefchtwindigkeiten, welche 
gleiche Kräfte zweien Puncten ertheilen, verhalten fi umgekehrt 
tie deren Maffen, oder mit anderen Worten: gleiche Kräfte. er 
theilen allen Puncten gleiche Bernegungsmomente, Ueberhaupt 
aber fieht man, daß jedes Bewegungsmoment einer ;geroiffen 
Kraft gleich gilt. — 


Die Kräfte in der Natur ändern die Gefchwindigfeiten ihrer 
Angriffspuncte nie augenblidtiih um endliche Größen, fondern 
die Aenderung der Gefchtoindigfeit einer- unendlich Fleinen Zeit 
iſt immer unendlich Flein, wenn gleich nicht felten, 3.8. bei dem 
Stoße der Körper, große Aenderungen fo rafch erfolgen, Daß fie 
für augenbliclih gehalten werden. Kräfte, welche die Geſchwin⸗ 
digfeiten ihrer Angriffspuncte, duch ftetige Einwirkung, in einer 
unendlich Fleinen Zeit unendlich wenig ändern, nennt man uͤber⸗ 
haupt befhleunigende Kräfte; die in der Natur vorhande 
nen find ſolche. Da es aber in Bezug auf die zulegt hervorge⸗ 
hende zufammengefegte Sefhwindigfeit eines Punctes einerfei if, 
ob die Kräfte, welche dazu beitragen, gleichzeitig oder nach eins 
ander argebracht werden, fo ift auch die Gefchwindigfeit, welche 
ein Punct, durch die während einer beliebigen Zeit ftetig fort: 
dauernde Einwirkung befchleunigender Kräfte, am Ende Diefer 
Zeit erhäft, diefelbe, welche er auf einmal erhalten würde, wenn 


alle diefe Kräfte gleichzeitig auf ihn wirkten. Man denfe fi 


zunächft eine gleihförmig. befchleunigende Kraft, d. h. 
eine folche, welche immer in derfelben Richtung wirft und ihrem 
Angeiffspuncte in gleichen Zeiten immer gleiche Geſchwindigkeiten 
ertheitt. Wirkt diefe Kraft während der Zeiteinheit auf einen 
Yunct, deflen Maſſe der Einheit gleich fein mag, und bezeichnet 
man mit X die Geſchwindigkeit, welche der Punct nah Ablauf 
der Zeiteinheit durch fie erhalten Hat, fo drückt die Zahl X uns 
mittelbar auch die Intenſitaͤt der Refultante aus allen Elemen⸗ 
tarfräften aus, welche während der Dauer der Zeiteinheit auf 
den Punct wirkten, und in diefem Sinne ift fie das Maaß der 
Antenfität der gleichföumig beſchleunigenden Kraft. Theilt men 
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ferner die Zeiteinheit in mgleiche Theile, fo it 4. X die Ger 


ſchwindigkeit, welche der Punct duch die Einwirkung der Kraft 
während der Dauer eines folchen Theiles erhäft, weil die Kraft 


feine Gefchwindigfeit, nach der Vorausfegung, in gleichen Zeiten „- 


überhaupt um gleich viel ändert. Für ein unendlich großes n 
geht der nte Theil der Zeiteinheit ein unendlich kleines Zeitele- 
ment dt über, und mithin ift die Zunahme der Gefchwindigfeit 
des Punctes, während der Zeit dt, gleich Xdt. Stellt’ man fich 
alfo die Kraft parallel der Are der x vor, und bezeichnet dem: 
gemäß (ſ. $. 60, die diefer Are parallele Geſchwindigkeit des 


Punctes mit © Tr ſo wird die Zunahme dieſer Geſchwindigkeit in 
der Zeit dt durch a(& ausgebrüdt, und mithin erhält man 


a(C —Xdt. Diefes gilt für die Einheit der Maſſe. Wirkt 


aber die Kraft X auf einen Punct, deſſen Maſſe uͤberhaupt gleich 
m iſt, fo iſt Xdt nicht die Zunahme feiner Geſchwindigkeit, ſon⸗ 


dern vielmehr die feines Bermegungsmomentes (m 2); mithin 
Hat man alsdann: ma(2*) =—Xdt, oder, in fo fern man t 
/ 


als unabhängige Veränderliche betrachtet, und mithin (5) 
2 

— Et fett, 
mE x 

Me 

Diefe Gleichung gilt auch, wenn die nach der Richtung der x 

wirfende befchleunigende Kraft nicht unveränderlich ift, wie bie: 

her angenommen worden. . Wlsdann' bedeutet in derfelben X die 

Gefchroindigkeit, welche die Kraft einem Puncte von der Einheit 

der Maſſe, wenn fie mit der nämlichen Intenfität während der 

Dauer der Zeiteinheit auf ihn wirkte, am Ende dieſer Zeit ers 


7 


*X. 


/ 








/ 


‘ 
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theilt Haben würde, und dieſe Gefchwindigfeit ıft zugleich das 
Maaß der augenblicklichen Intenfität der befchleunigenden Kraft. 
Diefe Intenfität ändert ſich allerdings felbft während des Zeit 
elementes dt, fo daß fie zu Anfange deffelben gleih X, am Ende 
deffelben aber gleich X--dX if. Denkt man ſich diefelbe, wie 
angeht, während der Zeit dt beftändig wachſend oder abneh 
mend, fo. leuchtet ein, daß die Zunahme, welche das Bewegungk 
moment des Punctes in der Zeit dt erhält, d. i. der Ausdrud 


m, zwiſchen den vn Xdt und (X-+-IX)dt enthalten if; 


folglich liegt auch mi: * zwiſchen X und XAdX, und mithin 


ift, für ein unendlich kleines dt, genau —* — X, wie behaup⸗ 
tet wurde. 
Der Ausdeuf —— — = iſt, wie man fieht, die Ableitung der 


Geſchwindigkeit nach t. Derfelbe Fann das Maaß der Befchlew 
nigung oder fehlechthin die Befchleunigung genannt merden; er 
ſtellt die Zunahme der Geſchwindigkeit dar, welche der Punct am 
Ende der Zeiteinheit erhalten haben würde, wenn die Zunahme 


der Geſchwindigkeit in der Zeit dt, nämlich STE, mährend de 


ganzen Dauer der Zeiteinheit ſich ununterbrochen gleichmäßig 
wiederholte. 
Nennt man noch das Product aus der Maffe in die Be 


fchleunigung —F Beſchleunigungsmoment, ſo ſtellt die 
Gleichung m 9x RTE ——X nur den aus dem Vorhergehenden von 


ſelbſt einfeuchtenden Sab dar: Das. Befchleunigungsmoment if 
der befchleunigenden Kraft, in jedem Augenblide der Bewe 


gung, gleich. . 


66. Man denfe fich zwei befehleunigende Kräfte, beide nach 
der Richtung der x auf die Maſſen m und m’ wirfend; ihre 


.‘ 
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Intenſitaͤten ſeien X und X, fo hat man —— X, und 
m x 


—X. Wenn man nun etwa durch Beobachtung fin- 





mar 
det, daß die Befchwindigfeiten beider Puncte immer gleichzeitig 
um gleich viel wachſen, ſo muͤſſen offenbar die Beſchleunigungen 
d’x nd 7 d’x 
di" a 
muß auch =, ſein; d. h. die Intenſitaͤten der Kraͤfte 


muͤſſen ſich zu einander verhalten, tie die Maffen ihrer Anz 
griffspuncte. 

Es fei insbefondere X eine gleichförmig befchleunigende Kraft, 
der Maſſe ihres Angriffspunctes proportional und der Are x 
parallel wirkend; fo it X==gm, g eine beftändige von m uns 
abhängige Größe, und man hat, mir. Weglaffung des gemein: 


- einander in jedem Augenblicke gleich fein; folglich 


23 
famen Factors m, ng Hieraus folgt durch integration 
TE =gt-4-Const. ‚Um die Eonftante zu beitimmen, muß man | 


die Geſchwindigkeit des Punctes für irgend einen Augenblick 
tennen. Man nehme an, daß derfelbe zur Zeit tS0 in Ruhe 


geweſen fei, fo wird Const==0, und 2 — st. Nimmt man 


ferner den Drt des Yunctes zur Zeit t=0 zum Anfange der 
x, fo folgt weiter x==4gt”; d. h. die durchlaufenen Wege ver: 
Halten fih wie die Quadrate der Zeiten. Die Gefchwindigfeit 
des Punctes ift mithin am Ende der erften Zeiteinheit gleich g; 
diefe Zahl druͤckt zugleih die Antenfität der befchleunigenden 
Kraft für die Einheit der Maffe aus, Der in der erften Zeit: . 
einheit durchlaufene Weg ift 48. Bezeichnet man überhaupt die _ 
Geſchwindigkeit mit v, fo ift v==gt, und da zugleih 2x==gt?, 
fo folgt 2gx—=v?, 

Genaue Beobachtungen haben gelehrt, daß in Kolge der 
Schwere alle Körper, wenn ihr Fall duch Feine andere Kraft 
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gehemmt wird, an demfelbeu Drte auf der Erdoberfläche, in glei⸗ 
chen Zeiten um gleiche Höhen fallen; hieraus folgt, daß die Ins 
tenfität, mit melcher die Schwere auf jeden Körper wirft, der 
Maſſe deffelben proportional if. Kerner zeigt die Beobachtung, 
daß die Geſchwindigkeit bei dem Kalle der Zeit, oder, was das⸗ 
felbe ift, daß die Kallhöhe dem Quadrate der Zeit proportional 
ift; hieraus folgt, daß die Schwere, in der Nähe der Erdober 
fläche, eine gleichförmig befchleunigende Kraft ift. Die Geſchwin 
digfeit, welche fie einem Körper in der Zeiteinheit ertheilt, pflegt 
man mit g zu bezeichnen; diefe Zahl g drückt mithin auch de 
Intenſitaͤt aus, mit welcher die Schwere auf die Einheit de 
Maffe wirft, und ift demnach) überhaupt das Maaß der Inten 
fität der Schwere, für irgend einen Ort an der Erdoberfläck 
Auf einen Körper, deffen Maffe ſich zu der als Einheit ange 
nommenen verhält wie m+1, wirft die Schwere mit der Inten 
fität mg; diefes Product nennt man das Gewicht ded Körper, 
Demnach find, an demfelben Drte der Erdoberfläche oder über 
haupt für gleiche Werthe von g, die Gewichte der Körper de 
Maſſen derfelben proportional; daher fi die Verhäftniffe von 
diefen aus jenen, bei irdifchen Körpern, durch Wägung beftim 
men laffen. 

Um den Werth von g in Zahlen anzugeben, muß eine be 
ftimmte Zeiteinheit und eine Längeneinheit angenommen werde, 
Das Zeitmaaß liefert die Natur felbft; denn nach den genas 
ften Beobachtungen ift die Zeit, in welcher die Himmelskugel ein 
fcheinbare, oder die Erde eine wirkliche Umdrehung um ihre Ar 
vollendet, unveränderlih ſich gleih; man nennt diefelbe eine, 
GSterntag. Ein Sonnentag dagegen iſt die Zeit eines feheinbare 
Umfaufes der Sonne um die Erde. Seine Dauer beträgt etwa 
mehr, als die eines Sterntages, und ift überhaupt im Laufe dei 
Jahres veränderlih; ihre mittlerer Werth Heißt ein mittler Som 
nentag und beträgt 1,0027379 mal fo viel als ein Sterntag. 
Gewöhnlich rechnet man nach mittlen Sonnentagen, deren jeder 
in 86400 gleiche Theile, Secunden (mittlere Zeit) genannt, ge 
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theift wird. Werden nun die Secunde mittler Seit und der 
preußifche oder cheinländifhe Fuß ald Einheiten angenommen, 
fo beträgt, nach den ſchaͤrfſten Beobachtungen, der Werth von_g 
zu Berlin 31',2649. Diefer Werth ändert fich für verfchiedene 
Orte der Erdoberfläche um Fleine Größen, nimmt auch von je: 
dem Orte nach der Höhe zu ab; für geringe Höhen ift jedoch 
die Abnahme, den Beobachtungen ſowohl wie theorerifchen Grün: 
den zufolge, ganz unmerklich. 


67. Bedeuten X, Y, Z die Somponenten einer beſcheuni— 
genden Kraft, welche auf einen frei beweglichen Punct von der 
Maſſe m wirkt; ſo ergeben ſich zur Beſtimmung ſeiner Bewe⸗ 
gung, nach den in $. 64. entwickelten Grundſaͤtzen, ſofort fol⸗ 
gende Gleichungen: 


2 

U mx, y, —2 1 

Die Aufgabe beſteht nun, wenn X, Y, Z als Functionen der 
Coordinaten und etwa noch der Zeit t’gegeben find, allemal 
Darin, durch Integration der vorstehenden zu drei endlichen Gleis 
chungen zwifchen x, y, z, k zu gelangen, oder die Koordinaten 
old Functionen der Zeit zu beftimmen. Die ſechs Konftanten, 
welche bei der Integration erhalten werden, laſſen ſich finden, 
wenn 3. B. die Koordinaten des Punctes und die drei Compo⸗ 
nenten feinee Gefchwindigfeit für einen ‚gegebenen Augenblick 
befannt find. 

Als einfaches Beifpiel diene hier die Betvegung eines gewor⸗ 
fenen Körpers im feeren Raume, bei unveränderlih gedachter 
Schwere. Es ift Flar, daß die Bahn eben fein muß; ihre Ebene 
fei xy; die Are x vertical und pofitiv nach oben; fo hat man 

d’x__ d’y 
de — — 8 dt? —I.=0, 


dx__ dy__ in 
7*e8t, Fri —k. 68 fei u Die 


Anfangsgeſchwindigkeit, für t=0, i Ihre ‚Neigung gegen den 
14 


und duch Integration: 
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Horizont, fo wird c=usini, k=ucosi, und mithin, wenn 
man weiter intregiet, x=u siniet—zgt?, yu cosi-t; m 
für t=0, x und y gleich Null angenommen fi find. Durch Ei 
mination von t folgt: 
” Zu? cos i?-x=u?y sin i—gy”, 
oder, wenn die aut Geſchwindigkeit u gehörige Fallhoͤhe gleich 
h, und demnach u? —2gh gefegt wird: 
Ah. cosi? -x==2hy sin 2i—y? 
oder auh (y—h ein 2i)?—=4h cos i?ch sin !’—x). 
Diefe Gleichung giebt eine Parabel, deren Parameter gleich 
Ahcosi® iſt, deren Scheitel die Coordinaten xh sini', 
y—hsin2i, und unter allen Puncten der Eurve die hoͤchſt 
Lage hat. 
68. Bezeichnet man die Geſchwindigkeit eines Punctes mi 


ds * dx de dx, 
v, fo ift, nad $. 60, v= 7 Kerner ft 7 = IT 


d dy d Ä 2 ’ 
eben ſo 7 I— —— er =v 2. Durch Differentiation diefe 


Sfeicunge erhält man, tie bisher t als unabhängige Veraͤn 
derliche betrachtend, 


—— F 
dt? dt ds dt 


ds d’x-dx d?s dsd?x—dıd?s 
Nun ift af‘ Den TR ‚vdt, 


weil — mithin 


d’x_ dsd?x—dxd?s .„ ..dx dv 
- di? ds? ih ar Fir Ci 


Aehnliche Ausdrücke ergeben fich für = und Ge Begeichne 
man ferner den Rrümmungshalbmeffee der -Bahn, in dem Orte 
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des Pünctes zue Zeit t, mit q, und die Eoosdinaten des Kruͤm⸗ 
mungsmittelpunctes mit a, -b, «fo hat man 
dxd?s—dsd?x dxdsd?s—ds?d’x x—a 
ds? *— ds* | J— 
und äpntice Formeln in Bezug auf b und y, c und z cieſe 
Formeln ſi ſind in F. 44. bewieſen, wo hernach nur noch d’s=0\ 
geſetzt wurde, was hier nicht geſchehen darf); mithin erhaͤlt man 





d’x dx dv x 
77 7a Dr Prim 
d’y v? dy dv Y 
Fre 6 Aa) u a Fe re 
d’z v? dz dv Z “ 


Zur Bereinfachung nehme man den augenblicklichen Ort des 


Punetes zum Anfange der Coordinaten, die Richtung des Kruͤm⸗ 
mungshalbmeſſers, nach dem Kruͤmmungsmittelpuncte hin, zur 
Are der poſitiven x, die der Geſchwindigkeit v zur Are der po⸗ 
fitiven y, fo wird in den vorftehenden Kormeln x=0, y=0, 
z==0, d<=0, dy==ds, d2=0, b=0, c=0 und a==g, zu: 
gleich aber E pofitiv; mithin erhält man z=0, und \ 


ve dv 


Hieraus folgt: Die beſchleunigende Rräft PR fi in jedem Au 
genblicke in zwei Componenten zerlegen, von denen die eine CY) 


— 


in der Richtung der Tangente, die andere (X) in der Richtung 


des Kruͤmmungshalbmeſſers der Bahn wirkt. In der That be⸗ 
darf es Feiner weitläufigen Erläuterung, daß die Richtung der 
befchleunigenden Kraft in jedem Augenblicke in der anfchließenden 
Ebene der Eurve liegen muß; dies ift e8 aber, was der vorher: 
gehende Sag befagt. Die Yntenfität der erfigenannten Compo- 
nente (X) ift dem Momente der ‚wieticen Befchleunigung des. 


Punctes in feiner Bahn 6 i. * I) ‚gleich, und fie ift poſitiv 
14 * 


\ 
S 
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oder negativ, je nachdem fie die Gefchwindigfeit v, mit welcher 
‚der Punct in feinem Orte zur Zeit t anlangt, zu vermehren oder 
zu vermindern ftrebt. Die normale Componente X dagegen if 


gleich , und dieſer Werth iſt, wegen der Wahl der Coordi⸗ 


naten, ſentuch poſi tiv; d. h. dieſe normale Componente ſtrebt 
unter allen Umſtaͤnden den Punct dem Kruͤmmungsmittelpuncte 
zu naͤhern, oder ſie haͤlt dem Beſtreben des Punctes, ſich in der 
Richtung des Halbmeſſers von dem Mittelpuncte der Kruͤmmung 
zu entfernen, Gleichgewicht. Dieſes Beſtreben heißt die Schwung 
kraft. Um feine Entftehung deutlich einzufehen, darf man nır 
bedenken, daß das Bemwegungsmoment des Punctes am Ende jede 
unendlich Fleinen Zeittheiles dt fich jufammenfegt aus dem Be 
wegungsmomente mv, welches er am Anfange diefes Zeitelemen 
tes befaß, und dem Bewegungsmomente Pdt, welches ihm durd 
die befchleunigende Kraft P ertheilt wird; man fann fich daba 
ohne Weiteres die Bewegung während: des Zeitelementes als 
gleichförmig, und die Wirfung der Kraft P bloß am Ende dei 
felben augenblicklich Statt findend, vorftellen. (Der Fehler if 
ein unendlich Kleines. der zweiten Drdnung.) Es fei m(v-4-dv) 
diefes reſultirende Bewegungsmoment, e der unendlich kleine 
Winkel, den feine Richtung (d. 5. die Richtung der Gefchwin 
digfeit v-+dv) mit der Richtung des vorigen mv, und © de 
endlihe Winkel, den fie mit der Richtung der Kraft P bilde, 
Man zerlege die Beivegungsmomente nv und Pdt nach der Ride 
tung des vefultivenden und nach einer darauf fenfrechten; fo 
find die Componenten mvcose und mvsine, Pcos Odt uw 
P sin®dt; und mithin ift das reſultirende Bewegungsmoment: 


m(v4-dv)=mvcoss-+-PcosOdt - 


Nun iſt aber e unendlich Flein und gleich E, wie befannt; die 
Differenz; v—vcoss ift daher ein unendlich Kleines der zweiten 


Ordnung, alfo hier Null; und mithin ift mdv—P cos dt. Ges 
ner müffen die auf der Richtung des reſultirenden Bewegungs⸗ 
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momentes fenfrechten Componenten einander Gleichgewicht hal⸗ 
ten; dieſelben find mvsine und Psin®dt; - oder, weil. 


N 
int, fo find fie dt und Psin Odt; 


beide müffen mithin einander gleich fein, alſo PsnO= mv?, 


w. z. b. w. Die Schwungfraft ift demnach nichts Anderes, als 
die auf der Richtung des refulticenden Bewegungsmomentes 
ſenkrechte, Componente des unmittelbar vorhergehenden Bewe⸗ 
gungsmomentes; ſie gilt einer beſchleunigenden Kraft gleich, welche 
den Punct von dem Mittelpuncte der Kruͤmmung ſeiner Bahn 
zu entfernen ſtrebt und deren Intenſi taͤt durch den Quotienten 


— ausgebrüct toerden muß. 


69. Wenn der Punet auf einer Flaͤche oder Curve zu blei⸗ 
ben gezwungen iſt, ſo wirkt auf ihn außer der beſchleunigenden 
Kraft noch ein Widerſtand N, deſſen Componenten N cos a, 
N.cos B» Ncosy fein mögen; alsdann an man 

mix 

mi 
Geſchieht insbefondere Ne Bewegung auf einer Curve, deren 
Gleichungen L=0, MO ſeien, fo iſt N die Reſultante der 
von beiden Flaͤchen L und M dargebotenen Widerſtaͤnde. Da 
dieſe normal find‘, fo muͤſſen fich ihre Componenten ausdruͤcken 


Ux_x4Ncose, mi] Y— -—=Y-+N cos, Mor Gr "Zr Noosy 1. 


laſſen duch 1Sn, .., un, 5 und mithin Fann man feßen 


Ncoosa=ı ru = u. ſ. f.; alfo anftatt 1. 
d?’x dL dM mn Y_ dL,, dM 
Ms =IHz tr Te warhz Hz dz ’ 
d’z dL dM 


⸗ 
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Diefe Gleichungen gelten auch, wenn der Punct auf einer Flaͤche 
bleiden muß; it L=O ihre Gfeichung, fo braucht man nur 
a0 zu fegen. Fuͤr einen ganz freien Punct wäre noch 20. 
Die Sormeln 2. umfaffen mithin alle Fälle. Multipliciet man 
diefelben der ehe nach mit dx, dy, 'dz, und addirt Die Pro 
ducte, fo fallen A, u heraus und man erhält: 


nit S—Xdx-+Yay-tZdz. 3. 


Wird die befchleunigende Kraft Ve+Y+z mit P, die Ge⸗ 
ſchwindigkeit mit v, und der Winkel, den die Richtungen von | 





beiden mit einander bilden, mit © bezeichnet, fo hat man | 
year r +72 =P cos O. (Bol. S. 188. Man fann aud 
den Beweis in $. 43. ©. 131. hier anwenden, wenn man dort 
anftatt Fadeneurve Bahn lief.) Die Gleichung 3. wird hier 
nach np cos®, welche ſchon im vorhergehenden $., für 
einen freien Punct gefunden wurde. Sie gilt alfo auch, wenn 
der Punct auf einer Flaͤche oder Eurve geht. Wirken auf den- 


felben Feine befchleunigenden Kräfte, fo ft P=0, alfo 0, 


‚ mithin die Geſchwindigkeit unveränderlih. Dev Punct geht alſo 
auf der Stäche oder Eurve mit unveränderlicher Geſchwin⸗ 
Wofeit fort, fobald die befchleunigenden Kräfte zu wirken aufhoͤ⸗ 
ven. Es verſteht fich jedoch von felbft, daß der Werth von v 

ſich ändern wird, wenn der Punct in ſeiner Bahn auf Spitzen 
ſtoͤßt; wie denn überhaupt die Gleichung mp cos® nut 
fo lange unverändert gilt, als der Contingenzwinkel (2) der Bahn 
unendlih Flein, und mithin v—vcoss ein unendlich Kleines 
zweiter Ordnung if. (Man fehe den vorigen $., gegen das 
Ende.) Bewegt fih der Punct ohne Einwirkung befchleunigen- 
der Kräfte auf einer Fläche, fo ift feine Bahn der Art, daß ihr 


⸗ 
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Kruͤmmungshalbmeſſer in die Normale der Flaͤche faͤllt. Denn 
da die Geſchwindigkeit unveränderlih iſt, fo iſt ds==cdt, c eine 
‚Conftante; folglih wenn d’t=0, auch d?s=0; und mithin 
23 2 ' 
Dem — Fe u. ſ f. Zugleich find in 2. die 
Größen X, Y, Z, u Null; mithin, nach 2., 
d’x,.d?y,d’z_dL,.dL,dL 
ds? ° ds? ’d3? — dx 'dy ’ dz’ 

worauß'nac) 8. 44. das Behauptete folgt, weil I rZ = 
==p:q: —1. Uebrigens ft diefer Sag auch ohne alle Rech⸗ 
nung einleuchtend. Denn da die Schwungfraft in der Richtung 
des Kruͤmmungshalbmeſſers wirkt, und der normalen Compos 
nente der befchleunigenden Kraft Gleichgewicht hält; da ferner 
die beſchleunigende Kraft hier nur in dem Widerſtande der Flaͤche 
beſteht, deſſen tangentiale Componente Null iſt; ſo folgt erſtens, 
daß die Beſchleunigung Rull, mithin die Geſchwindigkeit unver⸗ 
aͤnderlich iſt, und zweitens, daß die Schwungkraft dem Wider⸗ 
ftande dee Släche entgegen wirken, alfo der Kruͤmmungshalb⸗ 
meifer der Bahn in die Normale der Zläche fallen muß; 
w. 3. b. w. 


\ 





70. Da a vdv, fo kann man die Gleichung 3. 
auch ſo ſchreiben: 
| Imd(v?) = Xdx-+Ydy-+-Zdz 1.2. . 
oder auch Imd(v?)—P cos Ode. 1.b. 


Das halbe Product aus der Maffe eines Punctes in das Qua⸗ 
drat feiner Geſchwindigkeit nennt man feine lebendige Kraft. 
Die Gleichung b. befagt mithin: Die Zunahme an lebendiger 
Kraft, während des Zeitelementes dt, ift gleich dem Producte | 
aus der Intenſitaͤt der befchleunigenden Kraft in die unendlich 

kleine Verſchiebung ihres Angriffspunetes nach der Richtung der 


/ 
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Kraft. Dieſes Produet iſt poſitiv oder negativ, oder die leben⸗ 
dige Kraft wird durch die befchleunigende‘ vermehrt oder vermin⸗ 
dert, je nachdem diefe mit der Richtung der Bewegung einen 
fpigen oder ftumpfen Winfel bildet. Man Fönnte nah $. 61. 
geneigt fein, dieſes Product, noch duch dt dividirt, alſo 


P cos 0.2 ‚das virtuelle Moment der Kraft zu nennen; es if 


jedoch zu erwaͤgen, daß hier nicht jede beliebig gedachte (vir⸗ 


tuelley, ſondern nur die Dieflice Geſchwindigkeit ik, ugd mit 
hin die Benennung virtuelles Moment hier nicht in ihrer gehöri: 
gen Bedeutung angewendet werden würde. 

Wenn der Ausdruck Xdx-+-Ydy-+Zdz ein vollftändiges 
Differential ift, oder wenn fich eine folche Function Il von x, 
y, z finden läßt, daß 

Ad—Xix4 Yly-+ Zar 


ift (Beifpiele ftehen in 8. 62. und 63.), fo erhält man zmd(v?) 
==df1, und durch Sntegration 


- Imv? ⸗TIConst. 
Sind mun v, und II, die Werthe von v und TI für einen be 
ftimmten Augenbli der Bewegung, fo wid Amv,’= 
IIo + Const., mithin | 
mv? =ımv,? HIT 2 

Die Geſchwindigkeit v ift alfo immer die nämlihe, fobald nur 
IT den nämlichen Werth hat, ungeachtet dabei die Kbrigen Um; 
ftände der Bewegung noch fehr verfchieden fein fönnen. Da ı 
eine Sunction der Coordinaten des Punctes zur Zeit t, und IT, 
dieſelbe Function feiner Coordinaten zur Zeit 1. iſt, fo erhält 
man, wenn II=a, II,=a, gefegt wird, mo a, a, Eonftanten 
find, zwei Slächen (TI und II,), von deren einer (I1,) der Punct 
zur Zeit t, mit der beftimmten Gefchwindigfeit v, in jegend einer Rich: 
tung ausging, um’ auf der ztveiten IT zu irgend einer Zeit t anzus 
langen. Diefe Bewegung mag nun frei oder auf vorgefchriebes 


J 





70. ‚eines Punetes. 217 


nee Bahn gefchehen; fo lehrt die In. jedem Falle güitige 
Gleichung 2., daß der Punct auf der Flaͤche TI immer mit ders 
felben Geſchwindigkeit anlangt. Iſt z. B. die beſchleunigende 
Kraft die Schwere, und nimmt man die Are x vertical und po⸗ 
ſitiv nach unten; ſo wird xws, v0, mithin anuir, 
mer, und nach 2. 

| | 4v2* In dpgx—gr.. 3. 

Die Fläche IT und IT, find. hier horizontale Ebenen, denn ihre 
Sleihungen find ex=a, —2 Ein ſchwerer Koͤrper langt 
alſo, von einer horizontalen Ebene nach einer anderen fallend, 
bei gleicher Anfangsgeſchwindigkeit, immer mit der naͤmlichen 
Geſchwindigkeit in der zweiten Ebene an, welche Bahn er auch 
inzwiſchen durchlaufen habe. Oder wird z. B. ein ſchwerer Koͤr⸗ 
per im leeren Raume ſchief in die Hoͤhe geworfen, ſo iſt ſeine 
Geſchwindigkeit in jedem Punete ſeiner Bahn derjenigen gleich, 
welche er, mit der naͤmlichen Anfangsgeſchwindigkeit gerade 
aufwaͤrts geworfen, in der gleichen Steighoͤhe beſitzen wuͤrde. 
In der That erhält man, nach den hier gegebenen Regeln, für 
die Geſchwindigkeit des gemworfenen Körpers ous 8. 67. die Glei⸗ 
chung 4102 uꝰ -Ex, ober weil u?266, v=2g(h—x), 
welcher Ausdruck nur von der Anfangsgefchtoindigkeit u und dee 
Steighöhe x, nicht aber von der Richtung von u abhängt, wie 
erforderlich. 


711. Es fei Indbefonbere die Anfangkgeſchwindigkeit eines 
ſchweren, frei oder in vorgeſchriebener Bahn fallenden Koͤrpers, 
Null; und der Anfangspunet der Bewegung auch Anfang der 
Coordinaten; fo erhält man aus der Gleichung 3. des vorigen $., 
da vo==0, x00, die Gleichung v?==2gx, ” x die Kallhöhe 


ds 
ift. Aus derfelben folgt, weil v=-- gr’ de und mits 


s ds ds dx 
hin die Fallzeit t= zer od Von Kennt 


man die Curve auf welcher fich der Punct bewegt, fo Fann, wie 





\ 
4 ⸗ 
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man, fieht, die Fallzeit aus dieſem Ausdrucke ſofort gefunden 
werden. Man kann auch fragen, auf welcher Curve der Körper 
fallen muß, um von einem gegebenen Puncte A noch einen an: 
deren tiefer liegenden B in Fürzefter Zeit zu gelangen. Dies ift 
eine fehr einfache Aufgade der Veviationderhmmg; denn offen 


bar muß das Integral SE * dx in welchem h’ den Höhen: 
Vx 


unterfehied zwiſchen A und B .bezeichnet, ein Minimum fein. 
Nun ift, wenn man nad y.und z variirt, befanntlich 

! dyddy , dzödz 
dds — 77T’ 
und mithin, da die Variation des obigen Integrales verfchtein: 
den muß, 


daher duch —— — | 
1 dy 1. dz 
SG 2)%+( 5) *]=" 
— Iſt eine durch die Grenzpuncte gehende Flaͤche gegeben, auf wel⸗ 
cher der Punct bleiben ſoll, ſo hat man . 4=($) y=dh | 


und mithin 
1 d\ | 141 .dz\._ \ 
(tr) 
als Gleichung der Curve tes fchnelften Falles, auf diefer Flaͤche. 


Wenn aber feine Fläche gegeben ift, fo find dy und dz unab 
- bängig von einander; mithin find 


1 dy\_n fi d\_ 
1(7,,7,)=9 4 a) 
ober dy Zap, 9 2: px die Gleichungen für die Curde 
a -und b Conftanten. Aus ihnen folgt zuerſt bdy—adz0; 


> 
DR 1 
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d. h. die Eurve liegt in einer verticalen Ebene; was don felöft 
einleuchtet. Diefe Ebene fi die der x und 'y, fo it de= 0, | 
b=0; fchreibt man noch — = anftatt a, fo kommt Vadis 
=—=Vx-ds; mithin ady? —x(dı”4-dy?) und “ 
(a—x)dy’—=xdx?, (a—)ds’=adx?. . 
Man fete = ==c089, fo kommt a—ı=ac0s 9°, 


xa sin 92; folgid dx—=2asinpcvuspdp, und 


dy=Y —- 42a sinptdp=all — cos2p) dp; 


Daher durch Integration, da für den Anfangspunct A die Werthe 
von x, y, 9 ale Null find: y=ay—ı sin2p). Man erhoͤt 
daher, noch 4% anftatt 9 ſchreibend: 


x==3a(1—cosY), ytaly—sinW) - 
welche Gleichungen, wie man fieht, eine Eycloide geben, deren 
-erzeugender Kreis den Durchmeſſer a hat, Zur Beftimmung 
deffelben fein x=h, y=k die Coordinaten von B, und % der 
entfprechende Werth von V, fo iſt ;: 


h=4all—cosy), k=lay — sin). 


Aus diefen Gleichungen laffen ſich die Unbefannten a und W ber 
-flimmen. die den Anfangepunct A iR x==0, mithin auch 
dy_ 
ds — = 
vertical nach unten, tie übrigens auch die gefundenen Gleichun⸗ 
gen der Bahn lehren. Man denke ſich in Fig. 15. AE horizon⸗ 
"tal, und die Cyeloide AGE vertical nach unten gekehrt, fo ges 
langt ein fallender Körper von A nach) C am fchnellften auf 
dem Bogen AC, und eben fo auch von E nah C am fehnells 

fien auf dem Bogen EGC. Es Fann ſich alfo ereignen, daß 
dee Körper, um dm fohnellften nady dein gegebenen Puncte zu 
gelangen, erft unter diefen, herabfinfen und nachher wieder fteigen 








- 
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muß. ' Liegen beide Endpuncte in einee Horizontalen, fo bleibt 
dag. gefundene Refultat ebenfalls richtig; der Körper muß, um 


duch die Schwere am fchnellften von A nach E zu gelangen, ' 


die "ganze Cycloide AGE durchlaufen; feine Geſchwindigkeit iſt 
alsdann, bei der Ankunft in E, Null. 

Da Vs=Varsiniy, dezza sinay- dv fo iſt die 
Fallzeit aberhaupt 


————— Vs 


alfo 5. B. die Dauer des Falles durch die ganze Syeioße AGE 


gleich 2 2. In Fig. 15. iſt GD=»). 


Der Fall auf einer vertical oder auch fehief liegenden Ey: 
cloide, deren Scheitel Gr zugleich der am tiefften liegende Punct 
ift, hat noch eine andere bemerfenswerthe Eigenſchaft, naͤmlich 
die, daß ein ohne Anfangsgefhmwindigfeit in irgend einem Puncte 


derfelben entlaffener ‚Körper immer ‚gleiche Zeiten braucht, um m 


Scheitel anzulangen. Nimmt man in Sig. 15. die durch C 98 
hende Horizontale KC zur Age ber y, KG zur Age der x, und 
fest KG==h, Bogen CG=o, fo ift die Dauer des Falles von 


. h 
C nad G, wenn die Eycloide verticalfteht JS. * 5* 


Nun iſt 02 4ah, und allgemein, wenn s einen beliebigen in 
C unfangenden und zwifchen C und G endigenden Bogen be 
deutet, (o—s)?=4al(h—x), . ‚nad einer ſchon zrehrfeg er⸗ 


waͤhnten Eigenſchaft der Cycloide; folglich (-)ſ * a und 


= -[ ve: Sm — 


| Dan findet aber 





Th ri 


fe Sr = arein (Z 
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kolgch / Ve; mithin u alfo,g 


unabhängig von h, w. 3. b. w. Iſt die Ebene * Cyrloide 
nicht vertical, ſondern unter dem Winkel i gegen die Berticale 
geneigt, fo braucht man nur ftatt g die diefer Ebene parallele 
Componente von g, nämlich gcosi zu regen. 

72. 8 fei ein Punct auf einer Kugel beweglich, deren 
Gleichung Lex’+y’m’=r’; fo erhält man aus 2, in 
8. 69., a0 feßend: Zu 

mix dy_ 

mE IX _xX42ix, uber =Y-+2ly, m m 74. 
Iſt die befchleunigende Kraft die Schwere, fo heißt der Punct 
ein. mathematifhes Pendel. Um die Bewegung deifelben zu 
unterfuchen, nehme man die Are x vertical und pofitiv nach 
unten; fo wird X=mg, Y=0, Z=0, Schreibt man Im a ans 
ftatt 24, fo fommt: 


d’x d’y . as Z | J 
a er, = Ay, en 1. 


Diefe BGleichungen der Reihe nach mit dx, dy, da. muitplieht, 
geben nach Addition der Producte und Integration (vgl. 8.70.) 


2 
4 5) =4V Far). 2 , . 

Multiplicirt man die zweite der Gleichungen 1. mit 2, die dritte 
mit y, und ſubtrahirt, ſo kommt: 

zd’y— yd’z 

dt? 

Nun ift aber zd’y—ydrz—dlzdy—ydz); daher Fann man 
die Gleichung 3. fofort einmal integriven; man erhält 

zdy—ydz=cdt, 4. ’ 


wo c eine Eonftante. Diefe Gleichung lehrt folgende Eigenſchaft 
der Bewegung des Punctes kennen: Seine Projection auf die 


® 
29, d. 


a 
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muß.‘ Liegen beide Enbdpuncte in einer Horizontalen, fo bieibt 
dag gefundene Refultat ebenfall8 richtig; der Körper muß, um 
duch die Schwere am fehnellften von A nach E zu gefangen, 
die "ganze Cycloide AGE durchlaufen; feine Geſchwindigkeit iſt 
alsdann, bei der Ankunft in E, Null. 

Da Vı=la-sinty, desza sinay- ap, fo iſt die 
Fallzeit aberhaupt 


' vwaVEl dy= vV3; 


alfo 3. B. die Dauer des Falles durch die ganze * AGE 


gleich — 2. (In Sig. 15. it GD=a). 


Der Fall auf einer vertical oder auch ſchief liegenden Ey: 
cloide, deren Scheitel G zugleich der am tiefften liegende Punct 
ift, Hat noch eine andere bemerfenswerthe Eigenſchaft, nämlid 
die, daß ein ohne Anfangsgefhmwindigfeit in irgend einem Puncte 
derfelben entlaffener ‚Körper immer ‚gleiche Zeiten braucht, um im 
Scheitel anzulangen. Nimmt man in Sig. 15. die duch C ge 
bende Horizontale KC zur Age der y, KG zur Are der x, und 
fegt KG=h, Bogen CG=o, fo ift die Dauer des Falles von 
. h 
C nah G, wenn die Eycloide bertical fteht JS. = . vr 
Nun iſt o?==4ah, und allgemein, wenn s einen beliebigen in 
C unfangenden und zwifchen C und G endigenden Bogen be 
deutet, (o—s)?=4alh—x), . ‚nad einer ſchon æehrfach er⸗ 


waͤhnten Eigenſchaft der Cycloide; folglich (28 * 2a, und 


t . va: Sy — 


Man findet aber 





[In rer rn Ih 2) 4- Con; | 


ec 
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folglich JS. Vz mithin Do Zr alſo.⸗ 


unabhängig von h, mw. z. b. w. Iſt die Ebene der CEycioide 
nicht vertical, ſondern unter dem Winkel i gegen die Verticale 


geneigt, fo braucht man nur ftatt g die dieſer Ebene parallele 


Componente von g, nämlich gcosi zu fege. " 

72. Es fei ein Punct auf einer Rugel beweglich, deren 
Gleichung L=x’+y’+z2’=r?; fo erhält man aus 2. in 
$. 69., u—0 feßend: j Ä Ä 

2 
— —— m— . 
Iſt die beſchleunigende Kraft die Schwere, heißt der Punct 
ein mathematifched Pendel. Um die Bewegung deffelben au 
unterfuchen, nehme man die Are x vertical und pofitio nach 
unten; fo wird X—=mg, Y=0, Z=0. Schreibt man Am ans 
ftatt 22, fo fommt: 


d?x dy ,_ diz io 
erh, a? in 1. 


Ri 


Diefe Gleichungen der Reihe nach mit dx, dy, dz multhileitt, 
geben nach Addition der Producte und Integration (vgl. S.70.) 
(de\’_ı, a a 


Multiplieirt man die zweite der Gleichungen 1, mit z, die dritte 
mit y, und fubtrahirt, fo kommt: Ä 


zd’y—yd’z__ 


4 


Nun ift aber zd?y—ydtz—dlzdy—ydz); daher kann man 
die Gleichung 3. fofort einmal integriven; man erhält 
zdy—ydz=cdt, 4. » 


wo c eine Conſtante. Diefe Gleichung lehrt folgende Eigenſchaft 
der Bewegung des Punctes kennen: Seine Projection auf die 


2 


— 


Bu 
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durch den Mittelpunct der Kugel gehende Horizontals Ebene (zy) 


bewegt fi fo, daß der von dem Mittelpuncte nach ihre gezogene 
keitſtrahl in gleichen Zeiten gleiche Flächen überftreicht. Denn 
die. Kläche zwiſchen zwei Leitftrahlen it 4Nzdy—ydz) cf. $. 
403. 1.). Man fege nun: x=rcosYy, y=rsinıy cosg, 
z=rsinYsinp, fo findet fich leicht, duch Entwickelung de 
Differentiale dx, dy, dz (wie in $. 108, ©. 211. L, mobi 
aber r conſtant bleibt) 


de’—r?(dy24 siny?’dp?), zdy—ydz=r? siny? do. 
Sept man no x,=rcosa, fo geben die Öleichungen 2. u. 4 


Pay“ dp?)==(v,?-F2gr(cosy—cos a))dt? \ 

2 2 5. 

r siny? dp=—=cdt 

durch deren Integration V und als Functionen von t zu be 
ſtimmen ſind. Hier mag es genuͤgen, nur den Fall ſehr kleiner 
Schwingungen zu betrachten. Iſt nämlich die Anfangsgeſchwir—⸗ 
digkeit v, Null oder fehr Elein, und zugleich die anfängliche Ab⸗ 
lenfung (a) des Pendels von der Verticalen fehr Flein, fo lehrt 
die erfte der Gleichungen 5., daß cos w beftändig fehr nahe 1 
fein, und mithin Y während der ganzen Dauer der Bemegung 
fehr nahe Null bleiben muß; der Punct muß alfo Pleine Schwir 
gungen um die Verticale machen. Seine Geſchwindigkeit iſt über 


haupt in jedem. Augenblicke gleich V (2) + sin y? (7 


rin SE Ei ihre horizontale, —* die auf. jener ſenkrechte 


Somponente.e Würde die letztere nie Null, fo müßte das Per 
det beftändig fteigen oder  beftändig fallen; da dieſes offenbar 


nicht fein Fann, fo muß es Zeiten geben, für welche dr —=(. 


Einen folchen Augendficd nehme man ald Anfang, für iin ſei e—0 
und noch =. fo ergiebt fi aus 5., da zuglid Yy— 


138? sina?zav,?. und er’sina’=c, 6. 


⸗ 
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öder weil « ſehr Flein if, zv,=rea, e=er?a?. Da au 
av beftändig fehr Flein iſt, fo erhält man, mit Vernachläffigung 
der vierten und höheren Potenzen von « und U, cos V- cos 
—Ho?_y?), siny’—=w?; und mithin aus 5. 
ap EEE 
vw’dy=ea’rdt | —9 
Man betrachte zuerft den Fall, in welchem 25*0, alſo die hori⸗ 
zontale Anfangsgeſchwindigkeit Null iſt. Alsdann ift dy, 
oder 9 conſtant; die Bewegung erfolgt ganz in einer Ebene. 
Setzt man =) &, fo giebt die erfte der Gleichungen 7. 
dr — a | | 
van’ und dur Integration: B j 
at 4 Conet. ⸗ arc * Nimmt man auf beiden Seiten‘ 
* Seiten den Coſinus, ſo faͤllt das Doppelzeichen weg; man findet 


cos (st +)=%; oder weil für Ya, t=0 mird, 





folglih nd= 


cosC=1, und mithin 


ı 
Ya cosnt. 


Der Werth von u geht alfo beftändig zreifhen « und —a hin 
und her; die Dauer einer vollen Periode EDoppelfchwingung) 
findet man, wenn man nt==27 fegt, denn alddann wird Y zum 
zeiten Male gleih e, wie für t=0 zum erſten Male; dieſe 


Dauer iſt mithin gleich a 


Iſt e nicht Null, fo erhaͤlt man ein coniſches Pendel. 
Durch Elimination von do ergieht ſich aus 7., wenn wieder 
=n?r iſt: 
- 29° day? = (ar -y?)Cn? y?—8?a?) di? 
oder, wenn noch s?a?—n?y? geſetzt wird: 


. Dan fege 2 —alary?), fo wid Var—1— 2ay 
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way? [a Ip? pP)n?dt? ; 
—YUdv 

Var)" Ä 

Der Werh von %? geht mithin zwifchen den Grenzen a? und 
„° beftändig Hin und her. Zür 1=0 wird Vch nad de 
Vorausfegung; man kann aber den Anfang der Zeit fo 
wählen, daß: der Punct für t==0 zu fallen beginne, d. h. man 
Fann, ohne der Allgemeinheit zu fehaden, annehmen, daß «? art 
ger fei als 9°, wenn nicht beide einander gleich find. Faͤnde 
gerade dieſer befondere Fall ftatt, fo müßte * fortwaͤhrend 


mithin ndi⸗ 


gleich a? fein; alsdann wäre, nach 7., auch 92 F conftant; de 


Punet wuͤrde alſo mit gleichförmiger —8 einen hork 
zontalen Kreis befchreiben. 


Im Allgemeinen laͤßt obige Gleichung ſich auch fchreiba 
wie folgt: 
2 du 
V(a?—y?)2— (210? a? y?)2 
und giebt mithin durch Integration: 


ndt= 


* — 
20nt + Const.===arc cos den “N 7) 


oder, wenn man auf beiden Seiten den Sof nimmt, wodurd 
das doppelte Zeichen mwegfällt: 


. (@a?—y?) cos (2nt-+C) = 2%? —a?-——y?, 
Fuͤr iO wird ya, folglich cosC—=1, und mithin if 
2? mar -y?-Hoa?—y?)cos(2nt), 8. . 


Zur Beftimmung von dp hat man noch Wdpmsa2dt; folglich 


2ea?dt 


—  ” 





a3 y' 
und 
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266d.. =Va i. zu 2ndt _ 
dy= T (2-4?) (a-4-cos nt) "Foos a-4-cos (2nt)’ 
weil za (die Werthe von e,‘a,'y, n find fämmtlich als 
pofitiv zu Setrachten). . Hieraus erhält man durch Integration, 
wenn in 8.27. S. 72. das ‚dortige 2p=n— it geſetzt wird: 
1-ra cos 2nt 
a-#cos 2nt ’ 
oder auf beiden Seiten den Sinus nehmend: ı 
4-ra cos nt: ir 
sin (cap, un 
Nimmt man an, daß für =D, P—=0 iſt, fo wird sinG= 1; mithin 
.__1-racos2nt ,. 1—cos2p _ a1 4—cos2nt, 
cp = a-4-cos 2nt ’ oder 1-+c0s2p a1 4-+-00s2nt’ 


FA 


Const,— 2p == arcsin 








y? 
oder. endiich, weil 2 12 =. nag Kisgipung der Bund: | 


a gy—=yignt. 10, 


Hier iſt das pofitive Wurzelzeichen gewählt, weil, indem t von 
© an wächft, zufolge 9. auch 9 von 0 an ſtetig wachſen muß. 
Man hat, nach 8. 


— ————— —y?)co: ) Zur) 
| — 03 (cosnt)?-Fy? (sin nt)"; 
hieraus ergiebt ſich, zufolge 10. 
—* cösp?—=a?(cosnt)’, Wsinp?=y?(sinnt)”. 
Es iſt aber y=rsinWcosg, Zz=rsiny sinp; folglich, mit 


Vernachlaͤſſigung der, vierten und höheren Potenzen don p, 
' P?rtytcosp?, ?=r’y?sinp*, und mithin 


y?=@?(cöosnt)*, z?=y?(sinnt)?; 
fang 3 +: ——i; d. h. die Projection der Bahn des 


Vanciet auf die horizontale Ebene yz ft eine Ellipſe. Die Zeit 
45 \ 
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eines Umſchwunges um. die. Verticale findet man, wenn man 
— 27: feßt; alsdann wird nad 40. nt=2r (für pn 


wurde vorher ut=m); Diefe Zeit ik mithtn gleih 2m | E. 
W 


Heber die Beivegung mehrerer Punete, unter gegenfeitigen 
Anziehnugen. 


73. Man denke fh zunächft zwei freie Punete, zwiſche 
denen eine gegenfeitige Anziehung (oder auch Abftoßung) Statt 
finde, die irgend’ eine Function dei Entfernung ſei. Es far 
die Intenſitaͤt derſelben, fuͤr die Entfernung o; m und m’ ik 

aſſen der Puncte, : x,yzudx,y,z ihre Coordinaten in 
Bezug auf drei unbewegliche rechtwinkliche Aren; fo-find dx 
Componenten ° der aufm wirkenden Anziehung von m’:X 


Eu, an, nn wohn 





. die doppelten Zeichen noch undeftimmt bleiben Fönnen, (nur müfe 


entweder alle oberen zugleich‘, oder alle unteren zugleich gelten); 
die Eomponenten ‘der. uf m toirfenden Anziehung find —, 
—Y, _Z. Man erhält demnach zur Beftimmung der Bene 
gung der Puncke, deren jeder eine beliebige Anfangsgeſchwindiz⸗ 
feit erhalten zu haben borausgefegt wird: 


d’x . d? q% 
m ie X, — Y, ae 2. 
‚d’x ‚day” der’ 1. 


J 


Addirt man die unter einander ſtehenden Glecchungen, ſo Fommt 


m x ‚d?x’ dx ‚dx’ 
mr — m — RE 0, alſo durch Integration —5AB FT 


u. ſ. f.; es gelten ae folgende Zn 


de’ ‚dy’ 
5 mm Cu md & +mS =, — =, 2 
| 
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in welchen a, 8, y Eonftanten find. Diefe Gleichungen lehren, 
dag die Summen der Bewegungsmomente der Puncte, nach jeder 
der drei Aren, unveränderlich find, oder mit anderen Worten: 
Denkt man fich die den Bemegungsmomenten der Puncte gleich: 
geltenden Kräfte an einem gemeinfamen Angeiffspunete O in ih⸗ 
ven Richtungen angebracht, und in eine Refultante vereinigt, 
welhe man das refultigende Bewegungsmoment nennen Fann; 
fo ift dieſes, während der ganzen Dauer der Bewegung, nad 
Richtung und Größe, unveränderlih. Diefer wichtige Sag läßt 
fich auch leicht ohne Hälfe des Rechnung beweifen. Denn es 
ſei B das vefultivende Bewegungsmoment in ivgend einem. Au⸗ 
genblicke; ſo kommt in dem folgenden Augenblicke die Wirfung 
der Anziehung zwiſchen m und m’ hinzu, und um die Nenderung 
von R zu finden, muß man die den Puncten durch fie ertheilten 
Bewegungsͤmomente (oder, was einerlei iſt, die Ihnen gleichgel: 
tenden Kräfte) in ihren Richtungen an demfelben Puncte O an: 
bringen, wo fie aber, weil einander gleich und entgegengerichtet, 
‘ einander aufheben. Mithin bleibt R pehrend der ganzen Dauer 
der Bewegung unverändeslich; mw. 3. b. w 0 


Diefe Höchft einfachen Betrachtungen geftatten noch weitere 
Ausdehnung. Bringt man nämlich an dem Puncte O jedes der 
Bevegungsmomente von m und m’ nicht allein in feiner Rich: 
tung, ſondern auch in entgegengefeßter an; fo erhält man, mit 
Hinzumahme der wirklichen Bewegungsmomente don m und m), 
außer der Refultante R an O noch zwei Paare von Bewegungs: 
- momenten, welche fich fofort in ein einziges jufammenfegen laſſen. 
Denn der Umſtand, daß die Puncte m, m’, O nicht feſt, und 
überhaupt gar nicht mit einander verbunden find, Bindert nicht, 
ans den an ihnen vorhandenen Kräften folche Combinationen zu 
bilden, wie Mittelfraft und zufammengefebtes Paar find; aus 
demfelben folgt nur, daß diefe Combinationen in dem gegenwär; 
tigen Falle nicht fuͤr die Kräfte felbft gefegt werden, oder ihnen 
nicht gleichgelten koͤnnen, wie bei feftverbundenen Puncten- der 
Fall fein wuͤrde. Diefes wird aber auch nicht behauptet, Denkt 

157 , 
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man ſich nun In’ irgend einem Augenblicke der Bewegung das 
zuſammengeſetzte Paar der Bewegungsmomente in Bezug auf 
den beliebig gewählten Punct O gebildet, fo iſt erſtens klar, daß 
daffelbe unveränderlich bleiben würde, wenn feine gegenfeitige 
Anziehung weiter Statt fände, und mithin die Punete m md 
m’ von mm an gleichförmig in gerader Linie fortgingen. . Denn 
das Moment einer Kraft in Bezug auf einen Punct (O) ändert 
ſich nicht, wenn der Angriffspunet der Kraft in dee Richtung 
derfelben beliebig verlegt wird. Im nächften Augenblicke werden 
nun. die Bewegungsmomente dee Punrte duch die Anziehungen 
zwiſchen ihnen: geändert; da dieſe aber einander gleich und ent 
gegengerichtet find, fo bilden fie zuſammen ein Paar, deſſen Breite 
Null ift, und durch deſſen Hinzutreten mithin das zuſammenge 
fegte Paar der Bewegungsmomente nicht: geändert. werden Fann. 
Man fieht fogleich,, daß vorfiehende Schlüffe nicht aus 
ſchließlich für zwei, fondern überhaupt für beliebig viele Puncte 
‚gelten, und nichts ‚weiter vorausfeßen, als daß die auf fie wir 
enden befchleunigenden Kräfte in jedem Augenblicke einander zu 
zweier gleich und entgegengerichtet find Coder ſich in je zwe 
fotche zerlegen laſſen). Unter diefer Borausfegung bleiben alfo 
für beliebig viele Puncte das vefultirende Bewegungsme 
ment und das vefulticende Paar der Bewegungsms 
mente, in Bezug auf einen beliebig gewählten Punct 
O, während der ganzen Dauer der Bewegung gaͤnz⸗ 
lich unveraͤnderlich. 


Nachdem der Punct O für irgend einen Augenblick der Be 
wegung beliebig im Raume gewaͤhlt iſt, kann man entweder in 


jedem folgenden Augenblicke wieder denſelben Punct wählen, oder 


auch jeden anderen O’, der von O aus in der Richtung: des re⸗ 
fultivenden Bewegungsmomentes (R) liegt, um nämlich immer, 


nach Ebene und Größe, daffelde zufammengefegte Paar der Be 


wegungsmomente (e8 heiße Q) zu erhalten. Wird nämlich uͤber⸗ 
haupt ftatt O ein anderer Punct O' gewählt, fo ändert fich die 
fes. Paar Q@ nur daducch, daß zu ihm. ein neues hinzutritt, wel 


f 
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ches entfteht, indem man die Kraft R'in ihrer Richtung und in 
entgegengefegter an ©’ anbringt, wodurch die einzelne Kraft R 
an O’ und das Paar (R, —R) au dem Arme OO’ erhalten | 


wird. Diefes Paar, mit dem Paare Q zufammengefegt, giebt 
Das dem 'Puncte O' entfprechende zufammengefeßte Paar der 
Bemwegungsmomente O'. Wenn nun der Punct O’ von O aus 
in der Richtung von R liegt, fo. ift das Paar .(R, —R), offens 
bar Null, alfo das Paar Q’ einerlei mit Q;w. z. b. w u 


74. Diefe Saͤtze laſſen fich noch auf eine andere Art aus: 
druͤcken , wäde die in ihnen enthaltenen Sigenfchaften der Bes 
wegung ſehr anſchaulich macht. Segt man naͤmlich mys-Hın’x 
==(m-+m')u, my y=(m-Fm)v, mz-+m'z =(m-m )w, 
fo erhält man aus den Diesen 2. des vorigen g. ſofort: 


—E 0, mtl —* Ar 86, —E Fr ——y, 


Der Punct, deffen Coordinaten u, v, w durch die vorhergehenden 
Gleichungen beſtimmt ſi ſind, wird zuweilen der Mittelpunct der 
Maſſen m.und.m’ genannt; da er aber, wenn man ſich an m 
und m’ parallele und dieſen Maſſen proportionale Kräfte in 
gleihem Sinne angebracht vorftellt, oder. wenn man fich die 


Maffen als ſchwer denkt, ihr Schwerpunct fein würde, fo nennt _ 


man ihn gewöhnlich den Schwerpunct der Maſſen. Doch muß 
man bemerken, daß von parallelen Kräften und insbefondere von 
Schere hier gar nicht die Rede ift. Nach den vorftehenden 
Formeln find die Geſchwindigkeiten dieſes Schwerpunctes nach 
den Aren unveraͤnderlich; derſelbe iſt alſo entweder beſtaͤndig in 
Ruhe (wenn a, ß, y Null find), oder er bewegt ſich gleichförz 
mig und geradlinig. fort; unter allen Umftänden aber ift feine 


Lage in jedem Augenblicke gänzlich unabhängig von den gegenfeis 


tigen Anziehungen zwifchen m und m’. 
Aus den Gleichungen 1. des vorigen 8. erhält man ferner: 


m(xd?y—yd? d’y'—y'd’x 
mE —yuRy, Way yar)_ -H-Xy); 


4 
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folglich durch Addition auf der rechten Seite: 


Ya—r)-Ay-)=# UF) - E-O-YII 
mithin auch — | 
m&d’y-y may) 


Diefe Gleichung laͤßt fi Anm fofort integeicen; man erhält 
(vgl. 8. 72. 3.) 
— —— ———— —x. 
dt 
Auf vieſehe Bee ergeben fich die beiden ähnlichen: 


m(zdx—x dz)-Hm‘(z’ dx’ —x dz)_, 3. 
We TR =k' { 
m(ydz—z dy)-Hn'( ydd—zdy))__,» 

Du 2620 
Die Glieder auf der linken Seite drücden die Componenten dei 
zufammengefeßten Paares Q, in Bezug auf den Anfang der Coor 
dinaten, aus, wie man augenbliclih flieht, wenn man bemerkt, 

dx dy _dz fe 
dag hir m je mM, mr die Componenten der an dem 
Puncte (x, y, z) vorhandenen Kraft find, welche mithin in de 
Ausdrücen für N, M,L ($. 16.) anftatt Pcosa, Pcosß, 
p cos y geſetzt werden muͤſſen; ſo wie ebenfalls m = für 
p’ cos.d”, u. ſ. f. Die vorftehenden Gleichungen enthalten mithü 
den Sat von der Unveränderlichkeit des zufammengefeßten Paarel 
der Bewegungdmomente, für zwei Puncte. Denkt man fich fer 
ner aus dem Anfange der Coordinaten (O) Leitftrahlen Om, 
Om’ nach m und m’ gezogen, fo ftellen die Zähler auf der Ir 
Ten Seite die doppelten Summen der unendlich Fleinen Flächen 
dar, welche die Projectionen von Om und Om’ auf die Ebenen 
xy, 2x, yz in der Zeit dt überftreichen; die Gleichungen 3. leh⸗ 
ren mithin, daß jede diefer Summen dem Differentiale der Zeit 


8 
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proportional ift, woraus, da die Coordinaten⸗ Ebenen ganz belie⸗ 
big ſind, folgender Satz hervorgeht: 

Die Summen «der Fiaͤchenraͤume, welche die Projlctionen 
der bon: einem unveränderlichen nach den beweglichen Puneten 


gehenden Leitſtrahlen, auf eine unveränderlihe Ebene, in gleichen 


Zeiten überftreichen, find einander glei. 

Die bisherigen Säge laffen ſich auch ausdehnen. auf die res 
fativen Bewegungen der Puncte in Dezug auf irgend einen 
Punct O', der in gerader Linie gleichförmig fortgeht. Denn es fei 


a die Gefchtoindigfeit von O’ und man denke fi an dem Puncte 


m dad Bewegungsmoment ma in der Richtung der Bewegung 
von O’ und in der entgegengefeßten (alfo ma und —ma) an 
gebracht; eben fo m'a / und —ın’a an m’, u. f. f. an allen Pun⸗ 
cten, fo viele deren fein mögen; wodurch nichts geändert wird. 
Seht man nun —ma mit dem wirklichen. Bewegungsmoniente von 
m in eine Refultante mv zufammen, fo hat nunmehr m eine der 
von O' gleiche und parallele Geſchwindigkeit a, und eine relative 
Geſchwindigkeit v gegen O'; von den übrigen Puncten gilt daſſelbe. 
Es iſt nun klar, daß man ſich die allen Puncten mit O'. gemein: 
fome Geſchwindigkeit a ganz. hinweg denken, alfo O’ als ruhend, 
und an den Puncten m, m,. nue noch die Geſchwindigkeiten 


v, v;,.. al8 vorhanden annehmen fann, wodurd diefer Fall ganz. 


‚auf den bisher betrachteten zurüchgeführt wird. Demnach ‚bleibt 
die. Refultante R' der relativen Bewegungsmomente mv, m'v'«, 
und eben fo ihr zufammengefetes Paar, gebildet in Bezug auf 
O'; (e8 heiße Q’) fortwährend unveränderlich. 

im diefes auch noch durch Rechnung zu zeigen, feien &, 77, ⸗ die 
Coordinaten von O' in Bezug auf den unbeweglichen Anfang O der 
x, — die Are der x falle in die Richtung der Bewegung von O', fo 
d d d 

= a, =), =; und S=at-Fa', 7==0, (==0. 
Kun And &_S ‚uff die Componenten der relativen Ge⸗ 
ſchwindigkeit von m gegen O'; und ta nach 2. im vorigen 8. 
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m— m — ==o, oder überhaupt <m ne —o if, fo kommt 


(FE —a am, Su (dr=%) —?, Zur an( da) — 


Ferner if zn (re) (nad) 8.), ImY=B, Zmy= 
Bt-+B'; folglich 

s.f &-Ddy-ylds-dH)\,_ x säy- gi d£. 
— Dir Er) Su (eär ze) gun 


—my 








Eee, 
d. h die der Ebene xy parallefe Componente (k,) von Q’ ift con 


ftant; und eben fo find es die übrigen. Iſt insbefondere O’ der 


Schwerpunct, fo wird, weil die von ihm durchlaufene Gerade 
hier als Age der x zu nehmen if, Smy==0, alfo B=0, B’—0, 
und mithin k,=k; Oberhaupt R. alsdann das Paar @’ einer: 
lei mit 2% Ä 


75. Um die Bewegung der beiden Puncte m und m’ näbe 
zu beftimmen, nehme man von jegt an ihren Schtwerpumet zum 
Anfange der Eoordinaten, fo wird mı+-mr==0, my+-m’y'=0, 
mz+-mz'=0; folglih auch 

mdx-+mds’=0, mäy-Fmdy'=0, mdz-m’dz =0. 

Es fei noch die Ebene xy parallel der von Q; fo wird in 3. 

k’==0, x0, und k gleih dem Momente von Q. Kerner er 

hält man aus den vorftehenden Gleichungen m'm'(x’dy'—.y’dx’) 

—mm(xdy—ydx), u. f. f.; fchafft ‚man mit Hülfe diefer Aus: 

drücke die Coordinaten von m’ aus den Öleichungen 3. weg, fo fommt: 
km’ 

| | m--m' 

Multiplicirt man diefe Gleichungen der Reihe nach mit z, y,x, fo 
kommt auf der Iinfen Seite Null, mithin ift hz=0, oder z==#, 
und folglich auch 20. Zur Beftimmung vonx, y, hat man demnach 
bie jegt eine Gleichung, nämlich: sdy—ydx==hdt, Um eine zweite 
zu erhalten, nehme man die Orundgleihungen (k., 8. 73): 


xdy-ydr—hät, zdx-xdz==0, ydz-zdy=0, wo —E 
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dr _, Ra) „Uy_ERO-N), 


m In == E m Toller E: 


Man hat: m Km, m ya) 0229,72 


folglich auch 

m NN. 
Nach Wegſchaffung von x’ und y gie ß 9 daher aus den 
vorigen: | Ä N 


/ ‚d?x \ m Rx ay_ Ry 
an = en mm), mm —I= mm my 


Hier muß aber, wenn m und m’ einander anziehen, ‚von den . 


beiden Vorzeichen das. untere genommen werden; denn da der 
Schwerpunct fih beftändig zwifchen.m und m’ befindet, fo wird 
jeder Punct nach ihm, d. i. nach dem Anfange der Koordinaten“ 
hingezogen, mithin iſt z. B. die Zunahme ſeiner Geſchwindig⸗ 
keit nad) x, und alſo auch feine Beſchleunigung * negativ, 
wenn? poſitiv, und poſitiv, wenn x negativ iſt. Multiplicirt 
man nun die erſte obiger Gleichungen mit dx, die zweite mit 
dy, addirt die Produete, und fehreibt dsd?s anftatt dxd?x-dyd?y, 
fo erhält man, zugleich das untere Zeichen nehmend: 


is _ Rordehydy) 
mr: =— (m m-+-m m‘) f} 


oder weil m'?o do⸗ = (mm X cry: i 5) if: 


76. Nach dem von Newton entdeckten und durch alle 
fpäteren Unterfuchungen immer mehr beftätigten Gefege der. all 


gemeinen Gravitation ziehen je zwei materielle Puncte im Raume. 


einander mit einer Kraft an, welche ihren Maflen direct, und 
dem Quadrate ihrer Entfernung umgefehrt proportional iſt. 
Es wuͤrde hier zu weitläufig fein, anzugeben, auf welche Weife 
dieſes Geſetz aus Keplers fpäter zu erwähnenden Entdeckungen 


⸗ 


* 
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uͤber die Bewegungen der Himmelskoͤrper hat koͤnnen hergeleitet 
werden; die nachſtehenden Betrachtungeu beſchraͤnken ſich nur 
darauf, einige der einfachſten Folgerungen aus ihm zu ent 
wiceln. Es fei c die AIntenfität der Anziehung zwifchen zwei 
der Einheit, gleichen Maſſen in der Einheit der Entfernung, f 
cmm' 


ift, unter der Voraysfegung des angegebenen Geſetzes, R— — 
mithin verwandelt ſich die vorhergehende Gleichung in: 





ds dꝰs ___em'm’ ‚de 
nm 
oder durch Integration in. 
7 —RX em 1 5 +Const.) 
\ Außer diefer Gleichung hat man 10% Kdy—ydi—hdt. Man 
feße x=rcosQp, y=rsing, fo wird x’+-y’=r?, mithe 
mo==(m-+m)r, und zugleich 
">... zdy—ydı=r?dgp, ds’=dr’+r’dp?. 
Sest: man dieſe Werthe in die vorſtehenden Gleichungen ein, 
ſo kommt 


irrt em 2em" GH) ar und | rdp—hdı, | 





(m-+m)? 
wo f eine Conſtante iſt. Es ſei ferner zur Abkuͤrzung 


m'V 2cm'. 
— =9 qt= 9, h=g, fo kommt: 


dr’+r?dp?’= (+ 2 )aor, dp yd9, 1. 





Um diefe Gleichungen meiter zw integriren, fee man r—=— 
alsdann kommt: | 
dz2?+2?dp? =(f+z)z149?, dp=yz?d9, 
und mithin, nach Wegfchaffung von dO, 
—XEE 
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Wird hieraus der Werth von dp entwickelt, fo ergiebt ſich 
. Aeytdı —. 
du Va Por — ⏑—⏑— Br 
Die Größe f muß demnach pofitio fein; man fee alfo 
sr riet, . 
+2,?dz 


fo fommt g=7:= ae 
OL kann yır— 
und duch Integration P-+-Const==Farc cos —, wo 


man ſich e poſitiv denken kann. Nimmt man auf beiden 
Seiten den Coſinus, und ſchreibt noch 9 anſtatt 9 Const., 


anſtatt z, ſetzt auch 2y°=p, fo ergitbt ſich cos A, 
oder rl-pecosP)=p. 2. nz 


In diefer Gleichung find e und p pofitive, übrigens aber noch 
unbeftimmte Conftanten, weil fie von den vorigen Eonftanten f 
und » (oder h) abhängen. ine deitte Conftante in derfelben 
ift dadurch befeitigt, daß ꝙ anftatt P--Const. geſchrieben wor⸗ 
den. Nimmt man fofort den Fall aus, in welchem p==0, '(in 
diefem Falle wäre .auh Y==0, und mithin ſchon nach 1. dy=0; 
die Puncte wärden ſich dann In einer geraden Linie bewegen); 
fo giebt die Gleichung 2. eine Curve. zweiten Grades. Dieſelbe 
ift ein Kreis für e=0, eine @llipfe, wenn e<1, eine Parabel, 
wenn e—1, und eine Hpperbel, wenn e>1. Der Schwers 
punet iſt in jedem Falle zugleih ein Brennpunct derfelben, 
Verlangt man die Gfeihung in rechtwinklichen Eoordinaten, fo 
ift zuerſt r?=(p—ercosp)? und x==TC0s9, yarsinp; 
mithin ’+y’ ==(p—ex)?, woraus folgt: 
[A—e’)x+ep]’-HA1—e?)y’=p”. ! 

Es werde nunmehr angenommen, daß e<i, alfo die Bahn 
elliptiſch ſei. Bezeichnet man ihre Halbe große Are mit a, die 
halbe fteine mit b, fo giebt die vorfishende Gleichung: 


[x 
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b=—t 7, mithin ap—=b?. 
—e 


— — 

1—e?’ ' V 1— 

(p iſt der halbe Parameter.) | 
Zur Beftimmung von © hat man noch: 


+%?dz 
Ver— (2y2°-1)?' 
weil beide Ausdruͤcke gleich dp find; fegt man twieder = ftatt 
zZ, und >—p, mithin 9=V? p, ſo kommt 


'49= FV%p-rdr 2 2p-rdr 
Verr’—p—n? — —(1-—e?)r?" 
2a-rdr 

— — 


ao⸗ 9*— 2a-rdr ° 
"Va ei (ar)? 


Im. diefe Formel leicht zu integriren, ſete man a-2a e cos v, 
ſo erhaͤlt man ſofort: 


4407ö—2 ale cosv)dv. 


Da die, Zeit beftändig wachfend, oder dt und mithin auch da 
immer poſi tiv gedacht wird, ſo muß in dieſer Formel das poſitive 
Zeichen für ein zunehmendes, das negative für ein abnehmendes v gel; 
ten.. Aus der zweiten der Gfeichungen 1. geht aber, da man je 
denfalls y als pofitiv anfehen kann, hervor, daß 9 mit der Zeit 
beftändig waͤchſt; demnach folgt aus 2., daß r zwifchen den Grenzen 
wer und > beftändig hin und hergeht; umd da Diele 
Grenzen einerlei find mit find mit ali—e) und all-Fe), fo 
folgt, daß auch cosv alle Werthe zwifchen —1 und +1, in 
inimer wiederfehrender ftetigee Folge, erhält. Man Fönnte fi 
demnach v zuerſt von O bis  wachfend, denn wieder von = bis 


vı?d9= 


oder, weil p=all—e), d49= 


vithn | 


AM. 
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0 abnehmend vorftellen; man kann fi aber auch v von O bie 
27, und wenn man will noch. weiter, befrändig wachfend denken. 
Demnad gilt, unter der zuläffigen Borausfegung eines. mit der 
Zeit beftändig wachſenden v, in obiger Gleichung das vof tive 
Zeichen, und man erhaͤlt durch Integration: 


O=aV 2a(v—e sinv), Io. 
wo feine Sonftante Hinzugefügt zu" werden braucht, wenn man 
für v=0, 9=0, mithin t=0 annimmt. „Man hat demnach 


‚die Gleichungen: 


r=a(l1—e cos sv), garen), 3.:. 
welche, mit duͤlfe von 2., die Bewegung von m, und folglich 
auch die von m’, beftimmen. Beide Puncte befehreiben um’ ren 
Schwerpunct O ähnliche Ellipfen, welche einen Brennpunct in 
O haben, und deren große Aren den Maſſen umgefehrt, propor⸗ 
tional -find.. Die gerade Linie mOm’ überftreicht bei der Bewe⸗ 
gung in gleichen Zeiten gleiche Flächen, was auch von jedem 
ihrer ‚Theile Om und Om’, einzeln genommen, gilt, da dieſe im⸗ 
mer einander proportionirt find. Die Zeit eined Umlaufes (T) 
ergiebt fich aus 3. für v==2r7; man findet — 
mu cm’ 7— | ent ]/ 2. E | 

cm \ 


oder wel ⸗—⸗ mm * 


Verlangt man die relative Bahn von m in Bezug auf m’, fo 


find die relativen Coordinaten von m, nämlich x — und y-y' | 


als Sunctionen der Zeit auszudrücden. Man hat aber m’/(x—x') 
= (mm), und x=rcos9Q, alfo m/(x-“)=(m-Fm’)rcosQp, 
und eben fo m(y—y)=(m-+mrsing. Um die Gleihung 
der relativen Bahn anzugeben, fege man 0? =(ı—x?--(y--y')?, 
wie oben, alsdann ft me=—=(m-Fm’r; eliminiet man nun r 
aus 2. und 3,, fo kommt on 


(m-F-m’)p alt ) 
m' 


o(i+ecosp)= ,‚ 0= —— (l=ecosv), 
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ta) ——— ve sin v). 


Die halbe große Are a’ der elliptiſchen relativen Bahn von. m gegen m’ 
iſt mithin HI, 


ein, ſo kommt, wei p=all—e?), 
e(i-Fe 008 Y)zza(1—e?), e==a/(1—e cos » 


t= 
"UV am um) e sin v). 
Die Umlaufsgeit ft T, wie a ne Tann auch ausgedruͤckt 





; führt man dieſe in vorſtehende Gleichungen 








werden durch T=?2na dm m mfm)‘ 


77. Nimmt man an, daß zu m und m’ noch ein deitter | 
Pandt hinzukommt, welcher wieder die beiden vorigen nad 
dem nämlichen Gefeße anzieht und von ihnen angezogen wird, 
fo erhäft man Die berühmte Aufgabe der drei Körper, deren volk 
ſtaͤndige Loͤſung bisher der Integralrechnung nicht gelungen iſt. 
Sind die Maſſen von m und uw gegen m’ fehe klein, und ver 
nachläffigt man, bei einer erften Annäherung wenigftens, die Brücke 
= 5 fo fann man auch m’ als im Schwerpuncte felhk 
ruhend betrachten, und die gegenfeitige Anziehung ztoifchen m 
und u unberuͤckſichtigt laſſen, weil diefelbe in jedem Augenblicke 
gegen- die Anziehungen von m’ auf m und ſehr Elein ift (fo 
lange nämlich zwifchen den Entfernungen der. drei Puncte m), 
m, » nur endliche Verhältniffe vorausgefegt werden), Alsdann 
befchreibt erftens jeder der Puncte m und u um m’ eine € 
fipfe, die einen Brennpunct in m’ hat, und bewegt fich zwei⸗ 
tens in derfelben fo, daß der von m’ nach ihm gerichtete Leit 
ſtrahl in gleichen Zeiten gleiche Slächen überftreicht. Die Umlaufs⸗ 
zeit von m ift nach dem vorigen $., wenn man die Maſſe von 
m’ als Einheit nimmt, und den nach der Vorausfegimg ſeht 


Rn, \ 


/ 
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kleinen Bruch m . auch bier weglaͤßt, weil er ſchon vorher überall 
vernachläff igt if, T T=m)/ 2 — ; und eben fo ift die um⸗ 


lauftzeit von m, T2ma/ =, wo a und a‘ die halben 


geoßen Aren der Bahnen voh m und Fe find; folglich iſt 
T?_4n° _T® ; 

Ss” ze dv. 5. dr ttens, die Quadrate der Une 
laufszeiten beider Puncte verhalten ſich, wie die Cuben der see 


Ben Axen ihrer Bahnen. - 


Diefe dreii Geſetze hat zuerſt Kepter in "den Bewegungen | 


. der Planeten um die Sonne erfannt;. daher fie feinen Ramen 
führen. . Wie fich diefelben aus dem Gravitationsgefege herleiten 
laſſen, iſt fo eben gezeigt werden; es geht zugleich hervor, daß 
fie Annäherungen find, die bei dem Planetenſyſteme, mehrer 
gimftigee Umſtaͤnde wegen, ſchon ſehr genau zutreffen. 0.3 

Daß man die Körper des Sonnenſyſtemes, bei der Beftim- 
mung ihrer gegenfeitigen Anziehungen nach dem Grabitationsge⸗ 
ſetze, als bloße Punete betrachten kann, folgt, wie man leicht 
einſieht, zuerſt aus ihren großen Entfernungen von einander, laͤßt 
ſich aber auch noch unabhaͤngig von dieſem Umſtande auf andere 
Weiſe darthun. Man kann nämlich beweiſen, daß eine Kugel, 
die entweder uͤberhaupt gleichartig iſt, d. h. deren Theile, bei 
gleichem Volumen immer gleiche Maſſen haben, oder die aub 
gleichartigen Schichten zwiſchen concentriſchen Kugelflaͤchen be⸗ 
beſteht, einen außer ihr befindlichen Punct, anf den ſie nach dem 
Graditationsgeſetze anziehend wirkt, eben fo anzieht, als ob ihre 
Maſſe im Mittelpuncte vereinigt wäre. Da nun die Sonne und 
die Planeten beinahe die Geftalt von Kugeln haben, fo zieht jeder 
dieſer Körper, wenn er auch in feinem Innern nicht gleichartig, 
fondern nur aus gleichartigen Schichten zufammengefegt ift, einen 
außer ihm befindlichen Punct nahe eben fo an, als ob feine ge 
ſammte Maſſe im Mittelpuncte vereinigt wäre. 


. Um den angegebenen Sat; zu bemweifen, denke man fich eine 


\. 
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gleichartige Kugelſchaale, von überall gleicher und unendlich klei⸗ 
ner Dicke s; der Halbmeſſer ihrer Dberfläche (ob der äußeren 
‘oder inneren, iſt einerfel), fei r; der Abſtand des angezogenen 
Punctes m nom, Mittelpuncte C ſei . Man nehme C zum 
Anfange der Eoordinaten, die Gerade a zur Are der x, und fege: 
z=rcosYy, y=zreinYycosp, z=rsinysngp; alfo 
x? +-y’+z’=r?. Hiernach ift ein unendlich Fleines Element 
der Kugelflaͤche or? smwdpdy, das Volumen eines Ele 

mentes der Kugelſchaale ew, die Maſſe diefed Llementes, wegen 
der Gleichartigkeit der Schaale diefem Volumen proportional, 
gleich wew, und: feine Anziehung auf die Maffe mugleich 


— =, wo k eine Eonftante und e=V a®+r?-2arcosy 


.e 
den Abftand zwiſchen w und m bedeutet. Die Richtung. der 
Anziehung . bildet mit den Aren x, y, z Winkel, deren Eofınus 
—, 2.7 — find; Ihre Eomponenten find mithin ee 
2 kur men fi fieht jedoch, daß die Reſultante aller An 


ziehungen.in die Richtung der Age x, fallen muß; alfo muͤſſe 
‚die mit y und z parallelen Componenten einander aufheben, wi 
auch die Rechnung leicht ergiebtz die .gefammte Anziehung if 
demnach parallel mit x umd thre Intenſitaͤt (fie heiße if, 
weil w=r? sin vdꝙ dy, J 


| \ | | | ——— 


das Integral zwiſchen den Grenzen 9g=0 und 9=2n, y=d 
und Y=r genommen. Die Integration nach 9 kann fogleih 
vollzogen werden; man erhält 

—2nkr?Q, 


wo das Integral SE — sinwdy vorläufig mit Q bezeich⸗ 


net if. Um dieſes (it zu erhalten, bemerke man, daf 
er, mithin, wenn man bie Ableitung nad 
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| a(2) 
immt, AO _a-cX e/__141 del. 
a nimm, = ift. Ferner ift a. = 
D ſetʒt man ae dag Integral ST "sin vd =R, fo if 
dR 





— 1 Nun findet man aber te, mit Ruͤckſicht auf. 


den Werth von o, nämlich Tea —2ar cos, 


SF V du fee dcos YV__ 24 Const, 


folglih wenn man die Werthe von E ir v0 md yon 


mit o, und o, bezeichnet, Rue, Man bemerke, daß 


0, und o, weſentlich poſitiv find; und daß zugleich g,°—=(a—r)? 





und &,?=(a-+r)?, iſt. Liegt nun der angezogene Punct ins 


nerhalb der Rugelfchaale, fo ift r—a pofitio, mithin E,—=r—a, 


und zugleich Art; alſo 01-00 —2a. Hieraus folgt 
R=2, und N) alfo i=0, d. h. die Reſul⸗ 


tante aller Anziehungen der Kugelfchaale auf einen innerhalb ders- 
ſelben liegenden Punkt ift Null. Liegt Aber der Punct außer 
Halb der Kugelſchaale, To, ift und  =a-—ı, J | 


mithin J—V und R—" -, folglich 0=-Ie 


2 und die Anzlehung 





Isrkr? 


' genau fo groß, ald wenn die Maffe der Kugelſchaale im Mittels 


puncte vereinigt wäre. Man fieht aber, daß der Sag von einee . 


vollen, aus gleichartigen Schichten beftehenden Kugel gelten muß, 


ı wenn er von jeder einzelnen Schicht gilt, Eine ſolche Kugel 


zieht demnach einen außer ihr liegenden Punet fo an, als ob ihre 
Maſſe im Mittelpunete vereinigt wäre; w. 5. b. w. 
Ä - 46 
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Iſt M die Maffe der Kugel, m die des angegogenen Punctes 
in dem Abftande a vom Mittelpuncte, der aber nicht Fleiner fein 
muß als der Halbmeffer der Kugel, fo ift demnach die Anziehung 


gleich en, wenn fie für die Einheiten der Entfernung umd 


der Maffen gleich c gefeßt wird, wie früher. Die Anziehung 
der Kugel auf einen an ihrer Oberfläche befindlichen Punct von 


der Einheit dee Maſe iſt mithin gleich SS, wenn r der Halk 
meffer der Kugel ift. 





78. Wäre die Erde genau eine aus gleichartigen concentri; 
ſchen Schichten beftehende Kugel, und hätte fie Feine Axendre 
bung, fo würde die Schwere lediglich aus ihrer Anziehung 
entftehen, und mithin an allen Drten der Oberfläche gleich und 
nah dem Mittelpuncte gerichtet fein. Aus der Drehung de 
Erde um ihre Are entfpringt aber noch eine Schwungfraft, di 
an verfchiedenen Orten der Oberfläche verfchieden if. Es fü, 
unter Borausfegung der Kugelgeftalt der Erde, r ihr Hal 
mefler, % die geographifche Breite eines Punctes der Oberfläche, 
eo der Halbmeffer des durch ihn gehenden Parallelfreifes, v di 
Geſchwindigkeit des Punctes vermoͤge der Drehung der Erde, 
T die Dauer einer Umdrehung, fo ift ud ‚0=Lr cost; 
und die Intenfität der Schwungfraft, auf die Einheit der Maſ 
zuruͤckgefuͤhrt, ift u u Y, Da diefe da 
Punct in der Richtung des Halbmeffers ꝙ von dem Mittelpumt 
feines Parallelfreifes zu entfernen ftrebt, fo bildet fie mit m 
nach dem Mittelpuncte gerichteten Anziehung (deren Intenſitä 
G fei) den ftumpfen Winkel an—Y. Bezeihnet man die Ref 
tante: beider Kräfte mit g, den Winkel, den fie mit der Richtu 
von G Bilder, mit 2, und. zerlegt die Kräfte nach der Richtu 


von G und nach einer darauf fenkrechten, fo kommt: 
{ 















N Der ur .. 
| 


" | | 
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Bo en gsinA= 


An’r cosy siny 
—57 
Dieſe Reſultante g würde, unter der Vorausſetzung der Kugel: 
geftalt, die Schwere an der Erdoberfläche fein. Setzt man 
Arı?r: 


* =uG, fo kommt: 





g cosA—=G(1—ucosy?), gsinA=1uG sin Ab. 
Um den Werth von w zu finden, kann man, da es fich hier nur 
um eine ohngefähre Beftimmung handelt, in der Gfeichung 


von der Veränderlichkeit der Schwere abfehen, und 





An? 
KT, E 
ohne Weiteres für G den in $. 66. angegebenen Werth von g 
ſetzen, der von dem hier erforderlichen nur wenig abweichen kann; 
nimmt man noch den Umring eines groͤßten Kreiſes der Erdku⸗ 
gel 2rr—127,9 Millionen pr. Fuß, und T==86164" (Dauer 
eines Sterntages), fo findet man 

_ 2.127,9.10° 
— 31,265 (86164)? 


und hieraus = beinahe. , Da auch A, in Theilen des 


Halbmeſſers ausgedruͤckt, nur ein fehr Fleiner Bruch fein kann, 
fo ergiebt ſich, mit Vernachläffigung der zweiten und höheren 
Potenzen von A, 
g=G(ll—ucosy?), gA=3uG sin2y, 
1— u sin 2V 
ou cosw?’ 
—G(—ucosy?), A=lusin2y. 
Auf der Oberfläche der als Kugel gedachten Erde würde alfo 
die Schwere vom Pole nach dem Yequator hin um eine dem 
Quadrate des Eofinus der Breite proportionale Größe abneh: 
men; zugleih aber auch an allen Orten, mit Ausnahme der Pole 
und des Aequators, um einen Fleinen Winkel A von der Rich- 
tung nach dem Mittelpuncte abweichen, und zwar auf der noͤrd⸗ 
16 * 


oder alfo, mit Vernachläffigung von u”, 


ı [4 
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lichen Halbkugel nach Suͤden, auf der ſuͤdiichen nach Norden. 
Der groͤßte Werth dieſer Ablenkung findet unter der Breite von 


450 ſtatt, wo —ED iſt, was einem Win⸗ 


tel von 6 Minuten gleichgilt. 

Hieraus geht fehon hervor, daß wenn die Erde einmal eine 
genaue Kugel von flüffiger Maffe war, ihre Geftalt durch die 
Schwungkraft verändert werden mußte, von der fie befanntlid 
auch in der That abweicht, indem fie ſich mehr der eines elli 
ptifchen Sphäroids nähert. Bei diefer Geftalt ift die Intenfität 
der Anziehung (G) an verfchiedenen Puncten ungfeih, auf 
zue Beftimmung ihrer Richtung eine genauere Unterfuchung nö 
thig, von der Hier nicht gehandelt werden Fann. Unter alle 
Umftänden aber ift die Schwere an jedem Drte der Erdober: 
Häche, nah Richtung und Größe, die Refultante der dafelbft 
Statt findenden Anziehung des Erdförpers und der Schwung 
Praft. 


\ x - 
Allgemeine Gleichungen für die Bewegung eines Syſtencs 
Yon Puıleten. 


79. Bewegt fi ein Sogen von Puncten unter beliebi⸗ 
gen beſchleunigenden Kraͤften, ſo wird die Geſchwindigkeit jedes 
Punctes theils durch die auf ihn wirkende Kraft, theils durch 
die von ſeiner Verbindung mit den uͤbrigen herruͤhrenden Wider⸗ 
ſtaͤnde ſtetig geändert. Es ſei m die Maſſe, v die Geſchwindig⸗ 
keit mithin my das Bewegungsmoment eines Punctes zur Zeit 
t, fo gebt dieſes, in dem folgenden unendlich kleinen Zeittheile dt, 
in ein anderes von dem vorigen nach Größe und Richtung un 
endlich wenig verfchiedenes über; daffelbe fei, am Ende des Zeit 
theil8 dt, m(v+-dv), Zerlegt man ferner das Bewegungemos 
ment m(v-+-dv) in eines, welches nah Richtung und Größe 
gleich mv ift, und in ein zweites mw (tmelches gegen mv unend- 
lich Flein fein wird), fo muß mw die Refultante der beſchleuni⸗ 
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genden Kraft und der Widerſtaͤnde fein, welche in der Zeit de 
auf m wirkten, und ohne die das Bewegungsmoment mv unver: 


ändert geblieben wäre. Wenn man daher die beſchleuntgende 
Kraft in gast Somponenten geilcyt, DON denen die eine dem Bes 


mwegungsmomente mw nach Richtung und Größe gleichgilt, fo 
muß die andere mit den Widerftänden an m im Gleichgewichte 
- fein. Die wirkliche Bewegung des Punctes erfolgt mithin gerade 
fo, als ob derfelbe frei wäre, und nur die erfte, dem Bere: 
gungsmomente mw gleichgeltende Componente der’ befchleunigen: 
den Kraft auf ihn wirkte; die andere Componente aber wird 
durch die Widerftände aufgehoben, und heißt daher die verlo⸗ 
rene Componente der befchleunigenden Kraft, oder 
ſchlechthin die verlorene Kraft. 

Es feien X, Y, Z die Componenten der befchfeunigenden Kraft, 
nach den Axen x, y, z, und U, V, W die der verlorenen Kraft, 
nach denfelden Axen, fo find (X—U)dt, (Y—V)dt, (Z-W)dt 
die unendlich Fleinen Zunahmen, welche das Bewegungsmoment 
Des Punctes in dee Zeit dt nach den Aren wirklich erhält, Calfo 
die Componenten von mw), und da diefe Zunahmen ſich auch 


durch me“, —* ausdruͤcken laſſen, ſo erhaͤlt man m 
—(X—Updt, oder 
mix d? d’z , 

m —=i— U, nSI=Y-V, a3 w. 

Ferner aber befteht zwifchen der verlorenen Kraft und den Wis 
- derftänden an jedem Puncte Gleichgewicht, oder es befteht über: 
‚ haupt zwifchen allen verlorenen Kräften an dem Syſteme Gfeichs 
gewicht, und folglich muͤſſen dieſe Kräfte, wenn L=0, MO, - 
die zwiſchen den Eoordinaten der Puncte obmwaltenden Gleichun⸗ 
gen find, ſich, nach 8. 58., ausdrücken laffen durch 


dL dM 
Ui, wrrutr“ 
dL dM 


— L— ... 
dyr“ ıy*r 
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dL dM 
wel dz u: rt dz me 


Setzt man. diefe Werthe non U, V, W-in die vorhergehenden 
Gleichungen, und fchreibt noch _ı, —u, anſtatt A, 27 F ſo 
erhält man für den Punct (x, y, 2) 


d’x dL dM 
msi dx tut" 
mE d’y_ dl dM 
m wett, te, + . A. 
/ d? d’z__ dL = 


und ähnliche Gleichungen für alle * Puncte des Syſtemes; 
wodurch ausgedrückt wird, daß das Beichleunigungsmoment ei 
nes Punctes m, nach jeder Are, gleich ift der Summe der Com: 
ponenten der befchleunigenden Kraft und der Widerftände, nad 
diefer Are. ft m die Anzahl der Puncte, i die der Bedin 
gungsgleihungen des Syſtemes, oder die der Eoefficienten A, B, 
Y., fo ergeben fi) aus den vorftehenden, nach Elimination von 
A, u, Überhaupt I3n—i Differential: Öleihungen, welche in 
Verbindung mit den i Bedingungen L=0, M=0, «- gerade 
erforderlich und hinreichend find, um durch integration die 3n 
Coordinaten der, Puncte als Zunctionen von t zu beftimmen. 
Diefe Integration führt 6n—2i Eonftanten herbei; fo viele von 
einander unabhängige Coordinaten und Componenten von Ge 
ſchwindigkeiten müffen alfo noch für irgend einen Augenblick ge 
geben fein, wenn alle Eonftanten beftimmmt werden follen. Da 
die Anzahl allee Coordinaten und Componenten der Geſchwindig⸗ 
feiten, nach den Aren, überhaupt 6n ift, und zwiſchen ihnen 


2i Bedingungen L=0, M—0, «- T=0, 0, 0b 


walten, fo Fönnen in der That gerade 6n —2i Coordinaten und 
Geſchwindigkeiten beliebig gegeben fein. 


80. eines Syſtemes. 247 


80. Iſt das Syſtem ganz frei, ſo ſind die Widerſtaͤnde an 
allen Puncten deſſelben einander zu zweien gleich und entgegen⸗ 
gerichtet; ihre Mittelfraft und Ihr zufammengefeßtes Paar find 
daher Null,. und Haben folglich Feinen Einfluß auf das reſulti⸗ 
rende Bewegungsmoment der: Puncte und das zufammengefekte 
Paar der Bewegungsmomente, deren Aenderungen vielmehr nur 
noch durch die Mittelfraft und das zufammengefehte Paar der 
befchleunigenden Kräfte bedingt fein Fünmen. Sind alfo 3. B. 
auch die befchleunigenden Kräfte entweder Null oder in jedem 
AYugenbli einander zu zweien gleih und entgegengerichtet, fo 
bleibt das refulticende Bewegungsmoment und das zufammenfegte 
Naar der Bewegungsmomente fortwaͤhrend unveraͤnderlich wie 
in 8. 73. 

Um dieſes auch aus den allgemeinen Gleichungen des vorigen 
8. herzuleiten, bemerke man, daß bei einem freien Syſteme nur 
Gleichungen zwiſchen den gegenſeitigen Entfernungen der Puncte 
Statt finden koͤnnen. Werden dieſe, wie in 8. 55., mit 1, m,.n, 
p, q, + bezeichnet, fo ft L=fÜ,m,n,p,g, + )=0 eine ſolche 
Gleichung. Nun fei P=&-V’HsI—-S)’+a—zZ), fo ift 
+0, eben fo fi m’—=a—x")? «., und mithin 


an in_o, IHRE ak, DH, ufh 
ferner hat ‚man 
dL —ä rare Er. 
—— — 


. . je . 


dl dl di 


dl 
Da nun Kram) ferner * ri gm), u ſ. f.; 
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d d d d 
eben fo Era) a= , *0, uff; fo Fomm 


durch Addition vorftehender Gfeichungen 
dL.dL. dL z4L 
it wt te 255*0. 


Auf gleiche Weiſe ergeben ſich =, zit _ =03 folglich 


erhält man aus den Gleichungen A. des vorhergehenden $., und 
den ähnlichen für die übrigen Punete des Syſtemes: 


Zuger Se XRX, Sng=2N, Im 237, 


| 


Seht man nun Zm—=uSn, Imy=vin, Zmz—=win 


fo find u, v, w, die Eoordinaten des Schwerpunctes Des Spfte 
mes ($.73.), und man. hat Zmd?x=d’u3m, u. f. w. fotgich 
mmezz, pa-,G Tr m—=22Z, 

d. h. der Schwerpunct bewegt fi fo, ald ob alle Maffen in 
ihm vereinigt und alle befchleunigenden Kräfte an ihm ange 
bracht wären. Ferner hat man 

dL_df dd df dm . 

dy di ya’ ytr“ 


dL_ di dl, di dm, Dr 
yet“ 
u. ſ. w. 
folglich aus a. und b. 
. dL dL S df | 
a ’y“ — )+ + m ae 2 
al _„dL_e FR ds Ber. 
dy ai yo me 
a „‚dL = „AL dl gell di — im ‚ie 
TI TV TTTT)+" 


u. ſ. w. 
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Nun iſt aber 
di dl ‚al ‚d_ dl „dal 
Er „typ ymo-y 4 a), 
zn (y-y IX —— —y ) —0 
„A „dl dl dl 
ferner Yz — X — weil * —0, 40, u. ſ. f.; 


‚dm — dm dm, „dm „dm 
eben fo y x al) und yo 7, t7 wi 


=0, uf, f; alfo hat man uͤberhaupt durch Addition der 
vorhergehenden Srisunaen: 


»(y2 dx —*X 
und eben ſo 


(7, 2) =0 («7 = 

Diefe Gleichungen befagen nichts weiter, als daß das Paar, 
welches die von der Gleichung LO herrührenden Widerftände 
- bilden, beftändig Null ift, wie oben fchon bemerft wurde. Dems 
nach ergiebt fih aus den Gleichungen A. des vorigen $., und 
den ähnlichen für die übrigen Puncte des Syſtemes: 


In (Ir dad’ J —)=2@y—Y) 
Sm —— =) =S(Yı—Zy) 


xd?’z—zd’x 
m de? 





| <_(ydı—ıd 
d?x—xd?y) (zu * ) 
Da m I)= ft, fo Fann 


man die erfte der obigen Gleichungen auch fo fehreiben: 
(ydx—ıdy)\__ , 
(m TED) =2Ry-NNe dt, 
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und aͤhnlich die uͤbrigen; dieſe Gleichungen enthalten mithin, was 
oben ſchon geſagt iſt, naͤmlich daß die Aenderungen des zuſam⸗ 
mengeſetzten Paares der Bewegungsmomente, in Bezug auf de 
beliebig gewählten Anfang der Coordinaten O, nur durch die 
Momente der befchleunigenden Kräfte in Bezug auf O bedindt 
werden. Diefe Momente find Null, wenn die befchleunigenda 
Kräfte einander zu zweien gleich und entgegengerichtet find; fr 
find auch Null, wenn die befchleunigenden Kräfte in jedem Au 
genblide nach dem Anfange O der Eoordinaten gerichtet find. 
Bon dem lesteren Kalle bietet jih ein Belfpiel, in Bezug ar 
die Bewegung eines einzelnen Punctes, in $. 72. dar, wo & 
befcehleunigenden Kräfte in dem nach dem Halbmeffer gerichteta 
Widerftande der Kugelfläche und der Schwere beftanden. Ze 
fegt man diefelben ih eine horizontale und in eine verticale Com 
ponente, fo ift die erftere vonfeiten der Schwere Null, md 
befteht mithin nur in dee horizontalen Componente des Witm 
ftandes, welche nach den Mittelpuncte gerichtet, und deren Wr 
ment in Bezug auf diefen daher beftändig Null iſt. Hierau 
entfpringt die am Ende von ©. 221. erwähnte Eigenfchaft de 
Bewegung eines ſchweren Punctee auf der Kugel. 


Sind überhaupt die Momente SXy—YO=0, I(Yz—Z) 
—0, 2(Zı—Xz)=0, fo erhält man durch die erfte Integte 
tion der vorhergehenden Gleichungen: 





Zm(ydx—xdy)=cdt, Zm(zdy—ydz)=c’dt, 
Sm(xdz—zdx)=c” dt, 
d. h. das zufammengefegte Paar der Bewegungsmomente, u 
Bezug auf den Anfang der Coordinaten O, bleibt nach Ei 
und Größe fortwährend unveränderlih. Die Conftanten c, c, 
c" druͤcken die Componenten deffelben nach den Eoordinatende 
nen aus; bezeichnet man noch feine Größe (Moment) mit Q, ſe 
ft 0=V c?+c?4+c"?, Diefer Sag kann auch, wie in 8. 74, 
fo ausgefprochen werden: Die Summen der Stächenräum, 
welche die Projectionen der von O nach den Puncten des & 


— 
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u} 


ftemes gehenden eitfteahlen, auf eine unneränderlihe Ebene, in 


- gleichen Zeiten überftreichen, ſind einander gleih. Die Werthe 


Diefer Aherftrichenen Flaͤchen find, in Bezug auf die Coordinaten- 
ebenen, und für die Einheit der Zeit, c, c’, cC’. Nimmt man 
xz fenfrecht auf der Ebene des zufammengefegten Paares, fo 


wird c’—0, und zugleich e+c’=0. Es fei 9 die Reis 


gung der Ebene xy gegen die von Q@, fo ft c=R.cosd9, 
cC—=0Qsin®. Nimmt man noch die Ebene xy parallel der von 
oQ, fo wird? O0, und c=PQ; die Summe der von den Pro: 


- jectionen der Leitſtrahlen in der Zeiteinheit überftrichenen Flaͤchen 


wird alfo, bei demſelben Anfangspuncte O, am größten, wenn 


die Ebene des zufammengefegten Paares die Projectionsebene ift; 
ihr Werth ift dann Q, für eine andere gegen Tiefe unter dem 


— — — — 
L 


) 


Winkel © geneigte Ebene ift er O cos ©. 

Man pflegt den hier angegebenen Sat den von der Er: 
Haltung der Flächen zu nennen. 

81. Aus den Gleichungen A. und den ähnlichen für die 
übrigen Puncte, in 8. 79., Fann auf folgende Art ein fehr wich: 
tiger und allgemein gültiger Sat abgeleitet werden. Multipli⸗ 


cirt man fie der Reihe nach mit dx, dy, dz, eben fo die ähnli- 


X 


eben für den Punct (x, y’, 2) geltenden mit dx’, dy⸗ dꝛ, u. 
ſ. f. addirt die Producte, und ſetzt 

dxd?x-+-dy d’y-+-dzd’z=dzd?s, dx’d’x pe dse dꝰs, 
u. f. f., noch bemerfend, daß 


dL, .,dL dL 
Fri + dy — dr dl, 


u. ſ. f.; fo fallen alle von. den Ableitungen von L, M, . het 
rührenden Glieder weg, und man erhält: 

2 ! d428 oo. 
de Fe Fe gie Yay-rZdz-t X dr on. 


oder, wenn = v, =Vv, Xds-+Ydy-+Zda=P cos Ods, 


—_. 
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u. f. f. (ſ. F. 70.) gefeßt werden: 
Smvdv=>Pcos Ods, oder 7-md(v? —=SPcos Ods. 
Der Ausdeud 4Smv? iſt die Summe der. lebendigen Kräfte ı[. 
8. 70.) allee Puncte, oder die lebendige Kraft des Spies 
mes. Die vorftehende Gleichung lehrt demnah, daß die Zu 
nahme der lebendigen Kraft des Syſtemes in jedem 
Zeitelement dt gleich ift der Summe der Producte 
aus der Intenſität jeder Kraft in die Fortrückung 
ihres Angriffspunctes nach der Richtung der Kraft, 
während der Zeit dt. Von den Zeichen dieſer Produckt 

gilt die in 8. 70. aufgeftellte Regel. 

Wirfen demnah auf das Syſtem feine befchleunigenden 
Kräfte, fo ft SPcosOds—=0, und mithin 4Imv? —= Contt, 
oder die Jebendige Kraft des Syſtemes ift während der ganzen 
Dauer der Bewegung unveränderlic. 

Iſt dee Ausdruck IPcos Ods=!(Xdx+-Ydy-+Zdı) 
ein genaues Differential, oder giebt es eine Kunction TI der Soon 
dinaten x, y, 2, X, J, 2, X, +, fo befhaffen, daß du=. 
ZXdx+-Ydy-+Zdz); fo erhält man 

42md(v?)=dII, 
mithin durch Integratien IImv’—=1Fmv,?-HI—N,; de 
lebendige Kraft wird dann immer wieder die naͤmliche, wenn de 
nämliche Werth von IT wiederfehrt. Man vergleiche hier 8. 70 
und 71., wo derſelbe Satz in Bezug auf einen einzelnen Pund 
entwicelt iſt. Beifpiele von Zällen, in welchen der Ausdeud 
Z(Xdx-F> +) ein vollftändiges Differential ift, und Bemerkungen 
über die geometrifche Bedeutung feines Integrales CLT) finde 
man in $. 62. und 63. Um bier nur ein fehr einfaches Be 
fpiel genauer anzuführen, feien die befchleunigenden Kräfte an 
den Puncten alle conftant und parallel der Are x, zugleich den 
Maffen der Puncte proportional, fo Fann man fehen: X==gu, 
Y=0, 2=0, X=gm, Y=0, z=0, u. ſ. f.; folglich 
dI=g(mdı+mdi Hr) und MN=gmi+mirH ee) Setzt 
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man demnach ulm=.mx, fo ift u die Abfeiffe des Schwers 
punctes der parallelen Kräfte oder des Syſtemes (beide find 
bier eineclei, weil die befchleunigenden parallelen Kräfte zugleich 
den Maffen proportional angenommen find); demnach ift 
, 32mv? — 12 uv,?=g(u—u,)m; 

d. h. die Zunahme der lebendigen Kraft des Syſtemes, in der 
Zeit von t, biß t, dividirt durch die (unveränderliche) Intenſitaͤt der 
Reſultante der befchleunigenden Kräfte, alfo der Quotient 
Smv?—Nmv,? , } la 
—, iſt gleich der inzwifchen erfolgten Verruͤckung 
des Schwerpunctes nad der (gleichfalls unveränderlichen) 
Richtung jener Refultante. Diefes läßt fih z. B. auf ein Sy⸗ 
ſtem von fehweren Puncten anwenden, in fo fern die Schwere 
als unveränderlich betrachtet wird. Die Zunahme an lebendiger 
Kraft bei einem folchen, während einer gewiſſen Zeit, hängt alle 
mal blos von der verticalen Tiefe ab, um welche der Schwer: 
punct in dieſer Zeit gefallen iftz fie wird Abnahme, wenn der 
Schwerpunet fteist. Dabei ift e8 ganz einerfei, wie. die Puncte 
mit einander verbunden find, und ob fie fich frei oder auf vor⸗ 
gefchriebenen Bahnen bewegen. (Es verfteht fich von felbft, daß 
Hier die Einwirkung anderer Kräfte, wie Reibung, Widerftand 
der Luft, u. dgl., welche fich in der Natur nie sang befeitigen 
Läßt, nicht in Betracht fommt.) 


82. Es giebt Fälle, in welchen der im vorigen $. ent⸗ 
wickelte Sag der lebendigen Kräfte allein fehon zur Beftimmung 
der Bewegung des Spftemes hinreicht; nämlich wenn bei einem 
Spfteme von n Puncten zmifchen den In Coordinaten 3n—1 
BDedingungen gegeben find oder überhaupt fich annehmen laffen. 
Iſt z. B. ein feites Syſtem von n Puncten gegeben, fo finden 
zwifchen den Koordinaten derfelden In—6 Bedingungen Statt, 
welche die Unveränderlichkeit der gegenfeitigen Entfernungen auss 
drüden. Sind nun noch zwei der n Puncte unbeweglich, fo 
find ihre fech8 Coordinaten unveränderlih; da aber die Entfer- 


/ 
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nung zwiſchen beiden Puncten ſchon in den vorigen 3n—6 ve 
dingungen enthalten ift, fo ift die Unveränderlichfeit einer de 
ſechs Eoordinaten eine Kolge der uͤbrigen Bedingungen; mithe 
kommen alfo nur noch 5 Bedingungen hinzu, und man hat all 
zreifhen In Coordinaten überhaupt 3n—1 Bedingungen. J 
der That verfteht ſich auch von felbit, daß bei einem feften Kir 
per, der ſich nur um eine unbewegliche Are drehen Fann, ti 
einzige Gleichung zur Beftimmung der Bewegung hinreichen mu 
weil eben nur eine einzige Geſchwindigkeit zu beftimmen übrig bla 

Um dieſes Beifpiel fogleich toeiter auszuführen, ſei wi 
MWinfelgefchtwindigfeit des Körpers, d. 5. die Gefchwindigki 
eines feiner Puncte in der Entfernung —=1 von der Te 
hungsare; ferner fei m die Maſſe des Körpers, dm ii 
im Verhältniffe zu m unendlich Fleine Maffe eines nad) 4 
len Dimenfionen unendlich kleinen Theiles des Körpers, r M 
Abſtand diefes Theiled dm von der Are, fd iſt v=rw die & 
fhrwindigfeit, und mithin Idm-r?w? die lebendige Kraft mm 
dm, folglid A/dm-r?w? die lebendige Kraft des Körpel 
Das Integralzeichen bezieht ſich hier au; alle Elemente dm, un 
in Bezug auf daffelbe ift w conftant, folglich die lebendige —v— 
gleich Aw?/r?dm. Man nennt das Integral /r?dm, d. 5.8 
Summe der Producte aus der Maffe jedes Elementes in di 
Quadrat feines Abftandes von der Drehungsare das Trip 
heitSmoment des Körpers in Bezug auf die Are; die Idee 
dige Kraft ift mithin hier gleich dem halben Producte aus da 
Duadrate der Winkelgeſchwindigkeit in das Trägheitsmoment da 
Körpers, in Bezug auf die Drehungsare. Nimmt man biefe u 
Are der x, fo find die Abſciſſe x und der Abftand r—Vy’H 
für jeden Punct unveränderlich; daher bleibt, wenn y=rsalı 
2r cosꝙ gefeßt werden, nur noch @ als Function der A 
zu beftimmen. Diefes gefchieht mit Hülfe des Satzes der Ihr 
digen Kräfte, indem die Winfelgefchwindigfeit w der Ableitun 


= gleich if. Denn für r=1 wird x=sing, yzcof 
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" V dx’+dy? __dp 
‚dt dt” 

Nun ift d<—0, für jeden Punct, folglich die Summe 
S(Xdx+Ydy+Zde)= "(X dy-+Z.dz); und mithin wird die 
Gleichung der Tebendigen Kräfte folgende: 


1d(02)./r?dın—=N(Ydy-+Zdz). 


mithin die Geſchwindigkeit o— 


In diefee Gleichung ift =, ; ferner fommt auf der rechten 


Seite, wenn die Kräfte als Sunctionen der Coordinaten -gegeben 
find, feine andere mit der Zeit veränderliche Größe vor als p; 
diefe Gleichung ift folglich immer integrabel; und man erhält: 
 40%fr?dm—/Z(Y dy-+Zdz)-+ Const., 

wo das Integral rechts eine Function von @ if. Durch eine 
zweite Integration kann aus diefer Gleichung, wie man fieht, 
$ fofort al8 Function der Zeit beftimmt werden, welches der 
Zweck der Aufgabe iſt. | 


Die befchleunigende Kraft fei die Schwere, unveränderlich 
gedacht, und die Are der z ihr parallel, alfo vertical und pofitiv 
nah unten, fo ft Y=0, Z=gdm, mithin 10? /r’dim= 
JS Zgdm dz==2gz dm + Const. 


Nennt man z' die verticale Drdinate des Schwerpunctes 
des Körpers, fo ift mz’—Nmz. Es fei noch a der Abftand 
des Schwerpunctes von der Drehungsage x, und man verftehe 
unter ꝙ die Neigung von a . die Verticale z (die Winfel 


geſchwindigkeit w bleibt gleich SE 2 tie vorhin), fo iſt z=ac0sg, 
“and mithin giebt vorftehende Steicrng 


4 
(2) -/r’dm==amgcosg, 
oder, wenn man das Trägheitsmoment fr’dm=k’m feßt: 


2 | . 
k? (2) ==2ag cos p-+r-Const. 
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Es fei, für iSo, By, 9a, fo erhält man 


3 
k? () —k?v,?-P2ag(cos$P—cosa),. 


Fuͤr einen ſchweren Punct, der fich in einem verticalen Kreift 
vom Halbmeffer r bewegt, d. h. für das in einer Ebene fchwin: 
gende mathematifche oder einfache Pendel Hat man nach $. 72 
5., wenn das dortige e und mit ihm dp gleich Null gefeßt, und 
ꝙ für das dortige W, fo wie'rv, für v. gefchrieben wird, mei 
hiee vo die anfängliche Winfelgefehmwindigfeit, mithin rvo die 
Anfangsgeſchwindigkeit ift: 


2 
r? (2) =r’vo°-+r2gr (cosp-—-cosa). 


Diefe Sleihung wird mit der vorigen einerlei, wenn ar—k), 
Der Körper (das phnfifhe Pendel) ſchwingt alfo um feine un: 
bewegliche Are gleichzeitig mit einem einfachen Pendel von der 


2 
Länge ne. Legt man durch die Age, x und den Schwer 
punct eine Ebene, und zieht in ihr eine der x parallele Gerade, 


2 
in bem Adftande = von x, auf der Geite des Schwer 


punctes, fo fehtwingen die Puncte diefer Geraden eben fo als ob 
die übrige Maffe des Körpers nicht vorhanden wäre. Dieſelbe 
wird Schwingungsage genannt. 

Die Dauer einer fehr Pleinen Schtwingung beträgt, nad 8 


72, bei dem einfachen Pendel von der Länge r, ze 
min be dem phyſiſchen, welches mit dem einfachen von 


Länge — = gfeichpeitig ſchwingt, Ve zählt man die 


Anzahl (0) der Schwingungen, welche dies Pendel während 
einer befannten und hinreichend langen Zeit T macht, fo erhält 
man mit großer Genauigkeit die Dauer einer Schwingung gleich 





⸗ 
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& 


-T 
, und mithin VE folglich —8 a Es pt 


ficb aber, wenn die Maffe in dem Pendel gleichmäßig oder über: 
haupt nach einem befannten Geſetze vertheilt ift, aus der Geſtalt 


deffelben der Quotient = berechnen. Denr e8 fei dm die Maſſe, 


dV=dxıdydz das Bolumen eines Elementes, ſo iſt unter An⸗ 
nahme gleichmaͤßiger Vertheilung, jene dieſem proportional, alſo 
dn=udV, wo u ein conftanter Coefficient, und mithin iſt dag 
Tragheitsmoment /r’dm—=k’m=uf(y?+z)dV. (Das Zei⸗ 
chen / bedeutet hier eine dreifache Integration.) Ferner hat 
man zur Beſtimmung von a my—/ydm=u/ydV, mz' 
 —/fzdm=ufdV, md a=VYy?+z?; und da fih die 
dreifachen Integrale SydV, SzdV, S(y?-+22)dV fämmtlic 
finden lafien, fo folgt, wenn man hre Werthe der Reihe nach 


mit.a, B, Y bezeichnet, — E Demnach kommen 


— | 
in obigem Werthe von g nur befannte Zahlen vor, aus denen 
ſich ein beftimmter Zahlenwerth für g, d. i. für die Intenfität 
der Schwere an dem Drte der Beobachtung, ergiebt. 

Die Pendelfhmwingungen liefern daher ein Mittel zur Be 
ftimmung diefer Intenfität, welches fehr großer Genauigkeit fähig 
iſt; es verfteht fich jedoch von felbft, daß ſolche nur durch wei⸗ 
tere Eorrectionen und überhaupt durch DBerüdfichtigung vieler 
Umftände erreicht wird, von denen bier nicht die Rede fein 
fann, Ä 
83. Denft man fich die bisherige Drehungsare (x) wieder 
beweglich, dagegen die Schwingungsare (x) unbeweglich, 
fo fällt die neue Schwingungsare in jene Drehungsare, oder 
mit andern Worten: Drehungs: und Schwingungs⸗Are laſen 
ſich mit einander vertauſchen. 

Dieſe Eigenſchaft folgt aus einem allgemeinen Satze über 
die lebendige Kraft eines Spftemes, der hier zugleich feine Stelle - 
findet; nämlich: . 
17 
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Die lebendige Kraft eines Syſtemes läßt fi immer in zwei 
Theile zerlegen, deren Summe fle gleich if. Der eine Theil in 
die lebendige Kraft, welche der Bewegung des Schwerpunkte 
entfpricht, d. h. er iſt gleich dem halben Producte aus de 
Summe aller Maffen des Spftemed, multiplicirt in das Due 
drat der Gefchwindigfeit des Schwerpunctes; der andere Thal 
entfpriht den velativen Bewegungen der Puncte gegen jena 
Schwerpunet, d: h. er ift gleich der halben Summe der Pr 
duete aus der Maſſe jedes Punctes in das Quadrat feiner reis 
tiven Geſchwindigkeit, in Beziehung auf den Schwerpunct. 


Denn es feien &, n, C die Eoordinaten des Schwerpundk 
S; x, y, z die eines Punctes m des Syſtemes, alfo u=ı-h, 
v=y—n, w==2—( die relativen Coordinaten von m gegen S: 
fo it &3m==2mx, oder Zmu=0, und eben fo Smv=i, 
Zmw=0. Die lebendige Kraft des Syſtemes fei U; mithin 

2 1, 2 2 

U=12m ( . Setzt man dx—=ddö-+rd, 
dy=dr-+dv, da=d(+dw, fo fommt 


ıd Era + rd —— 


d 
Im = du?+dv?-4-dwr 
| Fi +3°m ( dt? =) 
du dv = 
oder, weil In =0, m =), m =(0, ı 
 d&ö?-+dn?-+-d du?-+-dv?-+-d 
— an), 


w. 3. b. w. Wendet man diefen Sat auf einen feften Körpe 
an, der fih um eine unbewegliche Are (fie fei die der x) dreht; 
fo Bleiben‘ bei der Drehung x und &, alfo u, conftant. Kerne‘ 
‚ fei, für den Schwerpunct 7=asinp, l=acosp, für einen 
andern Punct m ſei y=rsin(p-+Fe), z=r cos(p-re); e ik 
. die Reigung von r gegen a, welche eben fo wie die Abſtaͤnder 
und a während der Bewegung unveränderlich bleibt. Man © 
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hält. d?>dÜ=a?dp*, 
dv=dy— d7=(r cos (Pp+E)—acosp)dy, 
dvw=d—d=—(rsn(PFO)—asinp)dp; 
‚hieraus folgt dv?+-dw?=(r?-+a?—2ar cos )dp?. Bezeich⸗ 
net man mit o den ſenkrechten Abſtand des Punctes m von der 
durch den Schwerpunet gehenden, mit x parallelen Geraden (fie 
heiße q), foift oe=a?!-Hr?—2arcose, und wird noch die 


. \ 2 
Minfelgefhwindigfeit —— eingefuͤhrt, ſo hat man —— 


dt dt? 
2 2 j 
, en 20; folglid nad) a. die lebendige 


Kraft des Körpers: 

| U=3a’0’2m-+-730°Sg°’m, 
wobei zu bemerken, dag Zp?m das Tcögheitömoment des Koͤr⸗ 
pers für die Are q ift. 

Bon der anderen Seite aber iſt die lebendige Kraft des 
Koͤrpers U=1w?2r?m, mithin, nach Aufhebung des gemein: 
famen Sactors 4w?: 

Iram—2p? m-+a?2m, b. 
d. h. das Traͤgheitsmoment eines Koͤrpers in Bezug auf eine 
beliebige Axe iſt gleich demjenigen in Bezug auf die mit jener 
parallel durch den Schwerpunet gelegte Axe, vermehrt um das 
Product aus der Maſſe des Koͤrpers in das Quadrat des Ab⸗ 
ſtandes (a) beider Axen von einander. 

Man fete Zrm—k?3m, 20’m=4?2m, fo Fommt 
k’=a?ri?. Diefe Gleichung lehrt, daß der Schwerpunct im: 
mer zwifchen der Drehungsaxe (x) und der Schwingungsare 


=a°o? 


(x) liegt. Denn fein Abftand von x iſt a, dagegen ift * nad 
dem vorigen $. der Abftand zwifchen x und x’, und nach vorfte: 
hender Gleichung —>a. Nimmt man x’ zur Drebhungsare; 
und bezeichnet idren Abftand vom Schwerpuncte mit a’, fo iſt 


17* 
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2 
1 — a. Bezeichnet man ferner mit mk’? das Träghetti 


moment des Körpers in Bezug auf die Arge x’, fo wird wieder, 
indem man’in der Formel k’=4? Fa? die Buchftaben k und 
beziehungsmeife mit k’ und a’ vertaufht, und A, wie erforder: 
fih, ungeändert ft, K’—i’ra?, Nun ift abe 
, ‚2 3 2 
Da a, und * re) zugleich ==, 
1? k? 
folglich +, alſ Kt, d. h. die neue Schwir 
gungsare faͤllt in die vorige Drehungsaxe, w. z. b. w. 


84. Zu genauerem Verſtaͤndniß der Aufgabe des 8.82. ge 
hört, daß auch der Druck beftimmt merde, den die Drehungsar 
in jedem Augenblicke erleidet. In der Natur wird auf jem 
Punct derfelben ein beftimmter Druck ausgeuͤbt werden; man 
kann aber, fo lange die Are als unbedingt unbiegſam betrachte 
wird, mie hier gefchehen foll, nicht die Antenfität des Drude 
auf jeden Punct, fondern nur die Refultante und das zufammer 
gefegte Paar aus allen diefen Kräften beftimmen. Zu dem Enke 
nehme man in der Are x einen beliebigen Punct O zum Anfonx 
der Coordinaten, und denke fih an demfelben den in jem 
Puncte der Arge Statt findenden Drud in feiner Richtung uw 
in entgegengefegter angebracht ;. fo erhält man durch Zufamme 
fegung einen refultivenden Druck R in O, nnd ein gewiſſes p 
gehörige Paar Q, deffen Ebene offenbar durch die Are x gef; 
mithin ftellen R und Q, in gerade umgefehrtem Einne wirken 
gedacht, den Widerftand der unbeweglichen Are dar. Da ine 
dem Augenblicke der Bewegung zwifchen den verlorenen Kräfte 
Gleichgewicht beftebt ($. 79); fo muß dieſer Widerftand jenm 
Kräften Gleichgewicht halten. Die verlorenen Kräfte find, nad 

3 


d? 
V=Y—nS7, W=2-— m (8. 79); zerlegt man noch 


den Aren x, y, z zerlegt, allgemein U=X-—n 
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BR nad x, y, z in die Componenten zz, 0, 0 und dag Paar Q 
nach den Ebenen xy und xz in die Gomponenten N und M, fo 
erhält man, da zwifchen allen diefen Kräften an dem feften Kör- 
per, der nunmehr als gänzlich frei zu betrachten iſt, Gleichge⸗ 
wicht befteht, den in $. 17. oder auch 59. angegebenen Bedin⸗ 
gungen zufolge: 

20, SV-+0—0, ZW+o—=0. 
<(Vz—-Wy)=0, 20Wx - U) +M=0, 
IUy—Vo)+N=0, 
oder, wenn man für U, V, W ihre Werthe einfegt: 

+2 SX— Im 0, or vn =(, 


d?z 
a 0. 





(xd?z—z d’s)_) 


M-+3(Zx—X2)— m 


 N+NXy—Yı)— Im Bing 


3er —_yvg? 
* XYz—Zy)— Im Ges Yen, p. 


Von dieſen Gleichungen dienet die letzte zur Beſtimmung der 
Bewegung; denn wird in derſelben y=rsinp, z=r.cosp ge 
fest, fo geht fie in eine Differentiafgleichung zwiſchen 9 und t 
über, durch deren integration 9 ald Function von t fich er⸗ 
giebt. 

In dem gegenwärtigen Falle ift G. 82.), X=0, Y=0, 
Z=gm, und zugleich zdy—ydz=r?dp, folglich giebt die 
Öfeihung b. \ 


d? 
mr? Fr -+-Zgmy==0, 


oder, wenn für den Schwerpunt y=y—=asinp, mithin 
Zmy=asinp-Zm, und das Trägheitämoment Imr?—k*’Zm 
| N 
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geſetzt wird: . 
| „a’p . 
k er + ag sin 90. 


Multiplicirt man dieſe Gleichung auf beiden Seiten mit dh 
und integrirt, fo kommt 





3 . 
yk? (* —ag cos P==Const., 


welche Gleichung mit der in $. 82. aus dem Gase der lebt; 
gen Kräfte entwickelten, wie gehörig übereinftimmt. Die wie 
holte Herleitung kann jedoch zur Ueberficht der verfchiedenen Re 
thoden nuͤtzlich fein. 


Um zur Beftimmung der Widerftände zuruͤckzukehren, fe 
man in den Gleichungen a: X==0, Y=0, Z=gdm, dı=l, 
dy=rcosgdp, de=—rsinpdy, mithin  d’y= 
—ydp?+2d?9, d’z—=—zdp?—yd?p; und fchreibe ud 
ſtatt 3, fo Fommt: | 


d 
a=0, af dm—(% a) rim, 
o=— fin TE Ssin(F) fd, 
d? 
* xydm— (2 fe dm, 
d’ dp\? 
* Srdu+(F „Sry im. 


Diefe Ausdrücke laſſen fich noch etwas vereinfachen, menn mA 
zum Anfange der Coordinaten denjenigen Punct (er heiße 0) 
wählt, in welchem das vom Schmwerpuncte auf die Drehung 
are gefällte Loth (a) dieſe Are trifft; denn alsdann ift die Abſciſe de 
Schwerpunctes Null, mithin Adm=0, Ferner ift /ydn> 
amsinp, [.dm= amcosp; es bleiben alfo nur nod die P 
tegtale xy dm und /rzdm als Functionen von 9 zu heile 
men. Zu dem Ende denke man fi) drei in dem Körper I 











N=— 
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Aren. aus dem Anfange O der vorigen gezogen; die erfte (u) - 
falle mit x zuſammen, die zweite v gehe durch den Schwer⸗ 
punct ; die dritte fei w. 

Die Are v bildet mit der verticalen z den veränderlichen 
Winkel 9; find folglih x, y, z und u, v, w die Goordinaten 
deffelben Elementes (dm) in beiden Syſtemen, fo hat man: 
Y=VENP—W COSP, L=VCOsp-Fwsinp; folglich /xydm 
= sin gfuvrdm —cosY/uwdm, /xzdm== cos p/uydm 
-+sin 9/uwdm. Die Werthe der Integrale /uvdm, /ux dm 
laſſen fih aus der Geftalt des Körpers und der Lage der Aren 
u, v, w in ihm beftimmen, und find von der Bewegung unab⸗ 
Bängig; man fege Daher /uvdm==Am, /uwdm=Bn, fo wird 
Ssydn=(Asmp—B cos ꝙ)m, /kzdm==(A cosp-+-B sin pm, 


2 ® 
Wird noch für En fein obiger Werth _ BE? und für 


k2 
2 — 
67 der Werth —— ee, geſetzt, in welchem « die 


größte Ablenkung des Pendels it, auch das Gewicht (p) ans 

ftatt der Maffe (m) eingeführt, d.5. gm=p gefekt, fo fommt: 
___a’psinpcosp 2aꝰp sin (cos P—CHs 0) 

0=— k? —— ko J 


apsino® 2a?n cos (CoS - cos œ) 
—E 


mE sinp—B cos) 
:_2ap (cos 2 — (080) (A cos 9-4-B sin Q), 

N=- er (Acosp-+B sing) 
| | BP e NA sm 9—Bcosp). 


Hierdurch erhaͤlt man den Widerſtand, den die Drehungsaxe zu 
leiſten hat, fuͤr Schwingungen von jeder beliebigen Weite. Fuͤr 
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fehr Pleine Schwingungen find « und @ fehr Fleinz alsdann er 
giebt ſich der verticale Druck (—0) bis auf die zweiten Poten; 
zen von « und @ gleich dem Gewichte p des Körpers; der he 
eizontale Druck (—o) und die Momente der Paare M und N 
aber find beftändig ſehr Flein. 


85. Es fei ein Rad an der Welle vorgelegt; CA=r de 
Halbmeffer der Welle, CB=R der des Rades (Fig. 41.); an den 
felben wirfen die Gewichte P und Q, an umgefchlagenen Seile 
hängend, einander in Hinficht auf Drehung entgegen. Iſt dar 
Moment von P in Bezug auf C größer als das von Q, d.i 
PR>Or, fo muß, abgefehen von Reibung, eine Drehung erfob 
gen, duch welche P finft und Q fteigt. Um diefe Bewegung 
aus dem Sage der lebendigen Kräfte herzuleiten, fei co die Win 
felgefchwindigfeit, M die Maffe, Mk? das Trägheitsmoment de 
Rades und der Welle in Bezug auf die Drehungsare, fo if 
3Mk?o? ihre lebendige Kraft. Die Gefchtwindigfeit, mit welche 
alle Puncte von P finfen, ift offenbar Row, und die, mit melde 
die von Q fteigen, ift rw, folglich ift, wenn man die Maffen von 
P P und Q mit m und m’ bezeichnet, zmR?w? die lebendige Kraft 
von P und Zm’r?w? die von Q; demnach beträgt die geſammte 
lebendige Kraft (wenn der Einfachheit wegen von der Maſſe de 
Seile abgefehen wird) Iuw?, mo zur Abfürgung n= 
Mk’-+mR?--m’r? gefegt ift, und ihre Zunahme in jeden As 
genblide uw dw. Ä | 

Kerner wird der Ausdrud I(Xdx-+-Ydy+Zdz), men 
man die Aren x und y horizontal, z vertical und pofitiv nad 
unten nimmt, bier gleich gSdım dz, weil X=0, Y==0, Z=gdm. 
Nennt man &, (', C” die verticalen Drdinaten der Schwer—⸗ 
puncte der Gewichte P, Q, und der Welle mit dem Rade, fo 
ift Zdmdz die Summe der Glieder mdl und m’dl'; das dritte 
Glied? Mdę“, welches von der Wirfung der Schwere auf die 
Welle und das Rad herrührt, ift Null, wenn der Schwerpunt 
genau in die Drehungsarge fällt, indem alddann E" conftant 
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bleibt; alfo ergiebt ſich, nach dem Sage der lebendigen Kräfte: 
‚, pw da =g(mdf-+m'd). 


x 


Nun find aber. die Gefchwindigfeiten von P und Q * —Ro, 


und 2 =—10; folglich erhält man durch Einſetzung dieſer 


Werthe, den gemeinſamen Factor wo meglafend: udo= 
g(Rm—rm’)dt; demnach ift die Winkelgeſchwindigkeit w gleich: 
förmig befchleunigt. - Verlangt man noch die Spannungen der 
Seile BP, AQ, in jedem Augenblicke der Bewegung, fo find 
biefe die verlorenen Befchleunigungsmomente der Maffen m und 
m. Wäre bie Maſſe m frei, fo würde die Schwere ihr die we 


ſchleunigung 8 ertheilen; die DBefchleunigung ift aber Rdo Ar , 


weil Ro die Geſchwindigkeit von m; alſo iſt —E— 
das verlorene Beſchleunigungsmoment der, fallenden Maſſe m, 
und die Spannung T in-BP mithin: T=m (RT 


Eben fo findet fi das verlorene Befchleunigungsmoment der 
fteigenden Maſſe m’, oder die Spannung T’ in AQ: 


' “ d e dw . ⸗ 
T_m (+ Te). Set man für Fre feinen obigen Werth, 
fo fommt: 
Tg ( 1 —— ), Tg ( 4 „Bun ). 


Der gefammte Deut auf die Are ift offenbar die Refultante 
des Gewichtes (Me) von Welle und Rad, und der Spannungen 


.T, T’; feine $ntenfität 1 ift alfo dee Summe Mg+-T-+T 


gleich; oder die Gewichte ME—=W, mg=P, mg=Q einfüh: 
rend, erhält man: 


_ R(PR—Or) r(PR—Or) 
=WAR(1- v weg "We’+PR?+0r° er), 


6 , Donamif, Bewegung des Rades a. d. W. 5. 
(PR-Or)? 

WET PR’+ Or?’ 

alfo ift dee Druck 1I während der Bewegung unveränderli un 


Feiner als während der Ruhe, wo er gleih W--P-FOQ fü 
würde. 


Anmerfung Soll bei diefer Aufgabe noch die Reibuny 
der Are der Welle gegen die Zapfenlager in Rechnung gebradt 
werden, ſo ſei e der Halbmeffer diefer Are, mithin gw die &e 
ſchwindigkeit, mit welcher jeder Berührungspunct der Are af 
dem Lager gleitet. Ferner fei zu der unendlich Fleine Drud i 
einem diefer Berührungspuncte; die dafelbft Statt findende Ra 
bung werde ihm proportional, und gleich frr gefegt (f if a 
von der Befchaffenheit der Berührungsflächen abhängiger Cor: 
ciant); durch fie wırd, weil die Reibung in der Richtung Mr 
Bewegung des Berührungspunctes und diefer gerade entgem 
wirft, und weil die augenblickliche Kortgleitung diefes Punce 
der Are durch ꝙ do ausgedrüct werden muß, die Zunahme M 
lebendigen Kraft um ein Glied gleid —frodw vermindert ul 
die Summe aller ähnlichen Glieder für fämmtliche Berührung 
puncte beträgt, wenn Zur der gefammte Druck ift, inden 
der Werth von fodw für alle diefe Puncte der nämliche bat, 
— ffIodw. Folglich giebt die Gleichung der Tebendigen Kräft: 


uodo=g(Rm—rm)wdt—fiiodoe, 1. 
wo „=Mk’-FmR?’-Fmi?, mie oben, und zugleich hat m 
zur Beftimmung von LI, wie vorhin: I—=W-+-T--T ot 
—g(M-m-+m )—(Rm—rım’' -. 2. 


Zue Abkürzung fege man Bm—rm'=k, M-Fm-Fn’=g Pr 
ſchreibe £ ftatt fo, fo werden vorftehende Slachngen: 


undw=gk di - Ti do, ——— 3 


Die Elimination von LI giebt: 
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(„E — sk) of («-+F)3 2=0, 
oder x( e) uud +gku=0, 


[e-F-i@e+sD] = Wuu+fgg)’—igk’o; 
und endlich | 

k- D=Kunsigd—V Kaarfgd’—tgkre, 
Hier muß dag egal Zeichen gewählt werden, welches für 
f=0, zunaͤchſt I = 5 und nachher — — -& giebt, tie ge: 
hörig. Wählte man Dagegen das —* Zeichen, ſo wuͤrde fuͤr 


ein ſehr kleines f, 2-4 ©. werden, alfo entweder @==0 oder 


= unendlich groß; von welchen Fällen bei gegenmwärtiger An⸗ 


wendung keiner Statt finden kann. Die Integration der vor⸗ 
ſtehenden Gleichung hat keine Schwierigkeit; daher kann ſie hier 
uͤbergangen werden. 


86. Die in 8. 82. und 85. gegebenen Beiſpiele reichen 
fhon hin, um im Allgemeinen die Anwendung des Gates der - 
lebendigen Kräfte zu zeigen, welcher jederzeit, wie auch das vor- 
gelegte Syſtem befchaffen fei, eine der zur Löfung der Aufgabe 
nöthigen Gleichungen, ohne mweitläufige ftatifche Betrachtungen, 
liefert, und mithin namentlich in folchen Fällen, wo überhaupt 
nur eine Gleihung erfordert wird, mit Vortheil angewendet 
werden Fann. 

Man Fann fich ferner des Satzes der lebendigen Kräfte in 
vielen Fällen zur Unterfcheidung des ficheren und unficheren 
Gleichgewichtes bedienen. Befteht zwiſchen mehreren Kräften, 
die man fi) als Kunctionen der Coordinaten ihrer Angriffe- 
puncte gegeben denfe, an einem Syſteme Gleichgewicht, und 


268 Donamit. Sicheres und K. 


ſtellt man fi zugleich das Syſtem als ruhend vor; fo heißt 
das Gleichgewicht ſicher oder unficher, je nachdem die Punc, 
wenn ihnen irgend eine Pleine Bewegung ertheilt wird, durch dr 
fortdauernde Wirkung der Kräfte wieder in die anfängliche Lay 
zuchchgeführt oder von denfelben weiter entfernt merder. Ma 
fieht ſchon aus diefer Erklärung, daß das Gleichgewicht bei den 
ſelben Spfteme in Hinfiht auf einige Verruͤckungen fiber, af 
andere aber unficher fein fann. "Auch kann daffelbe nad ie 
Verruͤckung noch fortbeftehen; alsdann iſt es weder ficher ned 
unſicher, und mag bier ein ſtehendes genannt werden. Eu 
folches findet 3. B. bei einem ſchweren Körper Statt, der fü 
frei um feinen unbeweglichen Schwerpunct drehen kann; dem 
das Gleichgewicht dauert während diefer Drehung beftändig fort. 
Iſt aber ein ſchwerer Körper nicht im Schwerpuncte, fonden 


in einem anderen Puncte befeftigt, um melchen er fich ohne His 


derniß drehen Fann, und befindet fich der Schwerpunct verticl 
unter dem Befeftigungspuncte, fo iſt das Gleichgewicht in Hit 
fiht auf die Verruͤckung des Schwerpunctes ſicher; in Hinfiht 
auf Drehung des Körpers um die Durch den Schmwerpunct 6 
hende Berticale findet aber nur ein ftehendes Gleichgewihht 
Statt. 

Die Anwendung des Gates der. lebendigen Kräfte auf gr 
genmwärtige Aufgabe beruht auf folgenden Gründen: Nach dr 
felben ift überhaupt Imvdv—=I(Xdx+Ydy-++Zdz), wm 
insbefondere, wenn der Ausdruck rechts ein genaues Differentid 
(dIID) if, 42mv?=II-+-Const., wo II eine Function M 
-&oordinaten anzeigt. "Durch Integration erhält man, wenn vu 
Vo’, die Anfangsgefchtwindigfeiten dee Puncte find, und Ih 
den anfänglichen Werth von IT bezeichnet: 

3emv?=32mv,’+H—II,.. .a 


Man denfe ſich die Anfangsgefehtwindigfeiten v,, vo’, fammb 
lich fehr Elein. Da das Syſtem fich anfänglich in’ der Stellung 
des Bleichgewichtes befand, fo hat man für den erften Augen 
blie® der Bewegung, II—=IT,, und zugleih AIT=0; mithin kam 
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der Werth von II, weldyer dee Stellung des Gleichgetvichtes ents _ 
fpricht, ein Maximum oder Minimum fein. ft II, ein Magis 
mum von IZ, und ift die dem Syſteme ertheilte Bervegung von der 
Art, daß durch fie überhaupt der Werth von IT geändert wird, 
fo wird die Differen; ZI—II, bei fortgehender Bewegung zus 
nächft negativ; da aber 42mv,? nach der Vorausfegung fehr _ 
flein ift, und die Summe aller Glieder auf der rechten Seite 
der Gleichung a. unter allen Umftänden pofitio bleiben muß, fo 
laͤßt fich fchließen, daß diejenigen Yenderungen der, Coordinaten, 


mit denen zugleih IT fi ändert, beftändig.fehr Flein bleiben 
muͤſſen. Denn beträchtliche Aenderungen derfelben koͤnnen nicht 


erfolgen, ohne daß die Differen; IT—II, negative Werthe er: 
bielte, die nicht mehr fehr Plein wären; ſolche Werthe aber Füns 
nen nicht Statt finden. Kolglih ift das Gleichgewicht in Hin⸗ 
fiht auf diejenigen Veränderungen, bei welchen der Werth von 
II fidy ändert, ficher. 

Wenn aber gemiffe Eoordinaten in IT gar nicht borkommen, 
fo find, ungeachtet II immer ein Maximum bleibt, noch Be⸗ 
mwegungen möglich, durch welche der Werth diefer Function "gar 


nicht geändert wird. Indem für ſolche II—II, beftändig Null 


ift, wird die lebendige Kraft 43mv?—13mv,?, bleibt alfo 
unveränderlich diefelbe. In Betreff der genannten Bewegungen 
ift das Gleichgewicht ein ſtehendes. 

Dies ift, was fich Hier im Allgemeinen Aber die Anwendung 
des Satzes der lebendigen Kräfte auf die Frage nach der Sicher: 
heit des Gleichgewichtes fagen laͤßt. Es bleibt unentbehrfich, 
die befonderen Bedingungen jeder Aufgabe näher zu unterfuchen, 
um zu entfcheiden, ob nach einer Fleinen Erfchütterung das Sy⸗ 
ftem um die Stellung des Gfeichgewichtes nur Schtwingungen 
machen, oder wie überhaupt feine Bewegung befchaffen ſein 
wird. 


87. Wenn die beſchleunigenden Kräfte an einem freien Sp: 


ſteme in gegenſeitlgen Anziehungen oder Abſtoßungen zwiſchen den 


— 
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Puneten beſtehen, fo finden bei der Bewegung deſſelben folgak 
Geſetze Statt, die hier aus dem Borgehenden zufammengefet 
werden:. 


1. Das refultirende Bewegungsmoment aller Maffen W 
Spftemes bleibt während der ganzen Dauer der Bewegung ur 
veränderlih; oder der Schwerpunct bewegt fich gleichförmig ı 
gerader Linie mit einer Geſchwindigkeit, die gleich ift dem riſib 
tirenden Bewegungsmomente, dividirt durch die Summe & 
Maflen. , 

2. Das zufammengefekte Paar der Berwegungsmoment, 
gebildet in Bezug auf einen, entweder unbeweglichen oder anf 
in der Nichtung des refulticenden Bewegungsmomentes fort 
henden Punct, 3. B. den Schwerpunct, bleibt während der ga 


‚zen Dauer der Bewegung, nad) Ebene und Größe, unveis 


derlich. 

3. Sind die Intenſitaͤten der gegenſeitigen Anziehung 
(Abſtoßungen) zugleich Functionen der Entfernungen, fo ift, md 
8. 62., der Ausdruf IXdx+-Ydy-+Zdz) ein genaues Dit 
rential (—AIT), und folglich erhäft die lebendige Kraft de 
ftemes immer denfelben Werth, fo oft derfelbe Werth von 
wiederfehrt (man fehe $. 81.); insbefondere alfo wird aud # 
febendige Kraft wieder die nämliche, wenn der Fall eintritt, di, 
alle Buncte des Syſtemes wieder in die nämlichen Drte gelangt 
welche fie ſchon einmal einnahmen. Diefer Sat gilt aud, m 
das Syſtem nicht frei ift. 

Die Erfahrung lehrt, daß wenn zwei Körper im Kam 
einander mit gewiffen Gefchtwindigkeiten begegnen, bei dem F 
fammentreffen fofort fehr große Aenderungen in ihren Berge 
gen eintreten. Es müffen alfo fehr große befchleunigende Krift 
da fein, welche in fehr Furzer Zeit die beträchtlichen Wirkung 
bervorbringen, die man Dei dem Stoße beobachtet. Diefe Rift 
laſſen ſich ald Anziehungen und Abftoßungen zwiſchen den Pure 
der Körper denen, die ſich nur auf fehr Fleine Entferning® 
erftrecfen. Geht man von diefer Vorausſetzung aus, und der 
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ſich beide Körper ganz frei beweglich, auch Peinen anderweitigen 
befchleunigenden' Kräften untertoorfen, fo laſſen fih unmittelbar 
die beiden erften der fo eben aufgeftellten Bewegungsgeſetze ans 
menden. Diefen zufolge geht der Schwerpunct beider Körper 
während des Stohes und nach ihm gleichförmig in gerader Pinie 
ungeftört fort, tie vorher; und das zufammengefegte Paar der 
Bewegungsmomente, in Bezug auf ihn gebildet, bleibt ebenfalls, 
nach Ebene und Größe, gänzlich ungeaͤndert. Diefe Gefege gel- 
ten, die Körper mögen bei dem Stoße unverfehrt bleiben oder 
zerbrechen; auch find fie unabhängig von der Reibung, welche 
bei dem Stoße an den Oberflächen der Körper eintritt. Denn 
obgleich die Kenntniß der phufifchen Urfachen der Reibung noch 
nicht fehr vorgeruͤckt ift, fo muß man fich doch diefelbe ald Folge 
gewiſſer Anziehungen oder Abftoßungen denken, welche fi nur 
auf fehr geringe Weiten erſtrecken, und bei denen die Gleichheit 
zwiſchen Wirfung und Gegenwirfung, wie überall, Statt findet. 
Indem die Reibung dag Gleiten des einen Körpers an dem ans 
deren, mährend der fehr Furzen Dauer des Stoßes, erſchwert 
oder verhindert, kann fie die Vertheilung der Bewegung zwifchen 
beiden beträchtlich ändern, aber bei freien Körpern weder auf 
die Bewegung ihres gemeinfamen Schwerpunctes noch auf das 
zufammengefegte Paar der Bewegungsmomente Einfluß haben. 

Die Anwendung des Satzes der lebendigen Kräfte auf den 
Stoß der Körper geftattet nur einen fehr bedingten Schluß, weil 
die Wirkungen ihrer Theile auf einander uns nicht näher bes 
fannt find. 

Um von dem einfachften Kalle auszugehen, denfe man fih 
zwei freie Puncte m und ma’, die einander, in der Entfernung r, 
mit der Kraft fr abftoßen. Es feien dr, d,r die Verruͤckungen 
von m und m’, in dem Zeitelemente dt, nach der Richtung ihres 
Abftandes r, v und v’ ihre Geſchwindigkeiten, fo hat man, nach 
dem Gage der lebendigen Kräfte, folgende Gleichung: - 

mrdv-Fmv/dv=fr(ör-rÖ,r). 
Der Ausdruck fr-ör ift negativ oder pofitiv, je nachdem, da hier 
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Abſtoßung vorausgefegt wird, die Verrücdung dr in die Gerade 
r oder in deren Verlängerung fällt; eben fo verhält es fich mit 
dem anderen Gliede fr-d,r. Denft man fi fr immer pofitiv, 
und hiernach dr, dr mit ihren gehörigen Zeichen genommen, fo 
ftellt in jedem Falle die Summe dr-+d,r die gefammte ende 
rung von r, in der Zeit dt, dar; diefe mit dr bezeichnend, er 
hält man: mvrdv-Hm'vidv'=fr-dr. Es fei, in einem, gemifen 
Augenblicde, r=r,, v=v,, v’=v,, fo ergiebt fi durch Intt⸗ 
gration der vorftehenden folgende Gleichung der lebendigen Kräfte: 


I on r 
nv’ mV? =3nv,’+3mv + Sf fr dr. 
0 


Nimmt man an, daß die abſtoßende Kraft ſich nur auf eine ke 
flimmte Weite erſtreckt, fo ift fr==0, fo lange r größer ift, ald 
eine gewiffe Grenze r.. Sobald aber r<r,, denfe man fid 
daß eine mit abnehmendem r über alle Grenzen hinaus mad 
fende Abftogung Statt finde; alfo daß die Function fr, fobaß 
r<r,, mit abnehmendem r wachfe, für r—0 aber unendiid 


groß werde. Auch das Integral JS “fr dr werde als unendiid 
groß angenommen. Die obige Gleichung läßt ſich auch ſchreb 
ben: zmv?--4m'v'’?=1imv, m re dr. 

Das Integral JS. r dr iſt weſentlich poſitiv, ſo (ang | 
r<r,, es wird Null, j wenn r>r,. Denn unter der Bora 
feßung r>r, iſt fr=0, und mithin au * frdr—0. Mo 


obiger Gleichung folgt, daß der Abſtand r nicht über eine ge 
twiffe Grenze hinaus abnehmen fann; denn für ein ſehr kleines 
r wuͤrde der Werth der lebendigen Kraft negativ werden, was 
nicht angeht. Auch ift aus der Natur der Sache Flar, daßer 
nach der Abnahme wieder bis zu dem Werthe'r, zunehmen muß, 
da die Puncte einander beftändig abftoßen; der Leſer wird alſo 
den ftrengen Beweis diefer Behauptung, der ſich duch Rech⸗ 
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aung leicht führen läßt, nicht vermiften. Denkt man: fich dems 
nad r von r, an anfänglich bis zu einem gewiffen Werthe ab- 
nehmend, nachher aber wieder bis r, twachfend, fo vermindert fich 
anfänglich der Werth der Iebendigen Kraft, und nimmt dann 
mit mwachfendem r wieder zu, bis für r=r, das Integral 


JS. rd: verſchwindet. Alsdann erhaͤlt, indem die Abſtoßung 


aufhoͤrt, die geſammte lebendige Kraft der Puncte wieder den 
naͤmlichen Werth, den ſie anfaͤnglich beſaß. 


Dies iſt der einfachſte, dem Stoße elaſtiſcher Koͤrper ana⸗ 
loge Fall, den die Theorie annehmen kann. Aehnliche Betrach⸗ 
tungen laſſen ſich auch auf den Stoß zwiſchen Koͤrpern von be⸗ 
liebiger Größe anwenden. Man betrachte nur zwei Körper, A 
und B; es fei u die Geſchwindigkeit des Schwerpunctes von A, 
v die relative Gefchwindigfeit eines Elementes m diefea. Körpers, 
gegen jenen Schwerpunct; fo ift. zu?2m-F13mv? die leben: 
Dige Kraft von A ($. 83.). Eben fo-fei 4u'? Zm--42mv.? die 
febendige Kraft von B, Die Summe von beiden werden’ zur 
Abkürzung mit TI bezeichnet; ihe Werth in dem erſten Augen⸗ 
blicke. des Stoßes, in welchem die gegenfeitigen -Wirfungen zwi⸗ 
fchen den Puncten der Körper beginnen, fei U,. Diefe Wirkun⸗ 
gen beftehen theild aus denen, weiche Bon. einigen ‚Puncten des 
einen Körpers auf einige des anderen ausgeübt und von diefen 
wiederum zurücgegeben werden; theils‘, indem dadurch einige 
Theile in jedem Körper aus ihrer Lage gebracht und fo- die. Ger 
fralten der Körper geändert werden, aus denen, weiche fofort 
zeoifchen den. Puncten deſſelben Körpers eintreten. Anderweitige 
Wirfungen find nicht vorhanden, wenn die Körper ganz frei find, 
wie Hier angenommen if. Es fei r der Abftand zwifchen 
zwei aufeinander wirkenden Puncten, fr die Intenfität .der An⸗ 
jiehung oder Abſtoßung zwifchen ihnen, beide mögen übrigens 
demſelben Körper angehören oder nicht; fo entfteht von Diefer 
Wirkung in dem Ausdrucke des Differentialed der lebendigen Kraft 
vährend des Stoßes (U) ein Glied gleich fr-dr, und die Glei⸗ 
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ſenkrechten Apen wähle man wieder diejenige der y fo, daß ik 
zugehoͤriges Trägheitsmoment nicht Fleiner fei, als das für cm 
andere auf x fenfrechte Axe. Zu der dritten auf x und y fak 
rechten Are z gehöut das Traͤgheitsmoment C; und man ht 
nachdem die Aren x, y, z auf die angegebene Art gemählt fd, 
A>B>C, wo das Zeihen > die Gleichheit nicht ausfchlict, 
wie auch im folgenden Theile diefes 8. 


Für irgend eine vierte Axe H, die mit den vorigen x, y,ı 
die Winfel a, B, y bildet, ſei D das Trägheitsmoment, fo in 
nach dem Vorigen A>D. Nennt man r den Fürzeften Abfta 
eines Elementes dm des Körpers von H, fo ift Di, 
und zugleih (vergl. ©. 103.) 


r? =ı’+y 2.-2?—(x COS a-]-Y cos B-Fz2cosy)’ 


ober r?=(y?-+72°)cosa?+-(z?-4+x*)cosß?--(x?-F-y?)cos}’ 
—2y2c0sß cosy—2ZXC08Y COS a—2Xy 05a c08f 


Multiplicirt man mit dm, und integrirt in Bezug auf die gan 
Maſſe des Körpers, fest auch zur Abfürzung Syzdazı 
Sıxdm=h', kydm==h”, fo fommt das Trägheitsmoment: 
D=A cosa?-+-B cos3?-+-C cosy? 

—2h cosß cosy—2h’cosy cos 02h” cosacal 


Man nehme zuerſt die Age H in der Ebene xy, fo iſt cosy= 
und cosa?-+cosß?—1. Daher fann cosa==cos 9, a 
z=sin p geſetzt werden, woraus fich ergiebt: 

D=A cosp?+-B sing? —2h" sing cosp<A, 
folglich ud Asinp®>Bsinp®—2h"sinpcosg, MW 
A>B-2h”cotgQ. Dieſe Ungleichheit (welche Gleiche 
nicht ausſchließt) kann für jeden beliebigen Werth von 9 oft 
bar nur dann beftehen, wenn h"—0 ift; und da fie befeht, I 

muß h’=/Aydm=0 fein. Nimmt. man ferner die Age} 
“in der Ebene xz an, fo iſt cosß=0, und wird noch cosa= 
cos , cos ß=sin p geſetzt, fo fommt D=Ac0sp?+Csnf 
—2h'sinpcosp<A, oder A>C—2h' cotg p; mas nich 
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beftehen Fann, wenn nicht h==0, alfo zxdm==0 ift.. Nimmt 
manendlich die Age H in der Ebene yz an, fo ift cosa==0, 
und wird cosß=cosp, cosy=sinp geſetzt, fo kommt 
D=Bcosp?+Csinp’—2h sing cosp<B, oder B>C 
— 2hcotg y, mas nicht fein kann, wenn nicht h=0O oder 
= ift. Diernach wird das zehgbeitömoment für die 
Are H | 
D=A.cos sa tB cos —* cos y}, 


wo A>B>C. Auch folgt, daß D>C cosa?-+-Ccosß? 

Ccos yꝰ, alfo D>C ift, d. h. das Traͤgheitsmoment für 
die Are z ift nicht größer als das für irgend eine andere 

Are H | | 

Sind insbefondere die Trägheitsmomente für die drei Aren 

x, y, z einander gleih, alfo A=B=C, fo wird auch D=A, 

alfo alle Trägheitsmomente einander gleich, Wind zwei derfelben 

einander gleih, 5. ®. A=B, fo wird DA siny?-+-C cosy?; 

mithin fuͤr cosy—=0, D=A, d. h. die Tränheitsmomente für 

alle in der Ebene xy befindlichen Agen find einander gleich. | 


89. Eine durch den Punct O gehende Are x heißt Haupt: 
are, wenn, indem O wie bisher Anfang der Eoordinaten bleibt, 
Die Integrale cy dm und /szdın beide zugleih Null find. Legt 
man durch die Hauptare x cine beliebige Ebene, deren Neigung 
gegen die Ebene xy gleich « fei, und zieht im derfelben aus O 
Die Gerade v fenfrecht auf x, fo ift, für die ‚senkrechte Projeetion 
eines Clementee dm des Körpers auf die Ebene xv, vo 
ycosa-+-zsina, mithin kvdm=cosafxydm-+sin afxzdm ==0; 


es kommt alfo auf die Wahl der Ebenen xy, xz nichts an. 


Aus dem vorigen $. folgt, daß jedem Puncte O des Körpers 
‚wenigftens drei Hauptaxen zufommen, die ſich durch denfelben 
legen laffen, und gegen einander fenfrecht find. ine derfelben 


ift im Allgemeinen die Axe des größten, eine andere die des 


Fleinften Teäaheitsmomentes. Diefe drei Hauptaren bezeichne 
man, mie oben, mit x, y, z und die zugehoͤrigen Traͤgheitsmo⸗ 


+ 


— 
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mente der Reihe nach mit A, B, C, mobei immer AB>tC 
vorausgefegt wird, ohne die Gleichheit auszufchließen. 

Man lege ferner duch O noch drei andere rechtwinklich 
Aren u, v, w, und bezeichne die Eofinus ihrer Neigungen gega 
x, y, z wie in F. 33. Gind nun x, y, z und u, v, w di 
Eoordinaten bdeffelben Punctes in beiden Syſtemen, fo ergeba 
fih, indem man x, y, z zuerft auf die Abfciffe u, dann aufı 
und dann auf w fenfredht projiziert, folgende Gleichungen: 

u=ax-+by-rcz 
va x+b y-+rcz 1. 
w=a'x+b"y-rc"z 
wobei zwiſchen a,b, + c’ die Gleihungen 1. a und 1.bu 
8. 33. gelten. Diefe Formeln für die Verwandlung eines rede 
minflichen Eoordinatenfoftemes in ein anderes find auch fchon u 
$. 22. enthalten, wenn man die dortigen ſchiefen Axen x,, Yu 
T, rechtwinklich annimmt. Aus denfelben folgt weiter 
ur==(ax-+-by-Hcz)a'x-+b’y-+c'z) 
oder wenn man mit dm multipliciet, und in Bezug auf die ge 
fammte Maffe des Körpers integrirt, zugleich bemerfend, dd 
/ydm=0, Szıxdn=0, Syzdm=0, weil x, y, z Hauptam 
find: 
ſuv dm aa'/x”dn-+-bb'/y?dm-+-cc'/z’dm. 
Es it aber Sy’+2)da==A, u. f. w. (8. 88.); alfo 2yr!da 
=B+C—A, Yyrdn=C+A—B, 2yı?da=A+-B-—C. 38 
Abkuͤrzung fi noh BH-C—A=UA, C+A—B—H, 
A+-B—C=2C (A, B, C find weſenlich pofitio); dem 
na folgt: 
fuvdn=aaA+bbB-relC 
Jwudm==a"a A’+b"b B’-+e'c C’ 2. 
ſev da==a’a’A’ +-b’ h"B' ec’ eC 
Die beiden letzten diefer Formeln ergeben fih auf gleiche Weil 


3 t 


Ä 
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wie die erſte, oder unmittelbar aus dieſer durch angeneffene Ver⸗ 
wechſelung der Buchſtaben. 

Soll nun u eine vierte, mit keiner der drei vorigen zuſam⸗ 
menfallende Hauptaxe fein, fo muͤſſen die Integrale u v du, 
Saw dm verſchwinden, und mithin folgende Gleichungen gelten: 

aaAa+hbbBredeC=0 3. | 
aaa +b"bBrece—0. 4. . 


Sind erftens die drei Trägheitsmomente A, B, C einander 
gleih, fo ft auch ABC, und die Bedingungen 3. 4, 
werden, nach $. 33., 1. b., von felbft erfüllt, d. h. alle Agen 
find Hauptaren. (ES iſt immer nur von den durch O gelegten 
Aren die Rede, fo lange diefe Bedingung nit ausdruͤcklich auf⸗ 
gehoben wird.) „Sind ferner zwei der Treägheitsmomente A, B, 
C einander gleich, and von demdeitten verfchieden, z. B. A=B, 
fo iſt auch AB’, und die vorfiehenden Bleihungen geben, mit 
Ruͤckſicht auf 4. b, in$.33., oeC'—A)=0, a’(C’—A)=0. 
Es ift aber CA A—C,. alfo nicht Null; within ee.—=d), 
ce —0. Beide Bedingungen werden befriedigt, wenn c==0, 
d. h. jede Are in der Ebene xy ift Hauptare, außer diefen aber 
und der auf ihnen fenfrechten z feine andere. Denn fegt man 
=, c'—=D, wedurch obigen Bedingungen ebenfalls genügt 
wird, ſo ergiebt fih nur die Age z. 

Sind endlih A, B; C alle von einander verfchieden, fo 
giebt es feine vierte Hauptare. Denn es fei, wenn ed angeht, 
u eine folhe, die mit Feiner der vorigen zufammenfällt. Da v 
und w fich befieblg, wenn nur ſenkrecht gegen u und gegen ein- 
ander, wählen laflen; fo nehme man v in der Ebene xu, mithin 
w fenfrecht auf x, und fee demnach in der Sleihung 4. aD, 
Diefe Gleichung giebt, weil noch b"b-+-c’c=0, b"b(B’—C’)=0, 
und weil B-O—=C—B, alſo nicht Null ift, fo giebt fie 
bb"—0; daher auch c'c—=d fein muß. Da b und c nicht zus 
gleich Null fein Fönnen, indem fonft u in x fiele, da ferner auch 
b” und c” nicht zugleich Null fein koͤnnen, weil h"?+c"”=1; 
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fo folgt, daß entweder 5" und c oder b und c" zugfeih Nul 
fein müffen. Set man b"=0, c=0, fo giebt die Gleichun 
3., weil aa-+bb’—=0, aa(A’—B)=0, mithin aa’ 0, ale 
auch bb’=0, Hieraus folgt, da weder a noch b Null fen 
fann, indem funft, wegen c—0, u in y oder in x fallen wurd, 
a—=0, b=0, mithin !==1. Dieſe Werthe in die erfte de 
Gleichungen 1. b., 8. 33., gefeßt, geben Ec O, mas nid 
möglich ift; denn da a’—=0, b’=O find, fo folgt i. 
Um zu bemeifen, daß eben fo wenig b und c” zugleich Null fen 
fönnen, brauht man im VBorftehenden nur die Buchftaben b 
und c mit einander zu vertaufchen; dadurch wird der Benni 
auch auf auf diefen Fall anwendbar. Folglich iſt Feine vier 
Hauptare vorhanden; we z. b. w. 


90. Hier muß einer wichtigen Eigenſchaft der Hauptarı 
erwähnt werden, die ſich aus $. 84. ergiebt. Wenn fich nim 
ih ein Körper ohne Einwirkung befchleunigender Kräfte m 
eine unbewegliche Are x dreht, fo folgt aus dem geriannten |, 
oder auch aus dem Sate der lebendigen Kräfte, daß feine Vir 
kelgeſchwindigkeit (=) unvecänderlih if. Nimmt na 
die Drehungsage, wie in $. 84., zn derjenigen der.x, fo ift fit 
jeden Punct des Körpers = —0, = —0; zugleich find di 
Kräfte X, Y, Z alle Rt, und man erhält für den Widerftan 
der Axe folgende Ausdrücke: 


n=0, 0=—ow?/ydm, 0=—w?fıdm, M=— w?/zda, 
N=ov?’%Akydn - 

Diefe Ausdruͤcke ergeben fih aus 8. 84. am einfachften, men 

man in den Gleichungen c welche den Widerſtand bei Umdre 

hung eines ſchweren Körpers ausdrüden, 80, zu, und 


2 
=F=0 0 fegt. Nun lege man durch den Anfang O de 
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x, y, 2, welcher ein. beliebiger. Punct‘ der: Drehungsare x ift, 
drei neue Axen u, v, v, die in dem Körper feit- feien, während 
die vorigen x, y, 2 im Raume feft find. Da jedoch x auch im 
Körper feſt ift, fo falle:u: in x; ferner -fei v dem: vom: Schwer: 
puncte.auf u gefälltgn gothe a parallel; fo hat man Sr dın==am, 
Se dn—0. Bezeichnet noch, wie in $. 84, @ die veränberliche 
Neigung von v gegen z, ſo ik ymvsinp-iwoosg, 
z=vcosp—w sing, folglich /ydm=am sing, :fadmn= 
amcosp, und /xydm=sin gfuvdm—cos Pfuw dm, /xzdm 
= .c0s$ fuvdn+-sin P fuwdm. Es fei num insbefondere u eine 
der dem Puncte O zugehörigen Hauptaren, fo find /uvdm=0, 
Juw dn=0, mithin auch Azdm=0, /xydm, während der ganz 
zen Dauer der Bewegung. Hieraus folgt: 
e=— w’/ydm, 0o=—v’fzdm, M=0, N=0; 
der gefammte Drucd auf die Age befteht alfo nur in einer einzel 
nen Kraft Wo?-+0? in O; dagegen find die Paare M und N 
beftändig Null. Wenn daher, mit Ausnahme von O, alle 
übrigen Buncte der Are x frei beweglich gemacht wers 
den, fo bleibt diefe Are dennoch unbemegt, weil fie. nur 
in dem unbeweglichen Puncte O einen Druc erleidet, und der 
Körper dreht fich mit. gleichförmiger Geſchwindigkeit um diefelbe, 
wie vorher. Geht insbefondere u durch den Schwerpunct des 
Körpers, fo wird noch Srdm=0, alſo au Sy dm=0, 
zdm—0, und folglid E—=0, 0—=0; d. h. ivenn die zu O ge 
Yörige Hauptage noch duch den Schtwerpunct geht, ‚fo erleidet 
ie, indem der Körper fih ohne Einwirfung befchleunigender 
Rräfte um fie dreht, gar feinen Druck, und braucht mithin auch 
n feinem Puncte befeftigt zu fein, um immer unbeivegt zu biei- 
ven; die Drehung dauert alfo immerwährend gleichförmig fort. 
Der Urfprung des hier in Rede ftehenden Druckes auf die 
ge liegt in der Schwungfraft. Diefe beträgt, für die Winkel: 
jeſchwindigkeit w, und für ein Clement dm in dem Abdftande 


— — 2,2 j 
—=YVVYy’-+2? von: der Drebungsare x, — (indem row 


= 
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die Geſchwindigkeit von dm ift) oder rw?dm. Sie wirft in de 
Richtung des Abſtandes r, diefen zu vergeöfern firebend. Zer 
beat man fie nach den im Raume unbeweglichen Axen x, y, z, fi 
find ihre Componentn X=0, Y=w’ydm, Z==w*z dm, inden 


I, — die Eofinus der Winkel find, welche ihre Richtung mi 


y und z bildet, wobei r pofitio, y und z aber mit ihren Ze 
hen zu nehmen find. Man fee alle Schwungfräfte in eing cr 
zelne Kraft an O, und ein Paar zufammen; bezeichne die Com 
ponenten von jener mit 77, 0’, 0’, die bon diefem mit L, M, 
N’; fo kommt: 
w—=2X=0, !=3Y=vw’/fydan, (=23Z== w?fı.dı, 
L’=&XYzı—-Zy)=0, M=%XZı—Xz)=wtfxz de, 
| N=2Xy—YD=—w’/fydm, 

folsih ft o+re'=0, o-+0=0, M+M'=0, N-+-N’=# 
d. h. der Widerftand der Are bat, wenn Feine beſchleunigenda 
Kräfte vorhanden find, nur den Sowungekraͤften reihen 
zu halten. 

Daß die Ebene des zufammengefeßten Paares der Shmur 
fräfte Durch die Drehungsage. gehen, alfo die auf diefer ſenkrecht 
Eomponente L’ Null fein muß, verfteht ſich von felbft, weil 3 
Schwungfräfte nach der Are gerichtet find. Man bemerke nod 
daß die Mittelfraft aus allen Schwungfräften nah Richtuf 
und Größe die nämliche ift, als ob die ganze Maffe Des Kir 
pers im Schwerpuncte vereinigt ſich mit der Winkelgeſchwindi 
keit w um die Are x drehte. Denn nennt man y', z’ die 
dinaten des Schwerpunctes, fo find my'o? und mz’w? die 
ponenten der in angegebener Vorausſetzung Statt findend 
Schwungfraft, und da my'—=/ydm, mz’==/fzdm, fo find 
den vorigen e' nnd 0’ gleih, mw. 3. b. w. 

Hieraus ergiebt ſich noch Folgendes: Kine durch den 
per gelegte Gerade ift nur dann in Bezug auf einen ihrer P 
Hauptaxe, wenn bei der Drehung um fie die Ebene Des 3 










Sn 
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mengeſetzten Paares der Schwungkraͤfte der Mittelkraft aus dies 
fen parallel ift, und mithin, nach vorhergehenden Sage, durch 
den Echmerpunet geht. Alsdann laſſen ſich alle Schwungkraͤfte 
in eine einzige Refultante vereinigen, und in Beziehung auf ben 
Angriffspunct derſelben ift jene Are Hauptaxe. Geht aber jene 
Serade durch den Schwerpunct, fo ift die Mittelfraft der 
Schwungfräfte unter allen Umftänden Null, und diefe geben mits 
bin ein Paar. Wenn auch diefes Paar Null iſt, und nur dann, 
ft die Gerade Hauptare, und zwar ift fie dieſes für jeden ih: 
ser Puncte; wodurch fich die duch den Schwerpunct gehenden 
Hauptaren vor den übrigen auszeichnen, die immer nur für einen 
ihrer Puncte Hauptaren find. 

Es fei, um auch hier die Anwendung der Rechnung nach⸗ 
uweiſen, u die Gerade, ein beliebiger Punct O in ihr Anfang 
der Coordinaten, und die Ebene uv gehe Durch den Schwerpunct, 
fo it /rda=am, /wdm==0. Soll diefe Gerade u in Bezie⸗ 
hung auf einen ihrer Puncte O' Hauptage fein, deſſen Abſtand 
von O, mit feinem Zeichen, gleich c fei, fo muß ſich e fo bes 
Rimmen laffen, daß die Integrale S(u—c)vdm, /(u—c)wdn 
zeide Full werden. Man fege fuvdn—Am, /awdm—=Bm; das 
durch gehen diefe Bedingungen, weil /rdm=am, /wdm=0, 
aber in A—ac==0, B=0, welche wiederum nichts Anderes 
zusdräcen, als fo eben entwicelt worden. 


91. Es muß noch gezeigt werden, wie fich die Lage der zu einem 
Puncte O gehörigen Hauptagen Durch Rechnung heflimmen laſſe. Es 
eien, immer aus dem Anfange O, u, v, w drei gegebene fenfrechte 
Axen, x, y, z die drei gefuchten Hauptaxen; und man fege: 

fe’dn=F, Sr? dn==G, fe? dm==H, 1 1 
Srwdm=f, fwudn=g, /urdm=h. 
Die bier mit F, ++ h bezeichneten Integrale werden als gegeben “ 
orausgefegt, und koͤnnen allemal gefunden werden, wenn die 
Seftalt des Körpers und die Vertheilung der Maſſe in ihm bes 
yefannt find. Wären f, g, h alle Null, fo wären auch u, v, 
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w ſchon die. gefuchten Hauptaxen; diefer Fall kann alfo ausge 
fchloffen werden. 
Ferner gelten zwiſchen den Eoordinaten u, v, w undx,y 

2 defjetben Munctes die Gleichungen 1. fr 8. 89., nämlich 

=ax-+by-++ez, v=aı+b’y-+rcz, w=a'-+b"y.+c", 2 
und zwiſchen a, b +. c” wieder die Gleichungen 1. a und 1.1 
in 8. 33. Kerner folgt aus den Werthen von A, A’, A 
B, ++ C” (Seite 91. unten) 

Aa+ aA" "—=Bb-++-B’b-+Bb" = Cc-+-C’‘-+C”e”, 
oder weil A=a, Aa «+ (©. 92, Kormel 4.), 
aa’ Ha —b’+b’Hb”—c’+ec ac"? 

Nah 1. a. $. 33. ift aber die Summe diefer drei gleichen Aut 
drücke gleich 3; folglih muß jeder von ihnen der Einheit glad 
fein. Dies verfteht ſich auch von felbft, weil z. B. a,a,: 
die Coſinus der Winkel find, mwelche x mit den rechtwinklicha 
Aren u, v, w bildet; es Fam hier nur darauf an, zu zeigm 
wie au diefe Relation in den Formeln des 8. 33. enthalte 
iſt. Alfo hat man noch: 

+3? ra"? 1, b?+b?-+b"? 1, po?" —1. 3 
und auch 
b c-+-b'c' + ” = 0, ca+ * + c"a "—(), ab -+ra'b' +a"b"—0. 1 
Die legte diefer Gleichungen 4. folgt, indem man die Werk 
"von A, A’, A” (S. 91.) beziehungsmweife mit b, b’, b" mul 
pliciet und die Producte addirtz auf ähnliche Weife die übrige 
Multipliciet man die Gfeichungen 1. der Reihe nach mit 3,3 
a", und addirt die Producte, und eben fo nachher mit b, b, b, 
wieder addirend, u. f. f., fo fommt: | 
x=aufa'v-+a”w, y=bu-Fb'v-+b"w, Z=cü-kc'v-Fe'm, 5 
welche Gleihungen man, wie Jeder fieht, auch auf geometw 
fhem Wege duch Projection leicht erhält. Nun fer für die # 
ſuchten Hauptaben x, y, 2: 


⸗ 
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J’dm=$, Jy’dn=n, fr’dm==( 
 fyzdn=0, Szxdn=0, Sydm=e0, 
Quadrirt man die Werthe von u, v, w in 2, eplict mit 
dın, und integriert, fo folgt mit Ruͤckſi cht auf 1. un 
. F=a? +b’n-+c?(l 
G=a?’t-+b’n-rc?l 7. 
H=a"24+b"n-2c"?? 
Multiplicirt man ferner die Gleichungen 2. zu zweien mit einan⸗ 
ver, ſodann die Producte mit dm, und integrirt wieder, fo folgt 
benfalld aus 1. und 6. 
eaa’örpbb'nhe J— 7 
g—a'at+b"bnHc"ld + 8. 
h=aas5+ bb’7-+-cc’? 
Multiplieirt man die erfte der Gleichungen 7. mit a, die zweite 


nd dritte von 8. mit a” und a’, und addirt die Peoducte, ‚fo 
ommt: 


aF-Hra"g-Ha'h=af, oder alF—H-rab-ra'g0. 
luf ähnliche Weiſe ergeben ſich überhaupt die Gleichungen: 
a(F—s)+ah+a’g=0 
ah+a(G—-H)+a'f=0 9. 
ag-raf-pa’H-=0 ) 
zertauſcht man in denſelben a, a’, a”, & mit b, b', b", 7 und 
it c, c, c’, &, fo erhält man noch 6 andere Gleichungen, die 


jenfalls richtig fein müffen, ‘deren Hinfchreibung aber unndthig 
. Aus den beiden erften der Gleichungen 9. folgt: 


a: al: a —fh—gG—Hihg—fF—H: J 
ıd mithin aus der dritten: 
BCE LEHE ÄCH- NND, 


t 
Nut 7 


& 
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Setzt man demnach ſadx dy daz , ſydxdy diz 
Nıdxdydz=ß, fo find, für einen Körper von überall de 
her Dichtigkeit E die TrägheitSmomente in Beziehung auf d 
Axen x, y, 2: 

‚ A=eln+Ld), Beell+2), C=odHn). 
Der Körper fei ein gerades Prisma oder ein Eplinder m 
beliebigem Querfchnitte; die durch den Schwerpunct gehende fir 
genage fei die der x, und jener Punct Anfang der x; die kw 
des Prisma fei 2a; fo erhält man, zuerft nach x von —a bi 
ra integrivend: 


g==3a®/fdxdy, n=2affy’dydz, (=2%/fırdydı. 
Die Längenare x ift hier immer zugleih Hauptaxe; denn dud 
Integration nach x von —a bi8 Fa’ erhält man /ſſxy di dyb 


=0, Mfsndsdyda=0, weil [x xdı—=0. Die Beftimmung de 


beiden andern Hauptaren hängt von dee Geſtalt des Duerfchnitted 
Für das Folgende mag bier noch im Allgemeinen bemerft me 
den, daß bei ‚gleichartigen Körpern jede Are, um welche der Ki 
fommeteifch liegt, auch eine Hauptare fein muß. Denn & fi: 
‚eine.folche Age, x, y’, z’ die Coordinaten eines Elementes n 
fo giebt e$, wegen der angenommenen fommetrifchen Vertheilm 
um die Are x, ein anderes Clement dm, deſſen Coordinaten s 
—y’, —, und mithin befteht das Integral /xy dm aus je 
gleichen. Elementen x’y’dm und —x'y'dm, die einander zu M 
aufheben; folglich iſt Azdm=0 und eben fo /xzdmz=]; } 
z. b. w. In den, folgenden Beifpielen find x, y, z immer 
duch den Schwerpunct gehenden Hauptagen. 


Der Querfehnitt ded Prisma fei ein Rechteck, 2b um& 
die Seiten deffelben, die Aren y und z ihnen parallel; fo it N 
Flaͤche aydz=Abe, und mithin £=$a’be, oder MW 
dag Volumen Sabe==V gefet wird, Z=4a?V, und M 
fo it 7=4b?V, 'æeꝰV; folglich die Trägheitdunmen 
die Maſſe eV=m gefegt: 
/ | 


vr 


\ l 
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A=yb’+0")m, B=}(c’-ra”)m, C==3(a?-+b?)m.. 
Zür einen Würfel werden die Seiten 2a, 2b, 2c einander gleich; 
mithin auch A=B=C—2a’m; daher find Alle durch den 
Schwerpunct gehenden. Aren Säuptaren (89). Iſt a>b>c, 
fo ift z die Are des größten Traͤgheitsmomentes (C) und x die 
des Fleinften (A). 


Der Querſchnitt ſei elliptifch; N de Glei⸗ 


chung feines Umringes; fo iſt die. Flaͤche Ydydz=ber, wie 
befannt, folglid E=$a’ben—=ta?V, wo V—daber dag 
Volumen des Eplinders ift, Berner. ift Sydyde= 


8 . 
© 32\3 
+b° Sf (1-5) dz, nachdem von y=-ıV 1-5 


bis y-+V 1-2 integreirt worden. Zur weiteren In⸗ 


tegration fege man z=csinp; auch mag, um der Rechnung 
etwas mehr Allgemeinheit zu geben, m anſtatt des Erponenten 
3 gefchrieben werden; fo fommt 


an * u 
G — =) de=2e/ cos p+!dop. | 
In gegenroärtigem Falle ift 2n-+1 eine pofitive ganze und gerade 


Zahl, nämlih 4; fchreibt man nun in dem Ausdrucde von 
Qu-1.cosxn (©, 43. L) 2m anftatt m, fo fommt: | 








2rm—1 cos x cos 2mx-4-2m cos (2m —2)x ++“ + 7 ud 


m!m! 





no 
alfo durch Integration von x0 bis ı=Z, zu cos xꝰm dx 


rs 2m! ... r N ‚Zum! . 

nm f und „mithin JS. cos yrdymaarı * . m m’ 
u 77 nn 43 

forglih wenn Zm—=in-HM=4 if, Se Yy=Z 31 
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=, und mithin Sfr»e=r = Ihten 
alſo n—4ab’en==ib?V, und eben fo (=4c’V. Hierau 
erhält man: A=:(b?-4-c?)m, B=(}c?--1a?)m, C- 
(ib?-4-3a’)m, wo m=z=oV, 
, x? o y? 7°. an 
Der Körper fei ein Ellipfoid, stut+a>=1 die Gle 
chung feiner Sberfläde; fo muß man, um £ zu finden, nad» 
\ 7 


y, 2 beithanaeweiſe zwiſchen deu Grenzen Sa 1 7-7 





+ V 1-% 7 ic integeisen. Hieraus ergiebt fich zunoͤch 


= /[ (1-55) dydz, 


wo I zu etwas größerer Allgemeinheit der Exponent 2 
anſtatt 3 gefegt iſt. Zur meiteren integration werde y= 
BV 1-%. sin 9, ay=bV 1—%.c0s pdp gefegt, I 
fommt, wenn man noch 2m anftatt 2n-4-1 fehreidt: 


=; anf esgn.ap f (1-5) % 
_2 :a°’b 
nn en Si (d—u")edu, 
mo noch 2eu geſetzt ift. Um das zufegt ftehende Stel 
für jeden pofitiven ganzen Werth von m zu finden, bemett 
man, daß 
KA—u?)eu)—=(t—ur)rdu—2m(l—u?)"-1u?du 
. = (1-u?)du+2m(1—u?)"du—2m(l— ur) dt 
alſo —EE— 
Integtirt man auf beiden Seiten von u=0 bis u=u, fo komm: 


(1—u? Jru=zm+1/ ( A—u’)" du - zu (A—u*)a-1du; 
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folglich, da der Ausdruck links fr ui. Kalt wird: 


JS“ du" aa 


mithin LT 0 


* 


= fe (1 u?)"? du, u. uf J 

| ERBE 2m. 2m—2. 2m—4:« 2, \ 
alfo Se» zT ml me 
Kür den vorliegenden befonderen Fall ft -Am=—2n 14, 
daher JS. A-ud=55 und, nah dem obigen Aus: 
drucke von Z,.- Be BER 


=, 5 bo=garben=} 1a v, 
wo V faberr. Eben fo iſt =, lei v, und 
mithin, eV==m gefebt: 
A=4(b’+c")m, B==4{c?-Fa?)m, C==+(a?-+-b’)m. 
Für eine ‚gleichartige Kugel vom Halbmeſſer a erhält man hier: 
aus das. Trägheitsmoment in Bezug auf einen Dur meßer gleich 
Zaꝰm, wo m die Maſſe der Kugel. 


— 


v 


⸗ 


Beweguns feſter Körper. 


93. Zur Kenntniß der Bewegung eines feſten Körper w wird 
erfordert, daß man erſtens die Bewegung eines ihm angehoͤrigen 
Punctes (derſelbe mag O heißen), und zweitens die relativen Be⸗ 
wegungen der übrigen Puncte in Beziehung auf O, oder die 
Drehung des Körpers um O, anzugeben wife. Wenn ein 
Punct des. Körpers unbeweglich ift, fo fällt, indem man diefen 
für O nimmt, der erfte Theil der Aufgabe hinweg; wenn aber 
fein Punct unbeweglich iſt, fo ift es vortheilhaft, für O den 
Schwerpunet des Körper zu nehmen, deflen Bewegung (nach $. 
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80.) eben: ſo⸗ erfolgt, als ob die ganze Maſſe im. ihpn vering 
waͤre und alle Kraͤfte unmittelbar auf ihn wirkten. 

Dan denke ſich drei rechtwinkliche, Im Raume unbeweglite 
Aren, bezeichne die Coordinaten von O, nad denfelben, mit } 
n, G, und die eines anderen Puncted P des Körpers mit x) y, 
z'; fo find Xr&, y'—n, 7 die relativen. Coprdinaten von? 
gegen O, welche der Kürze wegen mit x, y, z bezeichnet we 
den ſollen. Ferner lege man durch O deei gegen einander fat 
rechte, in dem Körper fefte und mit ihm im Raume beweglik 
Axen u, v, w; es feien, a, b, co," die mit.der Zeit verändern, 
hen Steigungen derfelben gegen die unbeweglichen Axen; fo finde 
in jedem Augenblicke zwifchen den relativen Coordinaten von? 
gegen O in Bezug auf die beweglichen Axen (u, v, w) einerſein 
und die unbeweglichen andererfeits folgende Gleichungen Statt: 


u=a x+b y+c zZ oO xs=aufavkaw. 
... waıhbyrcz .y=buerbv+b"w } 1 
w=a"x-+b’y-+c"z Z=cuHkoTr-He"w- 
are. rare )-- 
a?+b’re?>=1. b’rb?’rb"”—t 2 
er). 
a’ a"+-b'b"-+c'c IL —=0:. borbe Hl} , 
* +b’"b-+c"c =0 ca-+ca+c’a"—=0 } 3 
aa-+rbb-+-cc =0 ab-+rab'+a”b"==0 


Diefe Gleichungen find hier zur Ueberfiht aus $. 33. und 9 
vollftändig zufammengeftelft. Ferner erinnere man, ſich noch w 
$- 33., Daß die. 9. Coſi nus a, b, «. c”, Sich als Functionen dent 
Beränderlichen,Q, W, Q darftellen. laſſen, welche den Bedingung⸗ 
gleichungen 2. und 3. Genäge leiſten; daher. die Rage der Ar 
u, v, w duch die Winkel 9, %,.9 bedingt wird, welche ol 
Functionen der Zeit beſtimmt werden muͤſſen. Auch Je mol 
noch 





——— . yanhy, ven; 4 | \ 
Die Aufoabe erfordert mithin, außer der Beſtimmung 9, u, 6 
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durch welche x, y, 2 für_jeden. Punct des Körpers ald Functio⸗ 
nen der Zeit befannt werben, auch noch die von 8, 7, &, mofern 
O nit unberveglich iſt; denn in dieſem Falle find 8, 7, l 
conftant. 


Man denke fi die Geſchwindigkeit des Punetet pP, zur 
Zeit t, nach den Axen u, v, w, und eben fo die von O nach' 
denfelben Aren zerlegt, bezeichne die Componenten der’ erften mit 
U’, V’; W’, die der zweiten mit U”, V’, W".-und ſetzen 

. V=UV-U, V=V_V", W=W WW": 
fo. find U, V, W die. relativen Gefhwindigfeiten von P gegen. 
O, nach den Axen u, v, w. Nach: den ‚Richtungen::ber unbe⸗ 
weglihen Aren aber find dieſe velativen Geſchwindigkeiten 
ds dy dz 
dt’ dt’ dt 
den, deren Eofinus a,b, c; a’ «« c” find; fo erhaͤlt man 


c$ . Ba ct 
“ 
. 


‚ und da diefe mit den Axen u, v, w Winkel bil: 


U=a at 


un A — Eu GE 
t 
„dx „dy ‚an 
Ww=a ara are ‚dt 


ab 1. folgt aber, indem u, v, w von t unabhaͤngig ſind: 


dx „da. da’ = 
Karat’ 


Yu db db Mr 6 


dratv’a 


dz___de, _dc dc” 
d uuTv dt ur” dt 


Set man in 5. vorftehende Werthe von | F, , noch bes 
merfend, daß 
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a da «Fb db re de =0 
a’da’-+b’ db’ -+c' dc’ =0O 7. 
a”da”-+-b"db’pc" C=0 
fo.fommt, indem der gemeinfame Nenner dt als Factor auf die 
andere Seite genommen wird: 

Udt (a da’-+b db’-Fe de)v· (a da” -+b db"-+cdc”)w 
Vit==(a’da-+b’db-Hcde)u+r(a’da’-+b’db"--c’dc”)w 
Wät=(a”’da-+b"db-4-c"dc)u-+(a”da’-+b"db’-+c”dc')v. 
Rach 3. aber iſt ada-HbÄAb-Hede -Fada-+-b’db--c/de=i); 

u. ſ. f.; man fege daher: 
ada+b db’ + de -(a'da +b'db +ede)=rdt) 
a’da-+b"db’-Fo’de = — (ada" +bdAb’-+cde")=gdt } 8. 
a’da”-b’db"Hc 'de" —— (alda b-— p dt | - 
wodurch erhalten wird:. 

\ U=rv-qw, V=pw—ru, W=qu—pv. 9. 
Zieht man in dem Körper von O aus eine gerade Linie, dern 
Gleichungen find: | 
| “-1-Y », 

p ga r 

fo ift nach 9. für alle Punete derſelben U=0, V=0, W=|; 

d. 5. die relative Geſchwindigkeit aller diefer Puncte gegen 0, 

für den Augenblic® t, ift Null, und mithin ift dieſe Gerade de 

augenblickliche Drehungsare des Koͤrpers. Aus den Gle—⸗ 

ungen 9. geht auch hervor, daß die Gefchwindigfeiten U, V, 
.M für alle Puncte einer Geraden, die mit der durch Gleichung 

10. beftimmten parallel tft, gleich .groß find; denn die Gteihun 

gen einer folchen Geraden find? rv—qw=f, pw—ru=g 

qu—pv==h, mo f, g, h unabhängig von den laufenden Eoors 
dinaten u, v, w, aber durch die Bedingung fp-+-ggq-+hr=P 
mit einander verbunden find. Kür die Puncte dieſer Geraden 


N 


Eu 
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wird mithin U==f, V—g, W==h; dieſe Werthe find alſo fuͤr 
alle dieſe Puncte einerlei, wie auch der Begriff der Drehungs- 
are erfordert. 

Man lege durch O eine auf der Drehungsare fenfrechte 
Ebene, deren Gleichung mithin it pu--qv--tw=0, nehme 
in derfelben einen Punct in der Einheit der Entfernung von 
O, fo ift die relative‘ Geſchwindigkeit deffelben gegen O; 

— 
Denn es iſt nach 9. uͤberhaupt 
U Vꝰ WV (qvW) (pw ru) (qu - pv) 
=’ Hr Ku’ HW)— pure arW)”, 

welcher Werth für pu+qvHw=0 und‘ w-v?+-w’—1 
“in p*+g?-+r? übergeht, und mithin die obige Zormel liefert. 
Diefe Geſchwindigkeit ift die augenblidlihe Winfelges 
ſchwindigkeit der Drehung, welche hinfort mit © bezeichnet 
werden fol. Demnach ift . 


o=V pP-+g’+. 11 


94. Die Formeln 9. geben jede der Gefchtoindigfeiten U, 
V,'W als zufammengefegt aus zwei Componenten, z. B. U aus 
rv und —qw, u. ſ. m. Diefe Componenten der Geſchwindig⸗ 
keit VU?-+-V?--W? faffen ſich aber noch auf eine andere be- 
merfenswerthe Weife zu zweien mit einander verbinden. Naͤm⸗ 
ih man fege pw mit —pv zufammen, fo erhält man, da die 
erfte diefer Componenten mit v, die ziveite mit w parallel ift, 
- und beide mithin fenfrecht gegen einander find, eine vefultivende 
Geſchwindigkeit, deren Größe gleih pV vw? if, wo p' 
den pofitiven Werth von p bedeutet. Die Richtung derfelben 
bildet mit den pofitiven Agen der u, v, w Winfel, deren Eofinus 

iw *v 
0, Vr2-pw?’ Vv:-£w: 
Zeichen gelten, je nachdem p pofitiv oder negativ iſt; fie ift da⸗ 
ber fenfrecht nicht allein gegen u, fondern auch gegen das von 


find, wobei die oberen oder unteren 
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dem Punete P (deffen Eoordinaten u, v, w find) auf die Areu 
gefällte Loth;' denn dieſes si mit ‘den Aren v, w Wind, 


deren Coſinus Va are r find, woraus fofort da 


Behauptete folgt. Da nun das Loth von P auf die Are u, de 
Größe nach, gleich Wv?+tw* ift, fo entfpricht die Gefchmir 
digkeit pV/ v’-Fw? einer Drehung um u, mit einer Winkt 
gefhwindigkeit, deren Größe dem pofitiven Werthe von p (d.i 
p) gleih ift. Auch in Beziehung auf den Sinn diefer Drehun 
um u findet feine Zmeideutigkeit Statt. Denn man betragt 
denjenigen Punct des ned, für welchen u=0, v=l 
w=+1 ift; fo find 0, p, ©, die Componenten der Geſchwir 
digkeit, welche er vermoͤge der Drehung um u befigt, nad da 
ren u, v, w, d. 5. diefee Punct geht (augenblicklich und di 
vermöge der Drehung um u) in dem Sinne der pofitiven ode 
negativen v, je nachdem p pofitiv oder negativ iſt. Hierduth 
ift aber der Sinn der Drehung völlig beftimmt, da die Richt 
gen der pofitiven Aren u, v, w in dem Körper von Anfang a 
feftgefegt fein mußten. Denft man fich in einem Punce de 
poſitiven Age u ein nach der Ebene vw hinblictendes Auge, I 
wird für daffelbe, wenn p pofitiv ift, die Drehung der Pumt 
in der Ebene vw in einem gewiſſen Sinne, 3. B. von der fr 
fen zur Rechten, erfolgen; dieſer Sinn ift dann der pofitik. 
Wenn nun im Folgenden von der Drehung um irgend eine-M 
die Rede ift, fo denfe man fich diefe von O aus immer m 
nach einer Eeife fortgehend, die dadurch beftimmt wird, daß N 
Drehung für ein in der Are befindliches Auge, welches nd 
der auf ihr ſenkrecht durch O gelegten Ebene hinblickt, im pob 
tiven ‚Sinne erfolgen fol. Schneider man noch, wenn mehr 
Drebungen zugleich in Betracht kommen, auf der fo beftimmte 
Are jeder derfelben, von O aus, ein ihrer Winfelgefchroindigfet 
proportionales Stuͤck ab; fo fieht man, daß durch diefe Ab 
fehnitte der Aren jede Drehung nach allen Beziehungen eben I 
vollftändig dargeftellt wird, wie ein. Kräftepaar durch feine AR 
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($. 15). In dem vorliegenden Falle fällt alfo die Are der Dies 
hung um u in den pofitiven oder negativen Theil von u je nach: 
dem p pofitiv oder negativ ift. 

Auf gleiche Weife geben die Komponenten gu und —qw 


die Geſchwindigkeit qWu?-pw?, melde einer Drehung um 
v mit der Winkelgeſchwindigkeit q entfpricht, "und -deren Are 
wieder in den pofitiven oder negativen Theil von v fällt, je nachs 
dem q pofitiv oder negativ if. Denn es fei 3. B. q pofitio, 
und man betrachte den Punct, deffen Coordinaten ud, v=0; 
w=0 find, fo find 0, 0, q die Componenten feiner Geſchwin⸗ 
digkeit nach u, v, w, vermoͤge diefer Drehung um v; d. 5. der 
Punct geht Caugenblidlih) in der Richtung der pofitiven w; 
der Sinn diefer Drehung iſt aber wieder der einmal als poſitiv 
angenommene, wie Die Anſchauung lehrt. Endlich: geben rv und 
—ru, zufammengefegt, die Geſchwindigkeit rV u?-+-v?, melde 
einer. Drehung um w. mit der Winfelgefchwindigfeit r entfprichtz 
und -die Are fällt wieder in den pofitiven oder. negativen Shen 
von w, je nachdem r pofitiv oder negativ iſt. 

Folglich kann die Winfelgefchtwindigfeit des Körpers: wo 


Vp’-+g’-+r? betrachtet werden als zufammengefegt aus drei 
anderen, nämlich p, q, r, mit welchen dee Körper fich gleichzeis 
tig um die Apen u, v, w dreht, und man bemerft ſchon aus 
dem Ausdrude für ©, in Verbindung mit den Gleichungen (10.) 
für die augenblickliche Drehungsaxe, daß diefe Zufammenfegung 
ſich ganz nach den nämlihen Regeln richtet wie die der Kräfte: 
paare, oder, wenn die Drehungen alle durch ihre Axen auf die 
angegebene Weife dargeftellt werden, nach denfelben Regeln, wie 
die Zufammenfegung der Kräfte, 

Wird nämlich ein Körper, auf irgend eine Weife, gleichzei- 
tig zur Drehung um zwei einander in O fchneidende Aren 
veranlaft, fo nehme man auf diefen Aren zwei den Win: 
Feige@toindigfeiten a, B preoportionale Stuͤcke OK =eo; 
OK'’—B, jedes von P aus auf der gehörigen Seite, wie vorhin 
angegeben ift, vollende aus ihnen das Parallelogramm und ziehe 
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die Diagonale OH (Fig. 42.); fo beſteht die Bewegung ii 
Körpers in einer Drehung um diefe Are, deren Winkelgeſchwir 
digfeit dee Länge von OH proportional ift, und die überha 
tieder duch OH dargeftellt wird. 


Denn man betrachte einen Punct HL diefee Diagonale; d 
feien Hi=r, Hm==p feine ſenkrechten Abftände von den Sata 
OK, OK’; fo it bekanntlich r-a==p-P. Zugleich aber deid 
ro die Gefchmwindigfeit aus, welche H dur) die Drehung um 
OK, fo wie oß die, welche H durch die Drehung um OK" 
hält; beide find alfo einander gleich, ihre Richtungen find fat 
recht auf der Ebene KOK’, und einander entgegengefekt, mi 
die Drebungen um die Iren OK, OK’, von K und K’ aus be 
teachtet, in demfelben Sinne erfolgen; folglich bleibt der Pum 
H, und mithin überhaupt die Gerade OH in Ruhe, und m 
Körper muß fi um diefe Are drehen. Um ferner die Wine 
geſchwindigkeit diefer Drehung zu finden, erreichte man in O a 
Loth OA auf der Ebene KOK', von der Länge 1; e fin 
AP, AP’ die Gefchtwindigfeiten « und B dar, welche A du 
bie Drehungen um OK, OK’ beziehungsmeife erhält; ſo # 
LPAP'=KOK’, weil AP, AP’ gegen OK, OK’ beziehung 
weife fenfrecht find, und. Die refulticende Geſchwindigkeit von d 
{ft die Diagonale AR, welche fenfrecht auf HO fteht; zuglal 
verhält ſich 

AP : AP’: AR=OK : OK’ : OH; 
alfo wird die refulticende Drehung um die Are OH auch X 
Größe und nicht minder dem Sinne nach durch bie Diagonk 
OH dargeftellt; w. z. b. mw. 


Diefe Zufammenfegung der Drehungen vermittelt Ir 
Aren muß für beliebig viele Drehungen richtig fein, da fie ft 
zwei gilt; wenn man alfo auf den Aren u, v, w von O m 
die Winfelgefchwindigfeiten p, q, r mit Ruͤckſicht auf die Zeicha 
aufträgt, und aus diefen Abfchnitten das Parallefepipedum vob 
endet, ſo ſtellt die von O ausgehende Diagonale defrlben de 


N. feſter Körper. _ 29 


Richtung der augenblicklichen Drehungsare und die Größe, fe 
vie den Sinn der Drehung um diefe.dar. | 

Die Winkelgeſchwindigkeit derſelben it væV p’+g?+r2, 
und nennt man (u), (v), (w) die Winfel, welche der fie dar: 
Rellende Theil der Drehungsare mit den pofitiven Theilen von 
a, v, w bildet, jo on man: 


‚cos(u)= cos 204, cos (w)= 3*/ | 12. 


in welchen Sormeln w pofitiv, p, q, r aber mit ihren Zeichen 

genommen werden müflen. Berlangt Man noch die Neigungen 

diefer Drehungsare gegen die unveränderlichen Richtungen x, y, 

z, fo erhält man, diefelben mit (x), (y), (2) begeichnend: 
cos(x)==a cos (u)-Fa'cos(v)-Fa"cas(w) 

- cos(y)==b cos(u)+b' cos(v)-Hb"cos(w) _ 
008 (ZI=c cos (u)-FC cos(v)-I-c" cos(w) 

oder | 


cos (x) tee gtar 


cos —E 13. 


cos (Z)= Breker 


%. Man Hat nah $. 93. 


a da+b db-F+c dce=0 

a’ da-+b’ db-+c d=— rdt 

a’da+b’db++-c"de= qidt. 

Multiplicirt man diefe Gleichungen der Reihe nach mit a, 

a, a" und addirt die Producte, fo kommt da=(a’g—a'r)dt. 
Multiplieirt man auf gleiche Weife mit b, b’, b”, und addirt, 
fo fommt db=(b’q—b'r)dt, und durch Multiplication mit 
c,c,c, de=(cd’g—c’r)dt. 


-  Aehnliche Ausdrücke erhält man für da’, db’ «+, und über: 
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Haupt folgt: ' ° 

da=(a’g—a'r)dt, da’ —(ar—a”p)dt, da"—=(a’p-ag)dt 
db=(b’q—bir)dt, db—(br—b"p)dt, db’—(b’p-bg)dt ! u 
de =(c’g—e’r)dt, d’==(er—c’p)dt, de" =(c'p-cg)dt 


Diefe Werthe in die Gleichungen 6. (8. 93.) geſetzt, geben: 


. = @'g-aru + (ar— a’p)v-+ ap-ag)w 


= —=(b"g—b’n)u-+(br—b"p)v-Hb'p—bq)w + B 


— (e’g-c’r)urer— C’p)v-Hc'p—eg)w 
Mit Hülfe diefer Gleichungen bilde mar aus 1.&. 93.) den Werth 
Ausdruckes Im, fo wird zunächft das in u? wir 
pliciete Glied dieſes Werthes: -  _ 
[(ba’—ab")g—(ba’—a'b)r]u? 

oder, weil ba’—ab’= c, ba—ab=—e’ ift ($. 33.4) 
(eq-+c'r)u?. Eben fo werden die in v? und w? multipficrn 
Glieder beziehungsweiſe: (c’r-Hep)v? und (cp-+-c’q)w?, u 
man erhaͤlt: 

— d ' ” » 

EN g+e'ruHe'rtep)v’-Hep-tegq)w’+ 
In diefer Formel find die in uv, vw, wu multiplicieten SIE 
mweggelaffen, weil ihre Entwickelung entbehrlich if. Nimmt ma 
nämlich für u, v w die drei burg O gehenden Hauptagen de 
Körpers, fo wird Zuvm0, Zvwnz=t0, Zwum—=D (ms 
die Maffe eines Elementes); multipliciet man daher die vorfs 
hende Gleichung mit m, und integriet in Bezug auf Die gefammk 
Maffe des Körpers, fo fallen die Glieder, welche vorftehende jr 
tegrale zu Factoren haben, weg, und man erhält: 


‘ 


Om, ' m ‚feßer: Körper. .; ME. 


yar--ızdy. . . 
wi s 
do. W 


eb —E v Zi (sp-Heig) Zw? m. 
Nun .feien; tote früher: A, U, C. die den Hauptaren u, v, :w jur 
gehörigen Trägheitömomente, mithin 
„S£v3gw?)m=A,. Zw’ -pu?m=Bj.Z(wi-Hr")mer 0, 
folglich 22. m—B-+C- Al 282 m=C+A—B,‘ 23w?m 
—A+B—C. Diefe Werthe hehen, in vobige iachung heſetzt 


* en Yarrereen Heer. , Fu 
Auf gleiche Weife folgt “ Be 


Em (Zt )= A Ch r \ 
'+ 16. b 
Sm ——— —* ae - 


Diefe Formein kann man ud auf folgende. Weife erhalten, 
Man bilde in irgend einem Augenblicke, der Bewegung dag zu: 
fammengefegte Padt der Bewegunngsmomente In "Beziehung auf 
ven Punct O, fo ftellen it’ 16. "die Glieder auf der linken Seite die 
Somponenten deffelben nach den Ebenen xy, 2X, yz dar. Die 
Somponenten deſſelbes Paares nach’ den Ebenen uv, wu, vw et: 
yeben fich aus den Formein 9. &. 93); fie ſind naͤmlich 


Z(Ur-Vu)n— — =i2 KW —=Cr | 
<Wu— Uw)n= = =q? S(w‘ +09) )m =Bg, 17. 
<(Vw—Wr)un= pF (v?-+w —* —Ap, J 


bobei man. * zu erinnern hat, daß Zuvm0, Zwun—g, 
er er 
Ben man , nun " ides dieſer drei Paare nach ‚den Übenen 
Yu 2x, "yz. ierlegt, fo erhält man I. B, Orc”, Bge , Apc als 
komponenten nach xy; weil cd", 0, c. die Neigungen. der. Aren 
er Paare Cr, Bp, Ap gegen z, d. i. gegen die Age des in der 


HR Doynamif. Dewegung % 
Ebene xy wirkenden Paares find; atfo folgt fofort: 
3 Fern) m=Acp-+Be’g-+Ce’r, 


mie vorhin, und eben fo folgen die uͤbrigen Gleichungen 16. 


96. Es iſt noch uͤbrig, den Zuſammenhang zwiſchen da 
Groͤgen p, q, r und den Winkeln 9, %, ©, von welchen die! 
Coſinus a, +» c’ Functionen find, genauer zu entwickeln. Rad 
8. 33. ift: 

a cosꝙ cos ein ꝙ sin Vcos O, 

a - sin ꝙ cos V cos ꝙ sin cos®, 
a"—=—siny sin, 

b=—.c0s9 sin! +sing cos cos ®, 

b= sinpsiny-+-cosp cosy c0s®, 
b"=—cosy sin ©. 

c=sinp sin, ce’ =cosp sin, e'"=cos ©. 
Hieraus folgt durch Differentiation: 

" da= adp+bdyv—c sinyd® 
db= b’dy—adv—c cosyd® 
d= ddp +c'sinpd® 
da =— adp-Fb’dy—c' sinvd® 

.db=—bdy—ady—c' cos dy® 
dde=—cdp -+c'cospd® 
da’= b’dv—ec"sinwdO 
db’—=— a'dy—c"cosyd® 
dd= — ' sind. 


Die Werthe von da’, db’, de’ erhält man aus denen von da 
db, de fofort, wenn man in jenen P-r-37 anftatt p fett 
Denn dadurch verwandeln ſich a, b, c, a’, b’, c, beziehung 
weiſe in a’, b’, d, —a, —b, —c, woraus dad Behauptete folgt 
Multiplicirt man die drei evften diefer Gleichungen der Reh 


f 
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nach mit a’, b’, ec’. und addirt die Producte, fo echält man mit 
Ruͤckſicht auf 8. @. 93.). 
—rd= =dp+(ba — ab )dYy—(c(a'siny-+b’cosYV)-c’c’sinp)d®. 
Nah g. 33. 4. iſt aber ba-ab—=—c; ferner if 
a'sinv--b'cos Y=cospcos O, und c·. cos cos = 
sing cosp sin® cos9=ccsinp; folglich ergiebt fich: 
rdt=c’dv—dy. 
Multiplicirt man ferner die Werthe von da”, db”, de” der Reihe 
nach mit a, b, c und addirt die Producte, fo kommt: 
 —qdt=(ab"—ba’)dy—(c"(asin V-h cos Y-+csin O)do. 
Es iſt aber a sin Vb cos V Sin c0s O, und 
e sin ꝙ cos O-Pe sin Oca Sin ꝓ; zugleich auch ab"—ba” 
—— ; folglich — 
gdt=cdy-+-sinpd®. 
Vergleicht man mit einander die Formeln —q dt=ada”+bdb” 
+edc" und pdt=ada'-+b’db”Hc'de”, fo bemerkt man 
leicht, daß die erfte in die zweite übergeht, wenn man in jener 
927 anftatt 9 ſchreibt. Denn hierdurch werden einerfeits 
da”, db”, dc”, die von ꝙ unabhängig find, nicht geändert, an: 
dererfeit8 aber verwandeln ſich dadurch a, b, c beziehungsmeife 
in a’ b’, c’, wie vorhin ſchon bemerft iſt. Schreibt man demnach 
in dem vorftehenden Werthe von gdt, P44r, für 9, mithin 
—c für c', fo fommt: 
—pdt=— cdYy-+c0sp-dO. 
Daher Hat man im Ganzen: / 
- - pdt==sing sin OdV—cospd9 
qdt=cospsin Ody--snpd® ([ 18. 
rdt=cos Odyv—dp. I 
Nach dieſen Vorbereitungen laſſen ſich die Differentialgleichungen 


fuͤr die Bewegung eines Koͤrpers unter beliebigen beſchleunigen⸗ 
den Kraͤften ohne Schwierigkeit aufftellen. Es ſollen hier der 
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Reihe nach folgende Faͤlle in Betracht gezogen werden: erſen 
die freie Bewegung, zweitens die Drehung um einen fehe 
Punct, drittens die Bewegung auf einer feften Ebene. 


4 


Freie Bewegung feiter Körper. 


97. In 8. 80. find ſechs Gleichungen entwickelt worda 
(naͤmlich ©. 248. 3. 7. und ©. 249. 3. 16—18.), melde fi 
die Bewegung jedes freien Syſtemes gelten, bei einem feften ahe 
zugleich zur Beſtimmung derfelben Hinreichen. Sie drücken nicht 
Anderes aus, als daß die Refultante und das. zufammengefet 
Paar der verlorenen Kräfte, in jedem Augenblicke Null ift, ode, 
um.fie guf eine ihrer. Form noch genauer angemeflene Weife au⸗ 
zufprechen, daß die Refultante aller Befchleunigungsmomat! 
derjenigen aller befchleunigenden Kräfte, und das zugehörige Pan 
von jenen dem von diefen in jedem Augenblicke Dee Bewegm 
gänzlich gleich ift. Für die gegenwärtige Anwendung ift es amd 
mäßig, fich alle diefe Befchleunigungsmomente und die befhle 
nigenden Kräfte am Schwerpuncte des Körpers in ihren Richtu 
gen und in den entgegengefeßten angebracht vorzuftellen, m 
mithin die genannten Paare ſogleich in Bezug auf dieſen Put 
zu bilden. / 

Es feien, wie in $ 93., En, € die Coordinaten des Schme 
punctes (O), x’, y’, z’ die eines Elementes m des Körpers, m 
hin s=x—d, y=y—n, z=27—( die relativen Coordinen 
von m gegen O, ſaͤmmtlich parallel dreien rechttoinflichen 
Raume feften Aren, und X, Y, Z die Somponenten han an 











wirkenden befchleunigenden Kraft; fo hat mean In =’), 
u. ſ. f, oder weil Zmr=—£2m, 

d? & d?n d? 

Dem,  m=3TV, Fb =22, 1 


| vd? 
tie in $. 80. Ferner find zn (RER) um 
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ZXy—Yx) die in die Ebene xy fallenden Componenten jene 

des Paares der Befchleunigungsmomente, diefe des Paares der 

befchleunigenden Kräfte, indem beide Paare in Beziehung auf den. 

Schwerpunct gebildet werden ſollen. Dieſelben find leinander 
d’x d 

gleich. Man hat aber Basar RE Ir —— — my, das 


ber, weil Zmy=0, Imy! 163 ———— und eben ſo 
ax , 2 — 
Ss y— sm I, — folglich Im ee) 
2 m 
(ZEN, ; woraus fich ergiebt 


dꝰx -x dꝰ | 
En (II =2(Xy—Yx) 





—_y7d? 
eben fo Sm sd —adr == &(Zx—Xx) 2 
Sm (rd: Z\__ = XYz-2y) 


Diefe Gleichungen laſſen fich, wenn zur Abfürzung I(Xy—Yx) - 
—=N, 3(2x-Xz)=M, 3(Yı—Zy)z==L gefett werden, auth 
fchreiben wie folgt: 
Smd(ydx—xdy)==Ndt?, 
Smd(xdz—zd)=Mdt?, ‚ 
Imd(zdy—-ydz)—=Lät?, | 
hieraus aber erhält man, für die Ausdrüfe Imlyds—xdy), 
u. fr f. ihre Werthe aus 16. ($. 95.) fegend: 
d(Aap+-Ba’g-+Ca’r)==Ldt 
d(Abp-+-Bb’g-FOb'r)=Mdt 3 
dAcp+Bcep+Ce’)=Ndt 
Multiplieirt man dieſe Gleichungen der Reihe nach mit a, b, c, 
addirt die Producte, und bemerkt daß ada-rbdb-Fcede=0, 


ada-rbdb-rcde'sardt, ada’-bdb"-Fodo"==—gdt, fo wie 
20 - 


\ 
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Druckes oder des Widerftandes —IT von folgenden Gleichungen 
ab, die fogleich ergeben, wenn man bedenft,. daß diefer Wider: 
ftand den verlorenen Kräften Gleichgewicht halten muß: 


3X Ing —Teost=0, sY-mII-n, cosu=0, 
3Z—3m I cosv==0. 

Diefe Formeln treten hier an die Stelle der Gleichungen 1. im 
vorigen F. Zur Beftimmung der Drehung des Körpers um O 
dienen die Gleichungen 2. des vorigen 8., von welchen 3. und 4. 
weitere Transformationen find. Es foll nun zunächft der ein: 
fachfte der hierher gehörigen Säle entwickelt werden, welcher 
Statt findet, wenn Peine befchleunigenden Kräfte vorhanden find. 
Alsdann ift erſtens das zufammengefegte Paar der Bewegungs: 
momente, gebildet in Bezug auf den feften Punct O (es foll 
hinfort das Paar Q heißen), nach Ebene und Größe, und zwei: 
tens die lebendige Kraft des Körpers, für alle Zeiten unverän: 
derlich. Der erfte diefee Säge folgt, weil einerfeits die befchleu: 
nigenden Kräfte Null find, zugleich aber auch das Moment des 
MWiderftandes II in Beziehung auf den Punct O Null ift, da die 
Richtung von TI durh O geht, daher ift das zufammengefeßte 
. Paar der Befhleunigungsmomente, gebildet in Bezug auf 
0, beftändig Null, und mithin das der Bewegungsmomente 
conftant. Daß ferner die lebendige Kraft unveränderlich ift, folgt 
aus dem allgemeinen Sate der lebendigen Kräfte (8..81.). 

Setzt man, für den vorliegenden Sall, in den Gfeichungen 
4. des vorigen & L=0, M=0, N=0, fo fommt: 

.Adp--HB-O)grdt=0 

Bdgq-HC—A)rp = | 1 
Cdr-+A— B)pgqdt= . 


Ferner laſſen ſich die Gleichungen Z., in welchen LSO,. fo. 


fort integeiren; fi fie geben 
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Drehung um diefen, für einen gegebenen Augenblick vollſtaͤndig 
kennt. 
Es iſt aber hier unnoͤthig, die Elimination von p, q, r aus 
den Gleichungen 4. auszufuͤhren. 
Eines der einfachſten hierher gehörigen Beifpiele Liefert die 
Bewegung eines ſchweren Körpers im leeren Raume, bei under: 
-änderlich gedachter Schwere. Nimmt man die Are der z vers 
tical und pofitiv nach unten, fo wird ZS=0, IY==0, ZZ 
gm; zugfeid L=0, M=0, N=0; mithin erhält man aus 
4. und 4. 
def d? 
an = = — m 
Adp-+(B—C)grdt= 
Bdg-++-(C-A)rp dt=0, 
Cdr+(A—B)pgdt=0. 


In dieſem Falle ſind die Bewegung des Schwerpunctes und die 
Drehung des Koͤrpers um dieſen ganz unabhaͤngig von einander; 
waͤhrend der Schwerpunct eine Parabel beſchreibt, dreht ſich um 
ihn der Koͤrper um eben ſo, wie geſchehen wuͤrde, wenn der Schwer⸗ 
punct unbeweglich waͤre. Dies iſt unmittelbar einleuchtend, weil 
die Reſultante aller Schwerkraͤfte durch den Schwerpunct geht, 
und mithin auf die Drehung des Koͤrpers um dieſen keinen Ein⸗ 
fluß haben kann. Die Aufgabe kommt alſo, in Hinſicht der 
Drehung des Koͤrpers, auf den Fall zuruͤck, deſſen Unterſuchung / 
jetzt folgt. 


Drehung um einen feſten Punct. 


98. Der feſte Punct (er heiße O), um welchen der Koͤr⸗ 
per ſich dreht, wird in jedem Augenblicke einen gewiſſen Druck 
erleiden, der mit II bezeichnet werde. Bezeichnet man die Coor⸗ 
dinaten eines Körperelementes, nach drei unbeweglichen in O ans 
fangenden Aren, mit x, y, z und die Neigungen von TI gegen 
diefe mit A, u, v, fo hängt die analytiſche Beſtimmung dieſes 

20 * 
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Deuckes ober des Widerftandes — IT von folgenden Gleichung 
ab, die fogleich ergeben, wenn man bedenft, daß diefer Wide: 
ftand den verlorenen Kräften Gleichgewicht halten muß: 
SX—_ In _Icosi=0 SY_miI_n cosu— 
dt? ’ dt? | K—Vı 

SZ-In 7 —-oosv=0, 
Diefe Zormeln treten hier an die Stelle der Gleichungen 1. I 
vorigen F. Zur Beftimmung der Drehung des Körpers um 0 
dienen die Gleichungen 2. des vorigen 8., von welchen 3. und & 
weitere Transformationen find. Es foll nun zunmächft der dv 
fachſte der hierher gehörigen Fälle entwicelt werden, welqe 
Statt findet, wenn Feine beſchleunigenden Kräfte vorhanden fi 
Alsdann ift erftens das zufammengefegte Paar der Bewegungs 
momente, gebildet in Bezug auf den feften Punct O (ei ſel 
hinfort das Paar Q heißen), nach Ebene und Größe, und zwei 
tens die lebendige Kraft des Körpers, für alle Zeiten uneräß 
derlich. Der erfte diefer Saͤtze folgt, weil einerfeits die beſchler 
nigenden Kräfte Null find, zugleich aber auch dad Moment de 
Widerſtandes II in Beziehung auf den Punct O Null iſt, da de 
Richtung von II duch O geht; daher if das zufammengeieit 
Paar der Befhleunigungsmomente, gebildet in Bezug af 
O, beftändig Null, und mithin das der Bewegungsmomen! 
eonftant. Daß ferner die lebendige Kraft unveränderlich if, folgt 
aus dem allgemeinen Sate der Tebendigen Kräfte (8..81.). 

Segt man, für den vorliegenden Tall, in den Gleichu 

4, des vorigen & L=0, M=0, N=0, fo kommt: 

A dp-+(B-CO)grdt=0 

Bdgq-HC—A)rp di=0 | 4 

C dr-F(A— B)pg dt= 0 
Ferner laſſen fih die Gleichungen 3., in welchen LO," fe 
fort integeiven; fie geben | 


‘ 


® 
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Aap+Ba’g+Ca’rzl ) --' 00% 
Abp+-Bb’g-+Ch’r=!' 7 
Acp-+-Be'g+Ce’r—1" 


wo 1, l', 1” Eonftanten find, die nichts Anderes, ald die Compo⸗ 
nenten des Paares Q nach den- Ebenen“ yz, 2x, xy, bedeuten, 
wie aus den Former 46. 17.'in 8. 95. erhellet. Diefe Glei⸗ 
ungen enthalten mithin den ſo eben. erwähnten diefes Paar bes 
treffenden Sag. Sie laſſen ſich quch leicht aus den Gleichungen 
1. herleiten. Denn multiplicirt man diefe der Reihe nach mit 
a, a', a”, addirt die Producte, ſo kommt ‚be gehöriger Ruͤck⸗ 
ſicht auf die Formeln 14. in 8.95., Adlap)-+-Bd(ä’g)-+CD(Cc'r) 
==0,.. woraus’ die erſte der. Gleichungen 2. folgt. Eben fo die 
übrigen. Sekt man: die Antenfität. des Paares Q rs k, fo 
ergiebt fich, durch Addition: der Quadrate von 23 
Ap+BpP4+Cral4 Hr 3. 
Um die lebendige Kraft des Körpers zu finden, ſei e die Ge⸗ 
ſchwindigkeit eines ſeiner Puncte; ſo hat man, nach 8. 9. 9, 
e’=U?--V?-W?, oder 
ae Ca 2 N I 

| — 2grvw— Zrpwu—2pguv; 
folglich, weil u, v, w die dur O gehenden Hauptaren ri 
und mithin Zmvw=0, u. ſ. f ferner Ang’ +w)= 
u ſ. fe iſt; I 
13e’!m= ICAp’-HBg’-C). 0 
Multipfieirt man die Gleichungen 1. der Reihe 1a mit p, % 
r, und. additt die Producte, ſo kommt Apdp-+Bgdgq+Crdr= 
alſo KAp?-+-Bg*--Cr?)=Const, d. 5. die lebendige * 
iſt conſtant. Bezeichnet man fie mit 3h2, ſo wird 


Ap’+Bg’+Cr?’=h? _ 4 


Um die Rechnung zu vereinfachen, denfe man fich die pofitive 
Are der z ald Are des Paares Q; fo wird in den, Gleichungen 


N \ 
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2. 1=0, 120, und I=k, mo k die Intenſitaͤt des Paares 
Q oder die Größe. feiner Age vorftellt, und pofitio iſt. Hier⸗ 
durch werden die Bleichungen 1. folgende: 


Aap-+-Ba’g+Ca',=0 
Abp-+Bb’g+-Ch'r= 
Acp-+Be’'g+-Cc’r = k 


Diefe Gleichungen muftiptieiee man der Reihe nach zuerft mit 
a, b, c, dann mit a’, b'; cd, endlich mit a’, b’,c’, und addire 
jedesmal die Producte, ſo kommt 


Ap==ck, Bg=ck, Gr=e’k. 5 


Dffenbar find ck, ck, c’k nichts Anderes als Die Komponenten 
des Paares O, nach den auf :u;: v, w beziehungsmweife ſenkrech⸗ 
ten Ebenen; daß biefe-fich aber auch duch Ap, Bq, Cr auf 
drücen laſſen, ift fchon in 8. 95: (17.) bemerkt worden. .- Denkt 
man fi das Paar Q gegeben, „und zugleich die Neigungen der 
Hauptaren u, v, w gegen die Are deffelben in irgend einem Aw 
genblicke bekannt; fo erhält man aus vorftehenden Gleichungen 
die Werthe von p, q, r für diefen Augenblick, wodurch zugleih 
Die Sonftante h in 4. beftimmt wird. Die ferneren Aenderun⸗ 
gen der Werthe bon p, 4 r ige ſich n nun nach den Glei⸗ 

chungen 1. | 


Indem der Körper ſich dreht, erleidet die augenblicklihe 
| Drehungsare (fie Heiße u), oder diejenige Gerade in’ dem Kr 
per, deren Gefchtoindigkeit zur Zeit t Null iſt, durch die Wir 
fung der Schwungfräfte einen gewiſſen Druck, der ſich in eine 
einzelne Kraft, an dem feften Puncte. O und ein Paar zufammens 
fegen ‚läßt. :Diefes Paar kann nie Null’ fein, wenn nicht die 
Drebungsage gerade eine Hauptare ift; folglich erhält, mit Aus 
nahme diefes befonderen Falles, die Gerade, melche zur Zeit t 
Drehungsare ift, in dem folgenden Zeitelemente dt eine unend- 
lich kleine Geſchwindigkeit, und Hört damit auf Drehungsare zu 
fein, während nunmehr eine andere in dem Körper befindliche, 


on 
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der vorigen unendlich nahe Gerade augenblicklich die Geſchwin⸗ 
digkeit Null hat, und mithin die neue Drehungsare iſt. 


Man denke ſich das auf die Drehungsare wirkende Paar 
dee Schwungkraͤfte in die Componenten L’dt, M'dt, N’dt: zer⸗ 
fest, deren Aren beziehungsweife u, v, w find; fo ſtellen dieſe 
Ausdruͤcke auch die Yenberungen dar, welche die Somponenten des 
Paared Q, nämlih ck, c’k, c’k In der Zeit dt beziehungsmeife 
erleiden; und da dieſe Henn auch gleich kde, Ka kde' 
find, fo erhält man: 

kde=Lidt, kde' — Mat, kdc —Ndt. 

Es ift aber, nach 5, und 1. kdeAdp= (C—B)ardt, u. ſ. f.ʒ 
hieraus folgt: | “ 

L’—=(C—-B)gr, M’=(A—CjJrp, N’ Bu" 
oder auch, tgl Ap==ck, u. f. w. 

L’=(c’qg—cr)k, M’=(cr—c"p)k, —E - 
Dezeichnet man daher das Moment des Paares der Schwung: 
Fröfte mit S, und die Neigungen feiner Are gegen u, v, w mit 


&, ed, e foift U’=Scoss, M'—=Scose, N =Scose”, und 


1?+-M?+-N?=S?’=[p?+qg’-H?—(cp-Feg-t+c'r)? ]k?. 
Nennt man i die Neigung der augenblicklichen Drehungsare 
Cu’) gegen z, fo ift, nach der dritten der Formeln -13. in s 94., 
indem i daffelbe was dort (z) bedeutet: 
ocosi=cp+Fig+er. 6. 
Kolglih wird S?—=(w?—w? cos i?)k?, alfo 
| —kvwsini.. 7. 


Ferner ift, wie leicht zu fehen, cL’-cM-Fu'"N’=0,. ‚oder 
c cose-+c' cose'+c"cos®"—=0; d. h. die Are des Paares S 
fteht fenkvecht auf der Are z. Auch iſt pcoss-Fgcose'-+rcose" 
—0; d.h. die Are von S fenfrecht auf der Drehungsagez 
diefes verfteht fich jedoch von felbft, weil das Paar der Schwung⸗ 
£röfte duch die Drehungsape gehen muß. Die Are diefes Pan: 


— 
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red S bleibt Daher immer: in der Ebene xy (d. i. in der Ehen 
des Paares Q), und die Ebene von S ift immer die Ebene ui. 
Aus 6, erhält man, mit Huͤlfe der Gleichungen 5. ku cas 
A, alfo nah 4. 
| kwcosi=h?, 8. 


d. 5. zerlegt man die Winkelgeſchwindigkeit w, deren Are u ik 
(auf die in $. 94. angegebene Weile) nah den Ygen x, y, 1 
fo iR Die. der-Age z entfprechende Eomponente unveränderlich; die 


ſelbe iſt nämlich @ cosi, mithin nach 8. gleich I. Alſo Nik 


die Winkelgeſchwindigkeit, mit welcher der Körper fih um de 
Are des Paares Q dreht, fortwährend fich gleich. 


99, Es dürfte nicht überflüffig fein, zu zeigen, wie If 
diefe Säte auch auf fehr einfache Weife aus anderen Zetrachtunga 
ergeben. Es ſei z, wie bisher, die Are des underänderikha 
Paares Q, uw die augenblicklihe Drehungsare, i die Nelgun 
von u’ gegen z; ferner fei v’ fenfrecht auf w' in der Ebene ui, 
fo Fann man das Paar Q, deſſen Moment k genannt worden 
ift, im zwei andere zerlegen, deren Aren beziehungsweiſe uw un 
v, und deren Momente mithin k cosi und ksini find. 

Nimmt man noch w’' fenkreht auf w und vw’, und ſch 
e=V/v’+w?, fo ift offendar ewm das Bewegungsmoment 
des Förperlichen Clementes m. Man zerlege daffelbe nad im 
Aren uw, v’, w' in dje Componenten U, V, W, fo hat ma: 


U=0, V=wwm, Wz=—vom, weil J, — a die Gb 


nus der Winfel find, welche die Richtung der auf o fenfrehin 

Kraft ewmm mit den Aren v', w' bildet; folglich erhäft man, de 

“von der anderen Seite das Paar Q in die Componenten k.cosi 

ksini, O zerlegt ift, deren Axen beziehungsweiſe u, v’, w' find: 
(VW Wv)= aznlw)> kcosi 
=(Wu—-UW)=—o2uVvm : =ksmi 
UV —- Vu) =— @Zu'w'n =0. 
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Es iſt aber IV? -w?)m das Trägheitsmoment des Kör- 
pers, für die Drehungsage u’, mithin 4w?3(v?-F-w'”)m nichts 
Anderes als feine lebendige Kraft, welche conftant und mit 4h? 
bezeichnet worden iftz die erfte diefer Gleichungen giebt daher 
fofort wkcosi=h?, mie Kormel 8. des vorigen $: 

Serner find, nach $. 90, die Eomponenten des Paares der 
Schwungkraͤfte, in den Ebenen u'v’ und u'w , beziehungsweiſe 
— 0% Zu'vm und @?Zuw'm; die zweite derfelben iſt, nad 
der legten obigen Gleichungen, Null, und die erfte gleich, uksini; 
das Paar der Schwungfeäfte fällt alfo in die Ebene der z, w, 
v’, d.h. in die Ebene der Drehungsare und der Are von % 
und fein Moment it wksini; w. z. b. m. 

Hier noch einige weitere Bemerfungen. Die Lage der aus 
genblilihen Drehungsare in dem Körper hängt befanntlich von 
folgenden Gleichungen ab: sa Eliminirt man gus 
diefen, in Verbindung mit_denen unter 3. und 4. im vorigen $., 
die Größen p, q,.r; fo erhält man die Kegelfläche, welche die 
Drehungsare in dem Körper beſchreibt. Ihre Gleichung ers 
giebt ſich wie folgt: 

Ack?—AhtJu3-FB(k?_Bh?)v2HC(k?Chr)w2 —(. 
Diefer Kegel ift mithin zweiten Grades. Aus den Gfeichungen 3. 
und 4. in 8. 98. erhält man noch: 

k?—Ah?—= — Bgq’(A—B)—Cr’(A—C), ' 

k?—Ch?—Cp?(A—C)+-By?(B—0). 
Da nın A>B>C, fo folgt hieraus, daß k?—Ah? negativ, 
k?—Ch? aber pofitiv iſt. Auch Fann Feiner diefer Ausdruͤcke 
Null fein, wenn nicht A=B=C; diefer befondere Fall, in weis 
chem jede Drehungsare eine Hauptage ift und unbeweglich bleibt, 
kann bier ganz ausgefchloffen werden. Die Age des obigen Ke⸗ 
gels ift entweder u oder w, d. h. entweder die Are des größten 
oder die des Fleinften Trägheitömomentes, je nachdem k?—Bh? 
poſitiv oder negativ ift. 
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Es fei z. B. k?—Bh? pofitiv, fo iſt u die Are Des Re 
gels, den die Drehungsare in dem Körper befchreibt; und wen 
man denfelben durch eine auf u fenfrechte Ebene in dem Ab: 
Rande u==1 von der Spige fchneidet, fo ift 

B(k?—Bh?)v?--C(k?— Ch?’)w?—=A(Ah?—k?) 
die Gleichung des elliptifchen Schnittes. Die Hauptaxen deiid 
ben, die den Aren v und w parallel find, bezeichne man beiie 
hungsmweife mit v, und w,, fo folgt: 
v,2:w,?=C(k?—Ch?);B(k?—Bh?), 

Rum it aber (B-+-C)h?—k? = AlB-+-C—A)p?-+-BCCr?-+q°) 
alfo pofitiv, oder (B-+-C)h?>k?, und wenn man auf beiden Seite 
mit B-C multipficiet, (B?-CH)h?>k?(B-C) oder Cck?-Ch’) 
>B(k’—Bh?); folglid auch vı”>wı?; d. h. der auf de 
Are u fenfrechte elliptifche Querſchnitt des Kegeld bat feine Fleim 
Are parallel mit w, alfo mit der Are des kleinſten Trägheitk 
momentes. 


Diefes gilt wenn kK?—Bh?>0. Iſt aber kK?—Bh?=f, 
ſo lehrt die obige Gleichung, daß die Drehungsare immer in & 
ner getoiffen durch v gehenden oder auf uw fenfrechten Chem 
bfeibt, Und iſt k?—Bh?<0, fo ift w die Age des Kegel, 
und die große Are feines auf w fenfrechten Schnittes parald 
mit u, d. 5. mit der Are des größten Traͤgheitsmomentes. 


‚Der obige Kegel wird ein gerader, wenn A=B le 
B==C; feine Age ift w, wenn Az==-B, dagegen u, wenn B=L 
iſt. Auch fann noch, wenn z. B. A=B, die Drehungsarı in 
der Ebene uv liegen; fie muß dann unbeweglich bleiben, weil ſt Ä 
eine Hauptare if. Dies folgt auch leicht aus der Rechnung; 
es ift aber unnöthig, bei ‚befonderen Sällen zu verweilen, die Fan 
Wichtigkeit Haben. | 


Die Are z des Paares Q, welche im Raume feſt bleib 
beſchreibt in dem Koͤrper ebenfalls einen Kegel zweiten Gra 
Ihre Gleichungen in Beziehung auf die Hauptaren u, v, w fi 
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nämlich : ==; oder weil ck=Ap, u f. f., * 
⸗5* — Dieſe Gleichungen, nebſt denen unter 3. und 4. 
in $. 98. geben, nach Wegſchaffung von p, q, Tr: 


k’—Ah”yu2 , (k?—Bh?)v®  (k?Ch2yw?. 


alfo wieder einen Kegel zweiten Grade, deſſen Are u oder w ift, unter 


den nämlihen Bedingungen wie vorhin. Demnach bleiben die 


Abweichung der Drehungsare von einer der Hauptaren u oder 
w, um welche fie einen Kegel befchreibt, und wiederum die Ads 
mweichung dieſer Hauptaxe von der unveränderfichen Richtung der 
Are von Q, immer innerhalb beftimmter Grenzen. 


100. Man multiplicire die Gleichungen 1. in $. 98. der 
Reihe nach mit BCp, CAq, ABr, und addire die Producte, fo 
erhält man, weil pdp-FHgdg-+Hrdr=wdo iſt,“ 

ABC- wdo=[BO(C—B)-FCA(A—C)-HAB(B-A)]pgr- dt 

oder - i 
ABC -vdo=(A—BYB—C)C—A)pgr:dt. 41. 
Die Winkelgeſchwindigkeit if alfo conftant, wenn A=B oder 
BC if. Sie ift auch conftant, wenn eine der Größen p, q, 
r Null if. Soll aber z. B. r mährend der ganzen Dauer der 
Bewegung Null fein, fo folgt aus den Öfeihungen 1. in $. 98, 
dp=0, Ay=0, und? (A—B)pq=0,. Alſo find auch p und 
q eonftant, und wenn Feine diefer Größen Null if, A=B; ale: 
dann ift die Drehungsare, indem fie in der Ebene uv liegt, zus 
gleich eine Hauptaxe. 

Im Folgenden wird, mit Ausfchließung diefer befonderen 
Sälle, angenommen, daß A, B, C, alle von einander verfchieden 
ind, und daß der Körper fich nicht um eine Hauptare dreht. 
sdann ift @ immer veränderlich. 

Man hat: 
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A’p?+-B?’g’+C’r?=k?, 
A p’-+-B q’-+C r?’—h? 
pP+ qQ’+ r’=o?. - 
Diefe Gleichungen multiplicire man der Reihe nach mit I, 
—(B+C), BC, und addire die Producte, fo. kommt 
(A-BXA—C)p? =k?—(B--C)h?+-BCo? 
(B-OB—A)g’=k?—(C-HA)h?--0Aw? | 2 
(C—AXC-B)r? =k?—(A-+B)h?-+-ABw? 
"von welchen die beiden letzten ſich aus der erſten durch bloß 
Verwechſelung der Buchſtaben ergeben. Zur Vereinfachun 
ſetze man: 
(B+C)h?’—k?—BOA?, (CA)hꝰ -KCAu, 
(A-H-B)h?—k?—AB»?, 
fo find A, u, » alle veell, weil die Größen links fämmtlic pol 
tiv find. ‚Denn nach 8.99. find Ah?—k? und (B+-C)h’— 
pofitiv._ Hiernach gehen die Gleichungen 2. in folgen 
über: 


(B—-C)KA—B)g? =CAlu?—o?) 
(B-CXKA—C)r? =AB(w*—»?) 
Da in diefen alle Glieder links pofitio find, fo müffen auf di 
Differenzen @®—1?, u?—w?, @—»? immer pofitiv fein. Fa 
war oben Ah?>k?; folglich, wenn man auf beiden Seiten a 
B—C multipficirt, und CBh? hinzu addirt, 
Ah?(B—C)+-CBh? >(B—C)k?--CBh? 
oder (C+A)Bh?—Bk?>(A-+B)Ch?—Ck?, 
folglid ABCu?>ABO»?, alfo u?>»?. Zernerift k?>0b 
afo (A—B)k?-FABh?>(A—B)Ch?+ABh?; 
(A--O)Bh?—Bk? >(B-+-C)Ah?-Ak?, d. i. ABC? > ABl 
oder u? >44. Mithin ift u? >? und WR, und 


(A-BXA—C)p?=BC(w?— 2?) | 
3. 
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mit Ansfchluß der Gleichheit, wenn A, B, C alle von einander 
verfehieden find, wie angenommen ift. Wenn ferner »4 ift 
(alddann ift auch k?—Bh?>0, tie leicht zu fehen), fo muß 
u>u>v fein, d. h. die Winfelgefhwindigfeit w immer zwi⸗ 
fhen den Grenzen u und » bleiben (A, u, », find überall po⸗ 
fitio zu nehmen, wie @). Iſt A—=» oder k?—Bh?, fo bleibt 
ebenfalls immer u>w>». Sft aber A>», fo bleibt w Immer 
zroifchen u und A. 

Quadrirt man die Gleichung 1. und multiplicirt fie mit 
dem Producte von 3., fo fommt: 

0240? = (W120 —y2)(u?—w?)dt?, 
folglich 
d=+ 2. 0duo 0 

V(w@—1X0?—v?)(u?— 0?) 
Durch diefe Gleichung wird w als Kunction don t beftimmt, 
Man fieht aus derfelben, daß w eine periodifche Function der 
Zeit it. Denn es fei, für irgend einen Augenblid, z. B. für 
t=0, v=w', fo fieht man zuerft aus 1., da die Werthe von ‚ 
pP, 9 r für t=0, nach Größe und Zeichen als befannt voraus: 
gee werden, ob zunaͤchſt w waͤchſt oder abnimmt, d. h. ob 


faͤr t=0 pofitiv oder negativ if. Iſt nun z. B. = 


er itiv, fo gilt in 4. zunächft das pofitive Zeichen. Man denfe 
ich auch »>A, fo muß w>r und <u fein; mithin wächft 
» von w' bis u, kann aber nicht größer werden, als u, weil 
onft der Ausdrud unter dem Wurzelzeichen negativ würde; 
olglih muß alsdann das negative Zeichen zu gelten anfangen, 
md @ wiederum von m bis » abnehmen. Da nad der Vor⸗ 
wssfegung » größer ift als A, fo kann w nicht unter » abs 
ehmen, weil fonft das Product unter dem Wurzeljeichen negas 
© merden müßte; alfo muß nachher w wieder von.» bi8 u 
sachfen, u. f. f. ins Unendliche. Die Zeit, in welcher w von 
em größten Werthe u bis zu dem Fleinften » oder auch umge: 
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Fehrt von dem Werthe » bis zu / gelangt, heiße T, fo in 


do 
r * ——— — 
Nun fei t' die Zeit, in welcher c, nach den obigen Annahmn 


von w an wachfend, zuerſt den Werth m erreicht, immer von 
t=0 an gerechnet; fo ift, wenn man zur Abfürzung fekt: 


U=+V (012) —9?)(u—0?), 


gr wi U 


wodurch 1 befannt wird. Kerner wird =» für die Zeit 
t!-+-T, !-+3T, +, (211) T, dagegen wird w—u fl 
die Zeiten t', t 427T, «- t-+2nT. ft nun irgend eine Zatt 
gegeben, zu welcher das entfprechende @ verlangt wird, fo bi 
man zunächft die Differenz t—t’, dividire fie durch T, der Due 
tient ſei m, der Reft ft. Es fei 3. B. m gerade, fo hat ma 
für die Zeit t—t" oder Tm+-t, ou, und mithin 

" 0do 

t u U 
eine trangfcendente Gleichung, in der t” befannt und aus melde 
© zu finden iſt. Daß diefelbe immer einen und nur einen td 
Ien pofitiven Werth von w, zwifchen u und », geben kann, R 
einleuchtend; demnach ift der zur Zeit t gehörige Werth von u 
völlig beſtimmt, wie erforderlich. 

Hieraus geht deutlich hervor, wie zu ider Zeit t das entf 
chende w gefunden werden kann. Diefe Aufgabe geftattet imm 
nur eine Auflöfung; aber die umgekehrte, nämlich zu einem ge 
gebenen @ die Zeit t zu finden, geftattet deren unendlich vick, 
weil diefelben Werthe von w periodifch mwiederfehren. 

Befondere Veachtung verdient noch der Fall, wenn v=h 
Alsdann ift 

rodo 


Der 
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tvelche Formel fich leicht integriven läßt. Man fege Vu’—w?—z, 
ud Vur—r’—f, fo wird en und mithin Z=2ft 


— Const. + log (FE =). Es fei, für t=0, zz), ſo wird 


Fan () 
Es fei noch ww’ für t=0, und man denke fih w zunaͤchſt 
von w big w wachfend, folglih z von !=YV u? —w? bis Null 
abnehmend; fo gilt in vorftehender Gleichung das negative Zeis 
ben, und die Zeit t, in welder w von w bi8 u zunimmt, er⸗ 
giebt ſich, wenn man z==0 ſetzt: 


t= 7; log (CE). 


Bon da an muß aber w mieder abnehmen, oder z muß von 
Null an wieder wachfen; fucht man nun die Zeit T’, in welcher 
w von bis zu einem gemwiffen Werthe w abnimmt, oder z von 
Null bis z wächft, fo findet man: 


Tel =), 


mithin wid T=o für z=f oder für vv. Wenn .alfo w 
einmal im Abnehmen ift, fo nähert es ſich beftändig feinem klein⸗ 
ſten Werthe », ohne denfelben je zu erreichen. Für w=r wird 
zugleih p=D, r=0 (wegen 3.); d. h. die Drehungsage, welche 
fih nad 8. 99, in dem gegenwärtigen Falle überhaupt in einer, 
durch v gehenden Ebene befindet, nähert fih immer mehr der 
Are v, fobald die Winkelgefchwindigfeit im Abnehmen iſt. Im 
Ganzen alfo nähert fich die Bewegung des Körpers in dem be⸗ 
fonderen alle, wenn k?—Bh oder. v==4 ift, nach Verlauf 
einer gewiſſen endlichen Zeit immer mehr einer Drehung um die 
Are v, mit der unveränderlichen Geſchwindigkeit v, ohne dieſe 
Brenze je zu erreichen. 

Da fih @ für jedes t nad dem Vorigen finden läßt, 


! 
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fo ergeben fih p?, q?, r? aus 3. Was noch die Zeichen We 
trifft, fo findet, wenn die Werthe vom p, q, r, für t—=0 nd 
Größe und Zeichen befannt find, Feine Zweideutigkeit Statt 
Denn es ift Flar, daß Feine der Größen p, q, r ihr Zeichen in 
dern Fann, ohne zugleich durch Null zu gehen; ferner aber An 
dert fie es jedesmal, wenn fie durch Null geht. Wen 
alfo 3. B. wieder »>A% ift, fo befindet ſich w immer zwiſcha 
u und », und die Drehungsare befchreibt einen Kegel um u 
Alsdann wird p nie Null, und mwechfelt folglich auch fein Ze 
chen nicht; dagegen wechfelt q das feinige, fo oft wu, ml 
r, fo oft w=4 wird. Daß diefe Regel die richtige ift, ergich 
ſich fchon aus der Anfchauung; um fie aber auch durch Kık 
nung nachzumeifen, darf man nur die Gleichung 1. in dieſen 


betrachten, welche ehrt, daß = und das Product pqr entgegw 


gefegte Zeichen haben, folglich auch immer zugleich ihre Zeica 
wechfen. (In diefer Gleichung ift nämlich der Factor C-I 
auf der rechten Seite negativ.) Wenn nun, tie vorhin, „>. 
ift, fo findet der Zeichenwechfel Statt, fobald wu, q=0, u 
fobald or, r—=0 wird. Da p in diefem Falle niemals ſe 
Zeichen wechfelt, und für ou, r nicht Null’wird, alſo de 
feinige wechſeln kann; fo muß mithin q, indem es duch Al 
geht, fein Zeichen wechſeln; w. 3. db. w. Daß fich hieraus X 
Zeichen von p, q, r für jede gegebene Zeit t beurtheilen If 
ift einfeuchtend. Die Bedeutung diefer Zeichen ift aber md 
94. hinreichend erläutert worden. 
Nach $. 98. 5. ift 


Ap=ksingsin®@, Bq=k cosꝙ sin®, Cr=k.cos9, 3 
Ferner ift, nach $. 96, 18. 
pdt=sin 9 sin Odv— 208948 
gdt=cosgpsin Ydy-rsinpd®,. 
Multiplicirt man diefe Gleichungen, die erfte mit sing, die 
mit cos ꝙ, und addiert die Producte, fo Fommt 





100, _ beſchleunigende Kräfte... . 321 


(psnp-+qcosp)dt=sinYdy, 
oder wenn noch mit sin © auf beiden Seiten imuftiplicie wird, 
mit Ruͤckſicht auf 5: 
 klAp?+Bg’)di=(k?— C’r?)dy, 
oder auch, nach $. 98. 4. | 
__kch?— Cr?) ,; 
dv= Kon dt 
Da h’— Cr? und k?— Cr? immer pofitio find, fo lehrt diefe 
Sormel, daß Y mit der Zeit beftändig waͤchſt; d. 5. mit andern 
Worten, daß der Durchfchnitt der beweglichen Ebene uv mit der 
unbeweglichen xy fich in diefer immer in demſelben Sinne dreht. 


AB(o?_—v?) 
Man Hat aber, nad Formel 3. diefes $. r? 6 
folglich 


‚b’—Cr? _ (A—C)(B-C)h?’—ABC(o?—»?) 
k?_-Cr? 7 (A-CIKB—C)k?’—ABC’w? 72)" 
Zur Abfürzung werde gefeßt: 
(A—C)B+--C)h?--ABCy? = (AB-+C?)h?—Ck? = ABCG 
(A—CXB—O)k?-FABC?r?=ABC/H, J 
h?’—Cr? G— u? 


ſo wird 07 CH) 
und mithin \ 
k G—uw? 
YV= at, 
k mn oda 


mt. H-0° Va ra?) 

In diefer Gleichung gilt das pofitive oder negative Zeichen, je 
nachdem w abnimmt oder wächfts es findet alfo derfelbe Wech- 
ſel der Zeichen Statt, wie in der Gleichung 4., wobei Feine Un⸗ 
beftimmtheit übrig bleibt. Aus den Gleichungen 5. ergeben fi ch 
noch ꝙ und ©, da-p, q, r bekannt find. Und zwar muß man 


21 
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2. 1=0, 1220, und I==k, wo k die Intenſitaͤt des Paard 
Q oder die Größe feiner Age vorftellt, und pofitiv iſt. His 
durch werden die Bleichungen 1. folgende: 


Aap-+Ba’g+-Ca',=0 
Abp-+-Bb’g+Ch'r=0 
Acp-+-Be g+Cc'r=k. 


Diefe Gleichungen multiplicire man der Reihe nach zuerſt mi 
a, b, 6, dann mit a’, b', c', endlich mit a”, b",:c”, und add 
jedesmal die: Produkte, fo tommt 


Ap=ck, Bg=ck, G=ck 5. 


Offenbar find ck, ck, c’k nichts Anderes als Die Componentn 
des Paared.Q, nach den auf .u;:v, w beziehungsweiſe ſenkrech 
ten Ebenen; daß biefe-fich aber auch durch Ap, Bq, Cr aus 
drücken laffen, ift ſchon in $. 95: (17.) bemerft worden, -Deaft 
man fi) das Paar Q gegeben, „und zugleich die Neigungen de 
 Heuptagen u, v, w gegen die Are deffelben in irgend einem Av 
genblicke ' befannt; fo erhält man aus vorftehenden Gleichungn 
die Werthe von p, q, r für diefen Augenblick, wodurch zugleag 
die Eonftante h in 4. beftimmt wird. Die ferneren Nenderm 
gen det Werthe von p, % r vis ſich n nun nach den ln 
Hungen 1. 


Indem der Körper fi driht, erleidet die augenblielld 
| Drehungsare (fie heiße u), oder diejenige Gerade in’ dem Fir 
per, deren Geſchwindigkeit zur Zeit t Null tft, durch die Bo 
fung der Schwungfräfte einen gewiffen Druck, der fich in at 
einzelne Kraft. an dem feften Puncte O und ein Paar zufammenr 
fegen läßt. :Diefes Paar Fann nie Null‘ fein, wenn nicht die 
Drehungsare gerade eine Hauptare ift; folglich erhält; mit Aus 
nahme diefes befonderen Falles, die Gerade, welche zur Zeit! 
Drehungsare ift, in dem folgenden Zeitelemente dt eine unend 
lich kleine Geſchwindigkeit, und Hört damit auf Drehungsape zu 
fein, während ‚nunmehr eine andere in dem Körper befindlict, 
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der vorigen unendlich nahe Gerade augenblictich die Geſchwin⸗ 
digfeit Null hat, und mithin die neue Drehungsape if. 


Man denke fih das auf die Drehungsare wirkende Paar 
der Schwungkraͤfte in die Componenten L’dt, M'dt, N’dt: zer⸗ 
legt, deren Aren beziehungsweife u, v, w find; fo ftellen diefe 
Ausdruͤcke auch die Aenderungen dar, welche die Componenten des 
Paares Q, naͤmlich ck, c’k, ck In der Zelt dt beziehungsweiſe 
erleiden; und da diefe — *& auch gleich kde, Kor kde’ 
find, fo erhält man: 

kde=Ldt, de —M’dt, kd’— Net. 
Es ift aber, nach 5. und 1. kde—Adp—=(C—B)grät, uf. E 3 
hieraus folgt: 
LV=(C—-Bgr, M=(A—O)p, N(B-A)pq, 
oder auch, nel Ap==ck, u. f. w. | | 

L’=(e’g—cr)k, M—=(er—c’p)k, N=(Cp—cy)k. 
Bezeichnet man daher das Moment des Paares der Schwung: 
Eräfte mit S, und die Neigungen feiner Axe gegen u, v, w mit 
8,8, ec" ſo iſt L’=Scose, M'=Scose, N=Scose”, und 
PM (op+ogte'n?k?. 

Nennt man i die Neigung der augenblicklichen Drehungsare 


Cu’) gegen z, fo ift, nach der dritten der Formeln -13. in s- 94.,. . 


indem i daffelbe mas dort (2) bedeutet: 
ocosimcp-Feg+e'r. 6. 
Kolglih wird S?—=(w?—w? cos i?)k?,. alfo 
S=kvsini.. 7. 


Ferner ift, tie leicht zu fehen, ciU’cM-Fe’N=0,- oder 
ccose+-c cose'+c"cose"—=0; d. h. die Are des Paares S 
fteht fenkvecht auf der Are z. Auch ift pcoss-Hgcose-+rcose" 
—=0; d.h. die Are von S fenfrecht auf der Drehungsarg; 
dieſes verfteht fich jedoch von felbft, weil’das Paar der Schwung: 
£räfte ducch die Drehungsage gehen mn. Die Are diefes Paa⸗ 
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res 8 bleibt. Daher immer: in der Ebene xy (d. i. in der Ehe 
des Paares O), und die Ebene von S ift immer die Ebene ur 

Aus 6. erhält man, mit Huͤlfe der Gleichungen 5. Locoꝛi 
re ‚ alfo nad 4. 

! ; kocosi=h?, 8. 

d. h. zerlegt man die Winkelgefehwindigfeit w, deren Are wit 
(auf die in 8. 94. angegebene Weife) nach den Axen x, y, :; 
fo it Die. der Axe = entfprechende Eomponente unveränderlich; dis 


ſelbe it namlich @cosi, mithin nach 8. gleich I-. Alſo bi 


die Winkelgefehwindigfeit, mit welcher der Körper fich um de 
Are des Paares Q dreht, fortwährend fi steih, 


99. Es dürfte nicht überflüffig fein, zu zeigen, wie fi 
diefe Säte auch auf fehr einfache Weife aus anderen Zetrahtungd 
ergeben. Es fei z, wie bisher, die Are des unveränderiin 
Paares Q, u die augenblicklihe Drehungsare, i die Nelgun 
von u’ gegen z; ferner fei v’ fenfrecht auf w' in der Ebene ur, 
fo Fann man das Paar Q, deſſen Moment k genannt worden 
ift, in zwei andere zerlegen, deren Aren bejiehungsweife w um 
v, und deren Momente mithin k cosi und ksini find. 

Nimmt man noch w’ .fenfreht auf w und v’, und ſcht 
e=Vv’-rw'?, fo ift offendar owm das Bewegungsmomen 
Des koͤrperlichen Elementes m. Man gzerlege daſſelbe nad) da 
Aren u’, v, w' in dje Componenten U, v, W, r, hat mar: 


U=0, V=w wm, Wz—v om, weil 3, — * die Ch 


nus der Winkel find, welche die Richtung der auf o fenfregtm 

Kraft owm mit den Aren v', w' bildet; folglich echäft man, de 

“son der anderen Seite das Paar Q in die Componenten k.cosi 

ksini, O zerlegt ift, deren Axen beziehungsweiſe u', v’, w nl: 
S(VwW—Wv)= o3m(w?-£VR%)—=kcosi: 
Z(Wu— UwW)=— o2uvVm . =ksmi 
UV Vu) =— @Zu'wm —=0. 





99. becſchlennigende Keäfte. 313 


Es iſt aber lv ?-w?)m das Trägheitsmoment des Kör- 
pers, für die Drehungsare u’, mithin 40?3(v?-+-w'?)m nichts 
Anderes als feine lebendige Kraft, welche conftant und mit 4h? 
bezeichnet worden iſt; die .erfte diefer Gleichungen giebt daher 
fofort wkcosi=h?, wie Kormel 8. des vorigen $: 

Ferner find, nach 8. 90, die Eomponenten des Paares der 
Schwungkraͤfte, in den Ebenen u'v und u'w , beziehungsweiſe 
— (3 3uvm und w? Suwm;. die zweite derfelben ift, nach 
der legten obigen Gleichungen, Null, und die erfte gleich, oksini; 
das Paar der Schwungkräfte fällt alfo in die Ebene der z, u, 
v, d. h. in die Ebene der Drehungsare und der Ape von % 
und fen Moment ift ok sini; tw. z. b. m. 


Hier noch einige weitere Bemerfungen. Die Lage der aus 
genblicklichen Drehungsare in dem Körper hängt befanntlich von 
folgenden Gleichungen ab: Sar=T Eliminirt man gus 
diefen, in Verbindung mit_denen unter 3. und 4. im vorigen $., 
die Größen p, q, r; fo erhält man die Kegelfläche, welche die 
Drehungsare in dem Körper beſchreibt. Ihre Gleichung ers 
giebt fich wie folgt: 

A(k?—Ah?)u?-+-B(k?—Bh?)v?-+C(k?—ChÜ)w? 0. 
Diefer Kegel ift mithin zweiten Grades. Aus den Gleichungen 3. 
und 4. in 8. 98, erhält man noch: 

k?—Ah?—=— Bgq?(A—B)—Cr’(A—C), 

k’—Ch?=Cp?(A—CH-Bgq?B—0). 
Da nın A>B>C, fo folgt hieraus, daß k?— Ah? negativ, 
®—Ch? aber pofitiv if. Auch kann Feiner diefer Ausdrüce 
Null fein, wenn nicht A=B=C; diefer befondere Fall, in wels 
bem jede Drehungsare eine Hauptage ift und unbeweglich bleibt, 
ann hier ganz ausgefchloffen werden. Die Are des obigen Ke⸗ 
els ift entweder u oder w, d. h. enttweder die Age des größten 
der die des Fleinften Traͤgheitsmomentes, je nachdem k?—Bh? 
ofitiv oder negativ ift. 
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ten,: folgende Gleichungen: 
— d? deẽ 


3 
m EKHRb, TI m—SYHRN, 


” de? 
* Sm=2 ZHRh”. 


Durch O lege man die drei Hauptagen u, v,.w, und es feim 
u, v, w die relativen Coordinaten von B gegen O, nad da 
alrihnamigen Axen; es feien noch x, y, z die relativen Eoordi 
naten von B gegen O, ‚nach den unbeweglichen Agen x’, y, 7; 
fo. bat man, wie früher: 


x au-f-a eka”w, jy= bu-Hb'v FE Z==cu-Fc'v-+c'w. 2 


Es, find aber x+E, y4n,.24{ die. Coordinaten von B nad 
den unbemeglichen Aren, welche, weil B in die fefte Ebene fü, 
der, obigen Gleichung derfelben genugthun müffen; man hat daher 
ed 3. 

Nennt man ferner A, u, v die Neigungen von R gegen u, v, 
w, fo find Rosi, Rcosn, R cos» die Componenten von R, 
nath u, v, w; die nach x, y, z aber find, nach dem Obigen, 
Rhb, Rh’, Rh”; ; zerlegt man nun diefe nach den, Richtungen 
jener, ſo kommt: R cos A==Rha-+Rh’b-+-Rh”, oder 

u cos A ha-th'b -+-h"c, 
oe . u . Eos weh asrhb' Fr an h’ c, | 3. a 
2 Bee 6089 aha’ +hb’Hhe". ” 
Von der anderen Seite muß R auf der Sperfläche des Koͤrper 
normal ſein; daher hat ı man, wenn 

Hzfav,wW=0 4 
die Gleichung diefer Fläche ift, und | U 


VE 


zur Abfärzung gefett wird, - 
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ai -,dH: "dH : 2: 
— ı=T- 2 Von, U.00s»= =: 5 i 


Man entwickele noch die Ausdruͤcke fuͤr die Componenten des 
Paares, welches die Kraft R an B mit einer ihr gleichen und 


entgegengefegten bifdet, die man fi ch am Schwerpuncte Oi ange: 


bracht vorftellt. Dieſe Componenten find, nad den n auf u, v, 
w beziehungsweiſe ſenkrechten Ebenen 


R(w cos u—v cosv), R(ucos vw cas 1), RCv cosA—u cos wm. 


Gebt man zur Abkuͤrzung LaMM-Ne-l La „+-Mb’+Ne’ =M. . 
La’+-Mb"’+Ne’=N’, fo geben die Gleichungen 4, in 8. 97, 
mit Hinzufügung der der vorſtehenden Somponenten | des Paayes 
(R, —R): | —W u 


Adp--B—O)grdt= LAtHRCweosu —* ..ii 
Bdg-HC—A)rpdt =M’dt-+-R(u. COSY—w COS Hat 
Cdrypqdt N’dt-HR(vcosi—u cos dt , I. 


Man denfe ſich die Coſinus von A, mw, v vermittelſt ihrer Witthe 
aus 3.a. aus allen übrigen Gleichungen eliminidt, y 'Sleiben 
Aberhaupt noch 16 Unbekannte übrig, naͤmlich ©, %:9, p, q, 
r, u, Wwxy,25| und R, die ſaͤmmtlich als Functio⸗ 
nen der Zeit beſtimmt werden möfen. Hierzu hat man die —— 
chungen 1. bis 6. (von welchen jedoch die unter 3. a. auszu⸗ 
ſchließen ſind, nachdem man naͤmlich für cosA, cosu, cos», 
überaff:ihre Werthe aus 3. a. gefeht hat); ihre: Anzahl iſt 145 
weil Aber von denen unter 5. jede eine Folge ‘der beiden ande 
ven Äft, fo gelten fie mir für 13. Nimmt man noch die Glei⸗ 
chungen 18. in 8. 96. hinzu, ſo ſind zwiſchen allen Unbekannten 
16 von einander unabhaͤngige Gleichungen gegeben, aus denen 
ſich jene als Functionen von t muͤſſen beſtimmen kaſſen. Dieſe 
Gleichungen laſſen ſich, mit einigen Abaͤnderungen, auch dann 
anwenden, wenn zweitens der Körper in B eine Spitze hat. 
Alsdann bleiben, fo lange nämlich der Körper fich auf die Spitze 
B ftügt, die Coordinaten u, v, w von B unveränderlich; 
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zugleich aber fällt die Bedingung hinweg, daß der Wiberftand 
R auf der Flaͤche des Körpers normal iftz folglich fallen über 
haupt von den vorigen Unbefannten drei, nämlih u, v, w 
mit ihnen aber auch zugleich die drei Gleichungen 4. und 5. hir 
weg; während alle übrigen, d. h. 13 Unbefannte und eben fo 
viele Gleichungen zwifchen ihnen und t, bleiben wie vorhin. 


Ein dritter Zal tritt ein, wenn die ‚Dberfläche de 
Körpers abwickelbar ift, und die Ebene nicht in einem Punckt, 
fondern in einer geraden Linie beroͤhrt, die aber in der Flaͤche 
mwechfelt. Alsdann ‚findet in jedem Puncte der Berährungslink 
ein gewiſſer Widerftand Statt, der auf der Ebene mie auf de 
Stäche des Körpers normal ift, und da zugleich alfe diefe Wi 
derftände in demfelben Einne wirken, fo ift Far, daß fie fih 
immer in eine einzige Kraft zufammenfegen laſſen. Bezeihne 
man diefe Kraft mit R, und nennt ihren Angriffspunct in dem 
Körper wieder B, feine Eoordinaten u, v, w; fo muß R mie 
-auf der Fläche normal fein, wie im erften alle, und mithin 
gelten ganz diefelben Gleichungen (1. bis 6.) wie vorhin. Die 
fer Fall iſt alſo von dem erften nicht weſentlich unterfchieden. 


Biertens werde noch aigenommen, daß der Körper fih, 
während einer getoiffen Zeit, auf eine geradlinige Kante fi, 
deren Gleichungen, nach den Hauptagen u, v, w, folgende fein: 
v=nu+l,. w=n u+l T. 
wo n, I,n’, I’ gegebene Gonftanten find. Diefe Gleichunge 
treten, wenn man unter u, v, w die Coordinaten Des Punch 
B verfteht, der in jener Kante liegt, an die Stelle derer unt 
4. und 5. (B ift der Angriffspunct der Refultante R aller ® 
derftände, mie. vorhin.) Ferner iſt noch ausjudrüden, daß dee 
Kante auf der Richtung von R fenfredt' fteht. Diefelbe bildet 
mit den Agen u, v, w Winfel, deren Coſinus der Reihe nad 
fi verhalten wie 1:n:n’, und da A, u, » die Neigungen von 
R gegen jene Aren find, fo hat man 
cos Mæn cosu-rn' cosv—0, 8. 
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in welche Gleichung für cos A,: cos u; cos» Ihre Werthe aus 
3. a. zu fegen find. Sie giebt eine Relation- zwiſchen 9, u, © 
ferner Fann man aus 6.. v und w. vermittelft der —*—* 
den (7.) eliminiren, und auch noch nach 3., mit Ruͤckſicht auf 2., 
u als Function von p, V, ©, & n, € ausdrücken. ‚Sept. man 
diefen Werth von u noch in 6. 'ein, fo bleiben nur noch die 
Gfeihungen 1. 6. und 8, nebft denen unter 18. in 8.96. übrig; . 
alfo im Ganzen 10, ztoifchen den Unbefannten p, q,r, , W, 
9, , m. (, R und der Zeit t, wie erforderlich. 


Es verfteht ſich von felbft, daß diefe und noch andere Fälle, 
deren bier nicht erwähnt- ift, nach einander bei der Bewegung 
deffelben Körpers eintreten koͤnnen, je nachdem feine Dber- 
fläche geftaltet iſt. Die vorſtehende Yufzählung kann dem Lefer 
eine Ueberficht der Aufgabe gewähren; im”Kolgenden aber fol 
ame noch der erfte der bier erwähnten Faͤlle näher in Vetracht 

gezogen werden. | ... 


103. Um die Rechnung etwas zu vereinfachen, nehme man 
die feſte Ebene zu derjenigen der x’ und. y’; dadurch wird h=0, 
h’=0, h’=1; und, mithin gehen ‚die Sleichungen 1. des vori: 


gen $ in folgende über: 
d?5 d? d nn 
Tr Zm=3X, T “Sm: 2Y, Gem =IZ4-R. 4, 


Kerner wird noch in 3., weil die fefte Ebene ‚die der wi! if, auch 
k=0, md zz +0, folglih, wenn ‚man für z feinen 
Werth aus 2. fegt: : 1% " 
HU+eV+e w=0. | | 
Aus 3. a. ergiebt fich weiter cos cos ——— , bos —XX — 
folglich werden 4. und 5. 


| =f(u, v, m=0, \ | . = 
| 3. 
*UVUc⸗ Re tUl= MB, Ur J a} I 


200 du’ 7 dv 
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Hierdurch wird der vorftehende Ausdruck für di 


EUCH = rn HN, 4, 


wo das Zeichen von U Immer ſo zu waͤhlen iſt, daß der Der 
von Ü pofitiv bleibt. 

Endlich geben’ die Gleichungen 6, durch Einfegung Don 
ce’, c” für die Eofinus von A, u, vi 


Adp-HB—O)grdt=L’dt-FRCe w— _ dt 

Bdgq-HC—A)rpdt =M’dt-HR(o"u—cw)dt | 

Cdr-HA-—B)pgdt— N’dt+Rlvy—eu)dt, 
Diefe Gleichungen druͤcken "die Componenten des in Bejiehun— 


auf den Schwerpunct' gebildeten Paares der Befchleunigung 


momente, nach den auf den Hauptaren u, v, w beziehungsmdi 
fenfrechten Ebenen aus. Man Fann aber diefes Paar auch nad 
den auf x, y, z fenkrechten Ebenen zerlegen; -alsdann: echil 
man folgende Gleichungen, welche den vorftehenden gleichgelten 
und anftatt ihrer gebraucht werden Pönnen: 
J d(Aap-+-Ba gH-Ca’)— Ldt-Rydt 
- dAbp-FBb’g+-Chb’r)=MdrHRidt 3. 
d(Acp-+-Beg+Cc’r)=Ndt 


Naͤmlich —Ry, Rx, 0. find die Werthe der Ausdruͤcke — 


Zx—Xz, Xy—Yx für xX—=0, Y=0,Z=R, d. h. die &w | 
ponenten des Momentes von R in Bezug auf den Schrwerpun 
indem x; y, z die refatigen Eoordinaten des Angrifföpunde B 
von R gegen jenen bedeuten. Diefe Gleichungen folgen uͤbtige 
aus 3. in 8. 97. ohne Weiteres, indem hier nur R zu den Ii® 
gen beſchleunigenden Kräften hinzufommt. 

Die auf den Körper wirkenden befchleunigenden Kräfte ſen 
die Schwere und eine dem Drucke proportionale Reibung in 
Berührungspuncte, deren Wirkungsweiſe jedoch noch einiger 
läuterung bedarf, Der Punct B des Körpers, in welchem di 
fer zur Zeit t die Ebene berühet, befitt in dieſem Augendl 


| 
| 
| 
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eine gewiſſe Geſchwindigkeit, deren Ausdruck zunächft geſucht 
wird. Die Coordinaten von B find; nach den. unbeweglichen 
ren, x-+3, y-r7 und z-+rL; die legte von dieſen iſt Null— 
Segt mar für x, y, z ihre befannten Werthe (2. in F. 4102) 
ſo erhaͤlt man folgende Ausdruͤcke dieſer Koordinaten: . ai 
&-Hau-ta v-a w, 7-+bu+r-b’v+b"w, Cpcu-rc' vre'w. 
Um die Gefchtwindigfeit des Punctes B ‘anzugeben, muß. man 
von diefen Ausdräcen die Ableitungen nach t nehmon, dabei aber 
‚a, v, w als unveraͤnderlich betrachten. "Die Componenten 
der Gefchwindigfeit von B nach den Aren x und y. (hie. mögen 
noch zur Abfürzung fuͤr die Folge mit &,: 7 begeichnet werden) 
ſind mithin: 


da da’ da”; 
:=-7 ru ara ad tv 


en a — 
Die dritte, auf der feſten Ebene normale Componente Dice ge⸗ 
ſchwindigkeit iſt: —Ee —— 9 Ent. _ Nimmt man 
aber die Ableitung der Gleichung 2. nady allen Beränderfi Sei, 
au denen “ u, .Y,.W gehören, fo fommt:- : 


x. dd , de, dueäretiw; On 
Tee Erg dt a SE 
* 3er R BR 
cdu-Fc' dv-Fe'dw=-- [a — +. — 
folglich erhaͤlt man: us . 
dd, de, _de de” Ä 
atvat" vr’ 7. “4 


d. h. die auf der feften Ebene ſenkrechte Geſchwindigkeit des Be: 
rührungspunctes ift Null, oder die Bewegung deffelben ift Diefer 
Ebene parallel; wie auch aus der Anſchauung einleuchtet. Der 
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Beruͤhrungspunct gleitet demnach, auf der &bene ih der Jet 
dt mit der Gefchwindigfeit, deren Somponenten unter 6. ange 
geben find. Diefem Gfeiten widerſtrebt die Reibung, ‚indem ſie 
der Geſchwindigkeit des Beruͤhrungspunctes gerade entgegen 
wirft. Es find nun zwei Kalle möglich; entweder naͤmlich # 
die Reibung ftark, genug, um die Geſchwindigkeit des Beruk 
rungspunctes gleich Null zu machen, oder nicht. In dem erſtn 
dieſer Faͤlle, in welchem dee Körper rollt, ohne zu gleiten, trit 
die Reibung nur init der Antenfität auf, die in jedem. Auger 
blicke nöthig ift, um die Geſchwindigkeit des Berührungspunde 
zu vertilgen; ‘in dem zweiten Falle tritt: fie dagegen mit ihr 
vollen Intenſitaͤt auf, welche, nah der Vorausſetzung, den 
Drucke proportional iſt. Ob der eine oder der andere dieſer Kühe 
Statt findet, muß duch die Rechnung felbft entfchieden werde, 
wie das nachfolgende Beifpiel zeigen fol. 

Es fein demnach f und f die Componenten dee Reibus 
nach den Richtungen bon x und y; ferner denke man fi di 
Are x in der feften Ebene Horizontaf; und. es fei i die Neigum 
diefer Ebene (xy) gegen den Horizont; fo find, wenn nd 
M—Im die Maffe des Körpers bezeichnet, die Somponenten M 
Gewichtes des Körpers, welches man fich in dem Schtwerpundt 
O vereinigt vorzuftellen hat, dach den Axen x, y, z beziehung 
meife: O, Mgsini, Mg cos i, wenn man.fich die pofitive Ir 
der y in der feften Ebene abwärts, und die z von ihr aus at 
waͤrts gerichtet, auch den Winkel i als fpig vorfiellt. Koll 
erhält man: 

ISX—f ISYEMgsinigf, ZZ Mgoosi, 8 
welche MWerthe in 1. zu fegen find. Ferner erhält man mb 
da in jedem Augenblicke das Paar, welches die Schme 
Fräfte in Bezug auf den Schwerpunct Bilden, Null ift, und U 
die Componenten der Reibung find: X=f, Y=f, Z=0, 8 
relativen Loordinaten ihres Angrif spunctes gegen den Schwer 
punct aber x, ya 


11 u. + ..- 2 
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L=Yz-Zy—if, M=4XKıSs if, Nett 9 


se.‘ 7. 


welche Werthe in 5. zu ſetzen ſind. 0 


So lange nun die Reibung der Geſchwindigkeit des Beruͤhrungs⸗ 
punctes nicht vertilgen. kann, ift. ihre Intenhtaͤt dem Drucke, 
alſo auch dem Widerſtande R proportional; demnach: 
VEr+f=aR,. ' j6;- 2 
von u eine Conftante. Ihre Richtung aber iſt der Geſchwindig⸗ 
keit jenes Punctes entgegengefegt; hieraus folgt offenbar, daß die 
Somponenten der Reibung fich zu einander verhalten müffen, wie 
die der. Geſchwindigkeit von B, nach x und 5; alſo 
Le . .. ED 
f, wi 

wo fe £ und 7 ihre Werthe and, 6. efekt werben möfen. 
. Borftehende Gleichung drückt jedoch. nur aus, daß die Reibung 
der Geſchwindigkeit des Berührungspunctes parallel it, nicht 
aber, vaß ſie ihr gerade entgegen wirkt; dieſer Umſtand, obs 
gleich ſehr weſentlich, kommt eeſt tät im erlaufe ber Rech⸗ 
nung in Betradt. an: 

Wenn aber die Reibung dinreicht, um die Geſchwindigkeit 
des — ——— zu: vertilgen, ſo hören die Gleichungen 409. 
44. zu ‚gelten. auf; alsdann aber hat man zwei andere, naͤmlich 

—0, 1=0. 12." ' =, 

(Vgl. Formel 6.). Zugleich aber muͤſſen die Werthe von f und 

£,_ welche ſich aledann eugeben, folgender Bedingung genuͤgen; 

VP+f?<uR,. da die mtenfität der Reibung: nie groͤßer ſein 
Fann als :uR. . Wird. diefe Bedingung nicht befriedigt, ſo iſt 
auch die Gefchwindigfeit von B nicht Null; mithin: gelten dann 
die Sleihungen unter 10. 4. m 


4 


— 
ii 


"104. Um das Vorhergehende an einem Belſpiele zu erläus 
tern, welches die Integration ohne Schwierigkeiten geſtattet, ſoll 
die Bewegung einer = gleſcharttzen Kuget auf einer ſchiefen Ebene, 
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unter dem Einfluffe dee Schwere und der Reibung, unterfuh 
werden. Zur Vereinfachung ſchreibe man im Solgenden RM, | 
Mi, MR anftatt f, f, R (oder auch fee man die Maſſe der dv 
gel —=1); hiernach geben zunächft die beiden erften der Gleichur 
gen 1. des vorigen 8., ur Racknchi auf 8. 

d?E 

(di? 
Es ſei h der dalbmeſſer der Kugel, mithin ihre Sieichung 
 H=u?-+v’-w? —h’=0; | 
fo bigt U=+2, =, —e 2w, alſo nd 
4. zheru’ VνVS O. Hier muß, da poſitiv iſt, de 
negative Zeichen gelten; dadurch erhaͤlt man Ch und U= h, 
folglich nach 3. im vorigen 8. 

u ‚—he=u, he’ =yv, —he” =w, 2. 
derner "giebt die deitte der Gleichungen 1. des dv vorigen F., mil 
G eonftant if, R+ZZ==0, oder nach. 8 
R—-geoosi=0. 3 

Dre Witte von a, v, w in 2. zeigen, daß aut-a'v-pa'w=l 
 älfoi x—=0, und. eben fo y=0; wie ſich bei der Kugel von fell 
veefeht. Daher ergiebt fih aus &-im vorigen g., indem nd 
an bo L=—bhf, M= hf, N0O. 
Auch iR fae Kae: gleichartige: Kugel vom Halbmeffer bh; A=P 
sr CaH2h?, mit Weglaffung des Factors M, der hier übel 
Aus der Rechnung fällt. Hiernach gehen die Gleichungen 5. U 
folgende Aber: 


Sg d Ir lg sini+f. 1. 


31 art gta ir 


| 2 un. 2m. Alb +b’grb"r um J 
ee —— 


a 2h Kop-Heg-+ er)_g 
® dt — 


4 
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L=Yz-Z2y= zf, M=2:K=—f, De a 9 


1 


welche Werthe in 5. zu ſetzen ſind. 0 
So lange nun die Reibung der Geſchwindigkeit des Berührungs: 
punctes nicht vertilgen. Fann, iſt ihre Intenhtaͤt dem Drucke, 
alſo auch dem Widerſtande R propostiond; deünach: 


VPrH+f®=uR,. 16;- Ei 
von u eine Conſtante. Ihre Richtung aber. iſt der Geſchwindig⸗ 
feit jenes Punctes entgegengefeßt; hieraus folgt offenbar, daß die 
&omponenten der Reibung ſich zu einander verhalten müffen, wie 
die der. Geſchwindigkeit von. B, nach x und y; alſo 
| Is Bu ı Aa rl 
j .. f. | n gene 

wo fir £ und 7 ihre ee and. 6. —* werden möfen. 


aber, vaß ſie ihr gerade entgegen wirkt; vieſer ümſtand, obs 
gleich ſehr mefentlich, kommt et wpitar im Verlaufe ber Rech 
nung in Betracht. mn: 
-- Mens. aber die Reibung dinreict, um die Geſchwindigkeit 
der Beruͤhrungspunctes zu vertilgen, ſo hören die Gleichungen 1, 
44. zu gelten auf; alsdann aber hat man zwei andere, nämlidj.. 
‘0, 7=0. 12%. ° '- m, *6 
(Bol. Formel 6.). Zugleich aber muͤſſen die Werthe von f und 
£, welche ſich aledann eugeben, folgender Bedingung genuͤgen; 
VP+ET<ZUuR,. da die Intenſitaͤt der Reibung.nie groͤßer Yein 
fann als u BR. . Wird. diefe Bedingung nicht befriedigt, ſo iſt 
auch die Geſchwindigkeit von B nicht Ruf; mithin: gelten: dann 
die Gleichungen unten 10. 41. Sn 
104. Um das Vorhergehenbe ai_einem,;Belfpiele zu erläus 
tern, welches die Integration ohne Schwierigkeiten geſtattet, ſoll 
die Bewegung einer = gleichartigen Fuge ‚auf einer ſchiefen Ebene, 
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: (P)az ap-Fa’g-Ka'r 

(=bp +b'q Abr 

(1) cp-qe 
und bemerke, daß (p), (q), (r) die Componenten der Winkelge 
ſchwindigkeit der Kugel nach den Axen x, y, 2 beziehungsmeil 
ausdruͤcken, die aber von nun an, mit Weglaſſung der Klammern, 
bloß durch p, q, r bezeichnet werden ſollen, alfo mit den vor 
gen p, q, r nicht verwechfelt ‚werden müffen. Hierdurch ver 
wandeln fich die Gfeichungen 4. des vorigen $. in folgende: 


d d d 
. a7=-f, As ‚3 1> 


0. 1. 

dt 
jur Abkürzung Sn, er, "fo gehen die Bedingungen 5 
amd des vorigen: 8. in-folgende über: " - - | 
VP+f’=ugcosi. 2. a. 
w—hpff—=(urhgff 3. a. 
Vf Cusg cos ĩ 2.b. 


rg, hp=0 3. p. 


Zugleih wird = arıa DER EG Segt man nd 


pon denen nach Umftänden die, ‚erften oder zweiten gelten, wi 
aus dem Vorigen bekannt iſt. Endlich hat man noch, nad I. 


im vorigen $. 
N, . v. 
ꝛ dv | 
u. =f, —e—— — 4. 
Hiermit ſind in jedem Falle zur Beſtimmung der gegenmwärtiga 
Unbekannten p, q, r, u, v, f, f, ſieben Gleichungen vor 


handen, wie erforderlich. Fe, bon jenen, noͤmlich r, fällt abe 
noch hinweg, weil nach 1. Io, alfo r conſtant if. Dem 
nach bleibt die Winfelgefchwindigfeit der Drehung um den auf 


\ 


105. auf einer fchiefen Ebene. 337 


der feſten Ebene ſenkrechten Durchmeſſer fortwaͤhrend unver⸗ 
änderlich. 

Um noch die Bedeutung der Zeichen von p und q anſchau⸗ 
ich zu machen, erinnere man ſich, daß die Axe x horizontal iſt, 
zie Richtung der poſitiven y aber auf der ſchiefen Ebene abs 
värts geht. Wenn daher 3. B. die Kugel gerade abwärts 
rollt, ohne zu gleiten, fo {ft v pofitiv, und v—hp=0, alfo auch 
> pofitiv. Hierdurch wird anſchaulich, in welchem Sinne die 
Drehung, um den horizontalen Durchmeffer erfolgt, wenn p po: 
itiv if. Denft man fih ferner u, d. i. die horizontale Ges 
chwindigkeit des Mittelpunctes-pofitio, fo muß, wenn zugleich 
yer Berührungspunct in horizontaler Richtung nicht gleiten foll, 
ı+-bgq=0, alfo q negativ fein; hierdurch wird wieder die Bes 
yeutung des Zeichens von q anfchaulich, die übrigens aus .dem 
Borigen auch, nach den allgemeinen Regeln in $. 94., von 
'efbft folgt. 

Es fein u, Vo, Po, Yo, die Werte von u, v, p, q für 
0, welche beliebig gegeben fein Fönnen; fo find u.+-hgo ' 
md vo—hp, die Anfangsgeſchwindigkeiten des Berührungs: 
yunctes, nach den Aren x und y. Im Allgemeinen ift feine 
on beiden Null; bier foll jedoch nur vorausgefegt werden, daß 
1o-+hgor nicht Null ſei. Man wähle noch, wie frei fteht, die 
Richtung der pofitiven x fo, daß uo-+hq, pofitip ſei. Elimi⸗ 
irt man f u f aus R und 4., fo kommt: 


=n7 dt’ Fr a 

olglich duch —— da für t=0, uU, uf. w, 
u-w= Ib(9- q.), —XXE siniet, 5. 
dieraus folgt: 
4-hq=3u—u,-rhgo, hp vg sin’ jet chpe, 
der wenn man ſetzt: u--hgq=3U, v—hp=3V-+3g sini-t, 

ul, vaginit nn Ap = V. 6. 

22 


EP ein; u 


' 438 Dynamif. Betvegung einer Kugel 16, 
Serner gelten jet die Gleichungen 2. a. 3. a., welche nad Eir 
fegung der Werthe von f und f aus 4. geben: | 
duꝰ (dv - gdt · sini)’=u?g? cos i?.dt? 
du __dv—gdt-sini 
urhbg — v—hp 
oder da nah 6. du=dU, dv—gdt-sini=dV if, mm 
man noch Kgcosit—® und 78ein itm=kO fegt, m 


k= + ft: 





dU,_ dV 
TrVvako 


Um diefe Gleichungen zu integriven, fege man: 
dU=sinpg-d®, dV==cosYp-d9, 


wodurch der erften Genüge geleiftet wird; alsdann gi W 
zweite 


dU?FdV?—d®: | 
7 


V+kO=U cotg g, 
und dieſe, differentlirt:. 


dV+kdO=cotg p- -dU— — aan: 


J d 
Es ift aber dV=coigYy-dU; mithin folgt klO=— 

Ä 
ferner ft ingd9=dU; alfo erhäft mon —XE 
xdu- dp 0 4 
oder Tas Nun ift - bekanntlich er 


—=bgtgip (f. 1. S. 190); daher folgt durch ntegratie: 
klog U+logigtip=Const., oder, nah Wegſchaffung M 
Logarithmen: 


Uemcrootg 39, 
wo e eine. Eonftaute. Hieraus folgt weiter 


2 


RE ER — er. 
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Du DEE 36 


. 2 +1; Ä 
U 1939, 


und mithin: __ ; 


1 


cotgapi v * un 2 


sin@ 





cotg —J— URS 2 —— 


Daher ergiebt fh 5 J J 


du 


! 


2dV=2cotg p.du= (Ur - cu du ka: 


folglich wenn man integriert: 


D eV en 
29= Art IE ——+C 1: — os 

. Uirk - . ce Vi V. ern 
=,” i_X — +6 W 


wo C und 0Conſtanten find, die ſi aus den Werthen von Ü. 
V für t=0 oder 920, fogleich ergeben. Bezeichnet man dieſe 
mit U,, Vo, fo 1 _ 
—— —————— 
ir) A) 0. 
Obige gilt, wenn ‚nicht, ‚gerade k=1. iſt; fuͤr 45*1 
aber erhält man anftatt 9. 


. IT Tr +e=0, ve 


‚ı.:»o TIR . . 
—— We ce ER 


„00 06 


den Sonftanten in 9., alfo von C und © oder "von U, und 
V, abhängen, muß, da die Integration von 7. nur zwei will⸗ 
kuͤrliche Conſtanten geſtattet, die eben U, und V, ſind, Man 
multipficiee erfte der Gleichungen 9. mit k, und addire das Pro⸗ 
duet zur zweiten, fo kommt 

2% 
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2V-HKO)= LU eUIHCHCk 10.2 
oder nach 8. 2 
AKUTE reH+ Ck.. 


Es ift abe, nach 7. ‚VrkoSU 5 T folglich ergicht ſich 


C+ck=0 oder, in Folge der vorſthenden Werthe von 
EC und C: 


well. 
Hieraus folgt : = | 
42V, U, 2k 
oder c= Vu UEHV, U, Terz 
Fuͤr t=0 ift die horizontale Geſchwindigkeit des Beruͤhrungẽ⸗ 
punctes (u⸗h — 300) nach der Vorausſetzung poſitiv und 


nicht Null; folgliih muß auch U’ von t=0 an, während eine 
geroiffen Zeit wenigſtens, poſitiv fein. Demnach iſt, in Folge de 


eußen der; Bleichungen 8. ö poſitiv oder negatio, je nachden 


c poſitiv ydey negativ iſt. Nach 4. in ® —f, md da f de 
pofitiden - horhhontalen eſchwind aten von *. entgegenwirkt, ſo 
3. du 
iſt I negatids folglich ift auch a, und mithin 46° 
du 
Ugcosi-k- ‚negatio; daher muß c negativ fein, und mithin in 
obigem, Werthe von c das negative Zeichen gelten. Alſo ift 


J c=—V „Uk-1_U, a lrra .: 10.b. 


Da: in dieſer Gleichung U, poſitiv iſt, ſo giebt ſie immer einen 
reellen negativen Werth von c, V, mag poſitiv, Null oder ne 
gativ fein. Aus derfelben erhält man noch 
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1_V VO 
ern Dr u 
und mithin 
| V. ——— —— — 
— —— — 


c- 2kV, VE 





oder - 


a Ce ug PEN oe um ann 
und E__ KV, _AVGEE 2k) — 
Im Ten], 


weil C-HCk=0. Nach Einfegung der Werthe von'e, C, q 
aus 10. und 41. in 9, find U und V, mithin audy”u; v, p, X 
(nach 5 und 6.) als Gunctionen von @ oder von t ‚beftimme, wie 
erforderlich iſt. | 
Es find nun zwei Fälle iu unterſcheiden, je nachdem k flei: 
ner ald % ift oder nicht. Iſt k=1 oder KI, ſoö kann, nach 
den Formeln‘ 9, (und den ihnen folgenden für k=f) U nicht 
Null werden, ohne daß © und mithin t unendlich groß: wird: 
folglich wird in diefem Kalle die Geſchwindigkeit des Berhhrunge: 
punctes nie Null; und die Formeln 9, seien waͤhrenb der gan⸗ 
zen Dauer der Bewegung. “ 
Für ein fehr großes t oder © muß in denfelben offenbar 
U fehr Elein erden; man erhält alfo immer ‚genauer, je kleiner 
U if: . “7 


20= 2/=— 


© 
du d- bu = 


— 


alſo V-++O=0, und velggt ) - 


Setzt man für v, U, O ihre Werthe, und bezeichnet zur Abkuͤr⸗ 
c Es 
zung den weſentlich pofitiven Quotienten R- — mit EX 


fo fommt: . ‘ . . v .. . 


Fr 
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v—g(sin i—M cos )t=+vo-+7hpo 


1. 
5 2 FEIN. DEE 
u—z7u047bg0 "(mug cos i-t)k=1? 


in welchen Gleichungen aber t ſehr groß fein muß. Daher tird 


immer genauer mit wachfendem 4: 


vzelginizucosilt um, a 
Man bemerte noch, daß k>1, aiſo3 — *1, oder sini> 


Zu cos i, mithin um ſo mehr eine cosi if. Der Werth 
von v ift alfo mwefentlich pofitiv, wie offenbar auch erforderlich ift. 

Nach dem Barhergebenden ift, bei der Bewegung einer Ku⸗ 
gel auf einer unter dem Winkel i gegen den Horizont geneigten 
«Ebene, die Reibung nicht im Stande, die Gefchtwindigfeit des Be⸗ 
‘“ rührungspunctes zu vertilgen, wenn k>1 oder i>arctgzu 
ift;. wo u das conftante Verhältuiß der Intenfität der Reibung 
zu derjenigen: des Druckes bezeichnet. . Man fieht in der That, 
daß Drud und Reibung immer mehr abnehmen, alfo die Kugel 
auf. der. Ebene. immer leichter. gleiten kann, je größer i wird; 
wenn nämlich, - wie bier, die Reibung bloß: dem Drucke propor; 
tional vorausgeſetzt wird. 


Iſt aber k<1 (mit Ausfchluß der Gteichheit), fo nimmt 
nad 8., weil ES negativ if, U von feinem ‘anfänglichen pofiti: 


ven Werthe U, aus beftändig ab, und wird Null, nad 9., für 
20=C, alfo, weil O=ugtcosi, in der zeit 


_ 6 — U,?+V,? 
T2ugcosi  (A—kug cosi. cosi _’ 
die offenbar endlich und pofitiv ift. Fuͤr diefen Yugenbli wird zugleich 
(nach 10. a.) 2(V--kKO)=0, weil C’+-Ck=0, alfo wird, weil 
kO=3%g sini-t, VHRg sini-t—=0, indem U—0: wid; d. h. 
(nad 6 ) die Geſchwindigkeit des Berührungspuncted® nah y 
verfchmwindet yugleich mit der nach x, für t=t; folglid wird 
in diefem Augenbliche überhaupt die Geſchwindigkeit des Berüh- 
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rungspunctes Null, und die Kugel beginnt zu rollen, ohne: zu 
gleiten. 

Es gelten daher jeßt die Gleichungen a. 2. und 3.) nicht 
mehr, fondern die unter b. treten an ihre Stelle; während 1. 
und 4. bleiben, wie vorher. Aus diefen folgt 

u=2hq-+-Const., v-+3hp==g sin i-+t-+-Const., 
ober, wenn man die Werthe von u, v, p, q für t=t' mit u‘, 

v’, pP, q bezeichnet: 

u—u aA (gg), v-vHhp—p)= gsinilt—t). 12. 
Für t—t' gelten aber die Gleichungen 6., in melden U=0, 
V=—?gsini-t' ift; aus diefen ergiedt fich: 

W—=su,—thq,, Sini- tp 13 

urhgq=0, v—bp'=0. | 

wodurch die Eonftanten u’, v’, p’, q’ in 12. beftimmt find. Ser: 


ner gelten, von t=t an, noch die Öleihungen 3. b. \ 


u--hq=0, v—hp=0. 14. 
Aus 12. und 14. folgt: 
— 4*4, v=hp =$vV+2hp +2 sini(t—t)), 15. 


mithin ——=0, 30, alſo nah 1. f=0, Ferner folgt: 


2 
=> gsini, und hieraus, nach 1., 
nP——r—3gsini. 


- Nach der Vorausfegung ift aber k<1, oder Igsini 
ugcosi; alſo ergiebt fich die Intenſitaͤt der Reibung, nämlich 
%o sini (indem f=0), fleiner ald ug cosi; die Bedingung 
2. b. wird mithin von der Zeit t=t' an fortwährend befriedigt, 
E und die Kugel rollt demnach von diefem Augenblicke an unauf: 
hoͤrlich, ohne zu gleiten; wobei die Elemente ihrer Bewegung 
(u, v, p, q) durch die Öfeichungen 15. beftimmt werden. Nach 
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diefen bleiben u und q fortwährend conftant; alfo iſt Die Hori | 


zontale Geſchwindigkeit des Mittelpuncted (u) unveraͤnderlich; 


feine mit y parallele Geſchwindigkeit (v) ift dagegen gleichförmig | 
befchleunigt. Hieraus ergiebt fich, daß die Bahn des Mitte: | 


punctes von t=t an, eine Parabel ift. 


Bon befonderen Fällen, die kbei dieſer Aufgabe noch eintre 
ten Eönnen, mag bier nur derjenige nahmhaft gemacht werden, 


welcher Statt findet, wenn die Anfangsgefchwindigfeiten u,, v,, 








Po, Io fämmtlih Null find. Wird die Kugel auf der fchiefen | 


Ebene ohne Anfangsgeſchwindigkeit entlaffen, fo ift Flar, Daß die 
Schwere allen Puncten derfelben im erften Augenblicke eine mit 
y parallele Geſchwindigkeit —=gsini-dt ertheilt, mit melde 


mithin der Berührungspunct abwärts zu gleiten ftrebt. Folg⸗ 


lid muß die Reibung der Are y parallel aufwärts wirken; alfo 
ift in diefem Falle S0, mithin, nach 1. und 4. im vorigen $. 
—2 —f', ano, "= 0, T=gsinihf. 
Hieraus folgt u=0, q=0, weil für t=0, u, —=0, gu —=0; de 
horizontalen Gefchwindigfeiten des Schwerpuncted und des Be 
rührungspunctes bleiben alfo immer Null, wie ſich auch von 
feloft verfteht. Kerner gelten, wenn k <A, die Sleihungen 3. b.; 


man hat alfo v—hp==0, und zugleich + np =gsini, 
folgid vrrhp=gsiniet, alfo v=hp=3gsini-t. 
Hieraus folgt 2h = =2gsni=—f; es ift aber, mel 


=’ <1 nah der Borausfegung, auch —f=3g sini< 


ugcosi; und da zugleich f==0, fo wird die Bedingung 2.b. 
erfüllt, wie erforderlih. Die Geſchwindigkeit des Beruhrunges 
punctes bfeibt alfo beftändig Null, oder die Kugel rollt abwärts, 
ohne zu gleiten, wenn. k<1. Dies gilt auch noch, wenn 
k=1. 

Iſt aber k>1, fo würde, wenn man die vorſtehenden For⸗ 


7 .—. nn 
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meln auch dann noch anwenden wollte, die Reibung fich wieder 
=—f!gsini>ugcosi ergeben; alfo die Bedingungen 
2.b. nicht mehr erfüllt werden. Mithin gelten die Gleichungen 
2. a., 3. a.;' aus denen, weil f=0, u=0, q=0, ſich bloß er: 
giebt F—=—ugcosi, wo das negative Zeichen fo lange gefteit 
muß, als der. Berührungspunct abwärts gleitet, oder feine Ge⸗ 
ſchwindigkeit pofitiv if. Demnach hat man: 


2h zug cosi, O- g(sin—u cos i); 
mithin | 
Zhp= ugcosi.t, v=g(sin i—u cos üJt. 
Die Geſchwindigkeit des Berührungspunctes ergiebt fich hieraus 
v—hp=g(sin i—3Zu cos iJt, 
alfo immer pofitiv, weil k>1, d. i. sini>Zu cosi ift. Zolg- 
ih gelten die vorftehenden Gleichungen immerfort. 


106. Für eine horizontale Ebene wird i=0, k=0, 


O=ugt. Um zunächft die Bewegung auf diefer zu beftimmen, 
fo lange die Geſchwindigkeit des Berährungspunctes nicht Null 
ift, kann man die Gleichungen 9. des vorigen 8. antvenden. 
Man denfe fi noch die pofitive Richtung der x der Anfangs: 
geſchwindigkeit des Berührungspunctes (d. I. uo-+-hgo, =ZU,) 
parallel; fo wird V,=0 und U, pofitiv; mithin nach 10.b. 
c=—1, und nah 11. C=WU,, CÜ=0. Demnach ergiebt 
fih aus 9. fofort: uget=U,—U, und V==0, oder | 


U=U,—ugt, V v0, 1. 


Felglich bleibt die Richtung der Geſchwindigkeit des Beruͤhrunge—⸗ 


punctes, mithin auch die der Reibung, unveraͤnderlich und mit⸗ 
hin nach der Annahme parallel mit x. Fuͤr die Reibung findet 


man aus vorſtehenden Gleichungen Tettau, f=0. 
Man hat, nah 6. im vorigen F. 


a 224 


* 


346 Tpnamif. Bewegung einer Kugel 106, 
=u—zu,+7bg0, V=v-v, (weil vo—hp, ==0) 
alfo erhält man, für die Gefchwindigkeit. des Mittelpunctes: 
kur) — nt 


oder u=w-—ugt, vv, \ 
und hg=z3U—u=hg, —Zugt, hp=vo. 


Hieraus folgt, daß vie Bahn des Mittelpunctes, wenn nidt 
vo=® ift und fo lange die Kugel gleitet, eine Parabel if. Be 
zeichnet man die Eoordinaten feiner fenfrechten Projection auf 


die horizontale Ebene mit x, y, fo ift oT, = ‚ wo 


d d 
U —ugt, Ze, 


folglich, indem für t=0, x und y Null find, 


ä x=ut—zugt?, yaviot 3. 


oder, nach Elimination von t: - 

ugy?—2u, v0 yH+2v 0x0, 
oder endlih  (Hugey—u,vo)’ =Vvo’(u, —Zugx). 
Es fei (Gig. 43.) A der Anfang, AB die Are der x, alfo auch 
die Richtnng der Anfangsgefchtwindigfeit des Berührungspunctes, 
AE die Are der y, ADG die Parabel, fo hat mar, für de 
Scheitel D derfelben, nach vorftehender Gleipung: 


S 


_y— 0” E—y— Ur 
ED=x=72, AE=y= 5 4. 
Der Weg, den die ſenkrechte Projection des Mittelpunctes, 
alfo der Berührungspunct, auf der Ebene von A aus durd: 
läuft, ift daher anfänglich ein gewiſſer Bogen diefer Parabel, bi 
die Kugel zu gleiten aufhört, oder die Geſchwindigkeit des jedes 
maligen Berührungspunctes, in dem Augenblicke der Berührung, 
immer gerade durch Null geht. Dies erfolgt von dem Aw 
genblicde an, in welddem (in 1.) U=0 wird; alsdann wird 
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Setzt man zugleich für. diefe Zeit !, u=u', fo folgt aus 2, 
V—w—lutrbg)=Fuo—rhge: Es gelten aber nunmehr 
die Gleichungen 15. des vorigen 8.; fie geben hier: 


u=—hq=u, v=bp=v,, 5. 


d. h. von t=t an iſt die Geſchwindigkeit des Beruͤhrungg⸗ 
punctes beftändig Null, und die des Mittelpunctes nach Richtung 
„und Größe unveränderlich; die Folge der Berührungspuncte be: 
fchreibt alfo von nun an auf der Ebene eine gerade Linie mit 
der Gefchmwindigfeit Vu ?-Fvo?. raleich iſt von t=t' an die 
Reibung gänzlih Null; denn da ==, =.=0, fo folgt £=0, 
f—=0,. Die Ridtung diefer Geraden ift die der Tangente jener 
Parabel, wie aus der Rechnung leicht folgt, aber auch ohne fie 
unmittelbar daraus, daß für t=t alle Kräfte verſchwinden. 


In dem befondern Fälle, wenn v —=0, hat man u=u,—ugt, 
v=0; die Bewegung gefchieht dann in der Geraden AB feldft. 
Die Kugel gleitet bis zu der Zeit t', die eben fo beftimmt, tie 
vorhin; von diefem Augenblicke an aber rollt fie ohne zu gleiten, 
und die Gefchwindigfeit ihres Mittelpunctes ift alsdann unver: 
änderlih gleich wW=tu,—thg,. Es kann ſich nun ereignen, 
daß die Geſchwindigkeit des Mittelpunctes Null und hierauf nes 
gativ wird, ehe fie den unveränderlichen Werth u! erhält; dazu 
gehört, daß uo—ugt—U werde für eine Zeit t zwiſchen O und 


t'; für diefen Zall muß u, pofitiv und m<t oder w< 
te) 


3(uo-+bgo) fein. Alsdann ift offenbar auch UV =u,—{(u,s-+hg,) 
negativ; und die Bewegung ift in ihrem Endzujtande rüctläufig. 
Aeceyhnliches Fann auch Statt finden, wenn v, nicht Null ift, mit: 
Hin der Mittelpunct anfänglich einen parabolifhen Bogen be: 
ſchreibt. 

Naͤmlich die Anfangsgeſchwindigkeit dieſes Punctes iſt all⸗ 
gemein: Vuo?-+vo?, ihre Richtung die der Tangente (44) 
in A; ‚die Endgefehwindigfeit dagegen, mit welcher die Kugel 
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von tt’ an forteoflt, ift Ww?+vo? oder VCu.-2hgo )?-+Vo° 
Diefe ift nun in Vergleich mit Tee. erften rechtläufig oder ruͤcklaͤufig, je 
nachdem der Mittelpunct in den Scheitel D der Parabel gelangt, oder 
nicht. Die zur Erreichung des Scheiteld erforderliche Zeit 1" er: 
giebt fi) aus der zweiten der Gleichungen 3. gleich m 
o 

nad 4.; die Kugel bewegt fi alfo überhaupt nur dann nad) 
dem Scheitel der Parabel Hin, wenn u, pofitiv if. Soll fie 
nun, vorausgefeßt daß u, pofitiv ift, in ihrem Endzuftande rechts 
fäufig fein, fo muß diefer zeitig genug eintreten, daß fie den Schei⸗ 
tet der Paraͤbel nicht erreiche; mithin muß !<<t" oder 

ww trhg)<u, di Ihqo Zuo 
fein. Da zugleid uorhgo.>0, fo folgt, daß in diefem Falle 
hgo zroifchen den Grenzen —u, und +-Zu, liegen muß, wobei 
zugleich u, poſitiv iſt. 

Alsdann beginnt der Endzuſtand in irgend einem Puncte F 

zwiſchen A und D, von wo aus die Kugel nach der Richtung der 
Tangente FF’ gleichfoͤrmig fortrollt. Iſt aber t!>t", fo erreicht 
“und überfchreitet der Mittelpunct den Scheitel D, der Endzuftand 
beginnt erft nachher, 3. B. in G, von wo die Kugel nach der Tan⸗ 
gente GG fortrolit; die Bewegung ift alfo, im Endzuftande, 
rückläufig. Hierzu ift erforderlich, daß u, pofitiv und <<2hq,, 
oder hg, >un ſei. 

Daß diefer Cndzuftend in der Erfahrung nicht, wie vorfie 
hende Rechnung giebt, unaufhörlich fortdauert, kann nicht be 
fremden, da ſchon der Widerftand der Luft hinreicht, das genau 
Verhaͤltniß zwiſchen der Gefchwindigfeit des Mittelpunctes und 
derjenigen der Drehung zu ftören und zu bewirken, daß die Ge 
ſchwindigkeit des Berührungspunctes wieder aufhört Null zu 
fein, oder dieſer wieder gleitet. Da alsdann auch die Rei— 
bung wieder eintritt, ſo iſt klar, daß auf dieſe Weiſe die Ku⸗ 
gel bald gaͤnzlich zur Ruhe kommen muß. 


— — — 


Gedruckt bei den Gebr. Unger. 
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J Bei dem Verieger dieſes Buches ſind auch folgende Buͤcher 
erſchienen: | Ä | . 


Baumgarten, J. C. F., Kopfrechenbuch zum Gebrauch des Lebrers bei den 
Uebungen der erſten Anfänger. Vierte ſtark vermehrte und ſorgfältigſt 
verbeſſerte Aufl. 8. 15 Sgr. Ä J 


— Kopfrechenbuch zum Gebrauch des Lehrers bei dem Unterrichte geübterer 
Schüler. 8 20 Sgr. 


Dirffen, & H. über die Methode, den Werth eines beftimmten Integrals 
näherungsmeife zu beftimmen. Geleſen in der Academie der Willenichaf: 
ten, am 3. Gebr. 1831. gr. 4. geh. 20 Ser. 


— lieber die Anwendung der Analyfis auf die Nectification der Eursen,” 
die Quadrafur der Flächen und die Eubatur der Körper. Cine in der 
K. Academie der Wiſſenſchaften gelefene Abhandl. gr. 4. geh. 20 Ser. 


Hagen, ©., Grundzüge der Wahrfcheinlichfeit&sftechnung. Mit einer Figus | 
ren:Tafel. gr. 8. 1 Thlr. | 


Handbud für die Anwendung der reinen Mathematif. Cine fyftematifche 
Sammlung der Formeln, Ausdrüde und Hülfszahlen aus der ebenen u. 
Förperlihen Geometrie, ebenen, fphärifchen und analytiichen Trigonome⸗ 
trie, Arithmetif, Algebra, niederen und höheren Analyfid der Eurven, 
Ar Bd. (von v. Radowitz). Auch unter dem Titel „die Formeln der Geo» 
metrie u. Trigonometrie. 4. 3 Thlr. 


Hartung, A., Rechenbuch zum Gebrauch für Schulen. 2te umgearbeitete 
Aufl. 8 20 Ser. 


Kupf er, A. T. Preisſchrift über die genaue Meſſung der Winkel an Kry⸗ 
ftallen (Gefrönt vön der phyfifal. Klaſſe der K. Academie der Willen: 
fchaften im Juli 1823.), gr. 4. geh. 1 Thlr. 


Logarithmen von_vier Desimal:Stellen. 8, geh. 7I Ser. 


Pay 2 Dr, W., Rechenbuch für die unteren Slaffen der Gymnaſien. 8. 
gr. “ 


’ 
— bie Auflöfungen dar in diefem Rechenbuche vorfommenden Beifpiele 
nebft einigen Bemerkungen über den Nechenunterricht. 8. 10 Ser. 


Pofelger, Dr. F. T., Anleitungen zu Rechnungen der Geodäſie. 4. 
) Sgr. | 


Schmidt, 8. A. 2, erfter Anfchauungscurfus der Naumlehre für Schulen; 
die Wurzel» und Stammräume: Kugel, Zylinder, Kegel, Prismen und 
Ajnamien, nebſt Schnitten enthattend; nach den Örundfägen der neuern 

ementar » Methodiß, für Bürgers und Landichulen bearbeitet, Ir Theil, 

4e Abtheil. (auch unter dem Titel: Naumlehre für Schulen; nad) den 

Orundfägen der neuern Glementar:Methodif in drei Curſen bearbeite, 

1r ae Wurzel» und Stammräume und ihre Schnitte). gr. 8. 
gr. 


Steiner, 3., die geometrifhen Konftructionen aufgeführt mittelft der gere 
raben Linie und eines feften Kreifes, als Lehrgegenftand auf höheren 
Unterricht ⸗ afalten und zur praciichen Benutzung. Mit 2 Kupfern. 
gr. 8. 143 Sr. 
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